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Resumen

Un grafo es una estructura matematica que permite representar relaciones entre distintos ele-
mentos mediante vértices (nodos) y aristas (conexiones). Los vértices simbolizan entidades
como personas, ciudades o dispositivos, mientras que las aristas representan los vinculos en-
tre ellos, como rutas, comunicacién o relaciones sociales. Las aristas pueden ser dirigidas o
no dirigidas, tener peso o no, incluso pueden formar lazos o multiples conexiones. Asimismo,
los vértices poseen propiedades como el grado, que indica cudntas conexiones tienen, y pue-
den clasificarse como adyacentes, aislados o terminales. Dentro de los grafos también se
estudian los caminos, que son secuencias de vértices conectados; los ciclos, que inician y
terminan en el mismo punto; y la accesibilidad entre nodos, lo cual permite analizar la co-
nectividad de la red. Los grafos pueden clasificarse segin sus caracteristicas en diversos ti-
pos, como grafos simples, dirigidos, ponderados, completos, bipartitos o conexos, entre otros,
lo que permite modelar diferentes situaciones reales. Para su estudio y aplicacion, existen
varias formas de representacion, como conjuntos, matrices de adyacencia, matrices de inci-
dencia y listas de adyacencia, cada una con ventajas en términos de almacenamiento y efi-
ciencia en el andlisis. Estas estructuras son fundamentales en multiples aplicaciones practi-
cas, como redes de transporte, sistemas eléctricos, bases de datos y redes digitales, donde
facilitan la organizacion, analisis y optimizacion de conexiones complejas. En sintesis, los
grafos constituyen una herramienta esencial para comprender y modelar sistemas interconec-

tados en diversos dmbitos cientificos y tecnologicos.
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Conceptos basicos y representaciones
Definicion
Un grafo es una representacion grafica de conexiones o relaciones entre objetos, entidades,

cosas, etcétera.

Elementos, caracteristicas y componentes de los grafos
Elementos de un grafo
Basicamente un grafo puede estar formado por dos elementos o componentes:

1. Vértices o nodos: son los puntos que representan los elementos de una rela-
cion. Por ejemplo: personas, ciudades, teléfonos, etc.

2. Aristas o enlaces: son las lineas que conectan a los vértices y representan la
relacion que hay entre dos o mas vértices. Por ejemplo: carreteras entre dos ciudades, amistad
entre dos personas, etc.

En la figura 1 se muestra un grafo donde los vértices so: Bety, Mary, Luis y Lalo,
mientras que las aristas pueden ser relaciones de amistad. Por ejemplo, se observa que hay
relacion de amistad entre Bety y Mary, ya que hay una arista (linea) entre ellos dos, pero no

hay relacion de amistad entre Bety y Lalo, ya que no hay ninguna arista (linea) entre ambos.

Figura 1. Grafo entre personas

Fuente: elaboracion propia.
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Consideraciones sobre las aristas
Si la arista carece de direccion se denota indistintamente {a, b} o {b, a}, donde a 'y b son los
vértices que une.

Si {a, b} representa una arista, a los vértices a y b se les llama sus extremos.

Aristas adyacentes: se dice que dos aristas son adyacentes si convergen en el mismo

vértice.
Por ejemplo, en la figura 2 las aristas (Zac, SLP) y (Ags, SLP) son aristas adyacentes.

Aristas paralelas: se dice que dos aristas son paralelas cuando estdn asociadas al

mismo par de vértices.
Por ejemplo, en la figura 2, las aristas (Zac, SLP) y (SLP, Zac) son aristas paralelas.

Aristas ciclicas: también llamada lazo. Es una arista que sale y entra en un mismo

vértice.

Por ejemplo, en la figura 2 el vértice Ags tiene una arista que sale y entra en si mismo,
por lo tanto, esa arista es un lazo.

Cruce: son dos aristas que se cruzan en un punto.

Por ejemplo, en la figura 3 las aristas (a, d) y (b, c) son aristas que se cruzan.

Figura 2. Tipos de aristas Figura 3. Cruce de vértices

Fuente: elaboracion propia. Fuente: elaboracion propia.

Consideraciones sobre los vértices
Se llama grado de un vértice al nimero de aristas de las que es extremo. Ademas, se dice que

un vértice es par o impar segun lo es su grado.
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Vértices adyacentes: si tenemos un par de vértices de un grafo (a, b) y si tenemos una

arista que los une, entonces a y b son vértices adyacentes y se dice que “a” es el vértice inicial
y “b” el vértice adyacente.

Por ejemplo, en la figura 4 Ags y SLP son vértices adyacentes y se dice que Ags es el
vértice inicial y SLP el vértice adyacente.

Vértice aislado: es un vértice de grado cero, es decir, un vértice que no es punto final

de ninguna arista.
Por ejemplo, en la figura 4 Zac es un vértice de grado cero.

Vértice terminal: es un vértice de grado 1, es decir, que solo esta conectado a una

arista.

Por ejemplo, en la figura 4, Ags es un vértice terminal.

Figura 4. Tipos de vértices

Fuente: elaboracion propia.

Caminos
Sean x, y € V, se dice que hay un camino en G de x a y si existe una sucesion finita no vacia
de aristas {x,vl}, {v1,v2},..., {vn,y}. En este caso x e y se llaman los extremos del camino.
El nimero de aristas del camino se llama la longitud del camino.
Por ejemplo, en la figura 5, en el camino (a, b, c, d) la longitud es 3.
Si los vértices no se repiten en el camino se dice que es un camino simple o propio.
Por ejemplo, en la figura 5, en el camino (a, b, c¢) los vértices no se repiten.
Si hay un camino no simple entre dos vértices, también habra un camino simple entre

ellos.
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Por ejemplo, en la figura 5, un camino simple del vértice “a” al vértice “b” seria (a,
b) pero se puede también tener el camino no simple (a, b, ¢, d, b).

Se llama ciclo, circuito o camino cerrado a un camino simple, que comienza y termina
en el mismo vértice.

Por ejemplo, en la figura 5 el camino (c, d, b, ¢) es un ciclo.

Un vértice “a” se dice accesible desde el vértice “b” si existe un camino entre ellos.
Todo vértice es accesible respecto a si mismo.

Por ejemplo, en la figura 5 los vértices b, ¢ y d son accesibles desde el vértice “a”,
pero el vértice “a” no es accesible desde algin vértice. Otra forma de decirlo es que hay
caminos de “a” a los vértices b, ¢, d, pero no existe ningun camino de los vértices b, c, d, al

[P 4]

vértice “a”.

Figura 5. Caminos

Fuente: elaboracion propia.

Caracteristicas de los grafos
Puede haber uno o mas vértices; por ejemplo en la figura 5 se tienen 4 vértices.
Puede que el grafo no tenga aristas (con lo cual no hay relacion entre vértices). Por

ejemplo, en la figura 2 se aprecia que no hay arista (relacion) entre Pedro y Paty.

Figura 6. Grafo sin aristas

Fuente: elaboracion propia.
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Las aristas pueden ser bidireccionales (como en la figura 7) o direccionales (como en

la figura 8), donde solo van en un sentido.

Figura 7. Grafo bidireccional Figura 8. Grafo dirigido

Fuente: elaboracion propia. Fuente: elaboracion propia.

Puede haber aristas que salen y entran al mismo vértice, a las cuales se les llama lazo;

por ejemplo, en la figura 9 el vértice 1 tiene un lazo.

Figura 9. Grafo con lazo

Fuente: elaboracion propia.

Las aristas pueden tener peso (valor), a lo cual se le llama grafo ponderado; por ejem-

plo la figura 10 tiene una arista con peso 2.
Figura 10. Arista con peso
OO
Fuente: elaboracion propia.
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La forma de las aristas no es relevante (pueden ser lineas rectas o curvas), en la figura

11 se tienen ambos tipos de lineas.

Figura 11. Aristas rectas y curvas

Fuente: elaboracion propia.

La posicion de los vértices no es relevante; por ejemplo, las iméagenes 11 y 12 mues-

tran el mismo grafo, pero acomodando los vértices y aristas en diferente posicion.

Figura 12. Grafo con cuatro vértices

Fuente: elaboracion propia.

Tipos de grafos
Mas que tipos de grafos, se dan clasificaciones de grafos, de acuerdo con ciertas condiciones
que cumplen; algunas de estas caracteristicas no son mutuamente excluyentes, por el contra-

rio, un grafo puede presentar varias de ellas.
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Grafo simple
Es un grafo donde existe una unica arista entre cualquier par de vértices, no hay lazos, las

aristas no estan dirigidas. Por ejemplo, véase los grafos de la figura 1y 7.

Grafo no dirigido
Es un grafo donde las aristas entre cada par de vértices no tienen direccion (la relacion va en
ambos sentidos). Por ejemplo, los grafos de las figuras 1, 7 y 9. Son usados cuando la relacién

entre vértices es bidireccional como una carretera entre dos ciudades.

Grafo dirigido
Es un grafo donde las aristas entre cada par de vértices tienen direccion (como una flecha
que va del vértice A hacia el vértice B). Por ejemplo, véase los grafos de las figuras 2, 3, 4,

5,8,10,11y 12.

Grafo no ponderado
Es un grafo donde no existe ninglin valor representado en las aristas. Por ejemplo, véase los

grafos de las figuras 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, 11 y 12.

Grafo ponderado
Es un grafo donde las aristas tienen un peso o valor, que puede representar distancia, tiempo,

costo, etc. Por ejemplo, véase el grafo de la figura 10.

Multigrafo
Es un grafo que puede tener multiples aristas entre el mismo par de vértices y puede tener
bucles. Por ejemplo, véase el grafo de la figura 2. Aplicacion: un sistema de transporte con

varias rutas entre dos estaciones.

Pseudografo

Es un grafo que permite tanto multiples aristas como bucles.

124



TEORIA DE GRAFOS

Subgrafo

Es un grafo cuyos vértices y aristas son subconjuntos de otro grafo.

Grafo conexo
Un grafo no dirigido es conexo si existe un camino entre cualquier par de vértices. Por ejem-

plo, véase los grafos de las figuras 1,2, 7y 9.

Grafo completo
Cada vértice esta conectado con todos los demas vértices. Tiene exactamente [n(n-1)]/2 aris-

tas, donde n es el nimero de vértices del grafo. Por ejemplo, véase el grafo de la figura 13.

Grafo bipartito

Sus vértices pueden dividirse en dos conjuntos disjuntos, de forma que todas las aristas co-
nectan un vértice de un conjunto con uno del otro. Si, ademas, todos los vértices de un con-
junto estan conectados con todos los del otro, se llama bipartito completo. Ejemplo: relacio-

nes entre estudiantes y los cursos que toman.

Grafo plano

Un grafo plano es aquel que puede dibujarse en el plano sin que ninguna arista se interseque.

Grafo regular

Es un grafo donde todos los vértices tienen el mismo grado.

Grafo nulo

Es un grafo donde los vértices no estdn conectados, esto es, no hay aristas.
Grafo isomorfo

Dos grafos son isomorfos cuando existe una correspondencia biunivoca (uno a uno) entre sus

vértices, de tal forma que dos de estos quedan unidos por una arista en comun.
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Representacion de los grafos
Conjuntos
Un grafo (G) se define como un conjunto de vértices (V) no vacio y un conjunto de aristas
(A), donde G = {V, A}.

En este capitulo, el conjunto de aristas A se escribiran como pares ordenados, donde
vliyv2 e Vy(vl,v2) e A.

Ejemplos:

a) Se tiene el grafo no dirigido.

Figura 13. Grafo no dirigido

Fuente: elaboracion propia.

La representacion en forma de conjuntos del grafo de la figura 13 seria la siguiente:

El conjunto de vértices (V) que forman al grafo.

V={a,b,c}

El conjunto de pares ordenados (A) que forman las aristas representadas con enlace
doble.

A= {(a,b)(b,a)(a,c)(c.a)(b,c)(c,b)}

El conjunto de pares ordenados (A) que forman las aristas representadas con enlace
simple.

A= {(a,b)(a,c)(b,c)}

La diferencia de la representacion con enlace doble y enlace sencillo es que en un

grafo no dirigido las aristas son bidireccionales, entonces en enlace doble se ponen dos pares
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ordenados para cada arista. Mientras tanto, en el enlace sencillo solo se pone un par ordenado
y se sobreentiende que va hacia cualquier sentido.

b) Se tiene el grafo dirigido.

Figura 14. Grafo dirigido

™
(b =)

La representacion en forma de conjuntos del grafo de la figura 13 seria la siguiente:

Fuente: elaboracion propia.

El conjunto de vértices (V) que forman al grafo.
V={a,b,c,d}
El conjunto de pares ordenados (A) que forman las aristas del grafo.

A= {(a,:a)(a,b)(a,c)(b,d)(c,a)(d,a)}

Matrices
Matriz de adyacencia
Sea G=(V.,E), con V # ¢, se llama matriz de adyacencia de G a la matriz nxn, A = (ajj), donde

aij=1 si (vi,vj)€E y ajj= 0 si (vi,vj)¢E

Ejemplos:
a) Para el grafo de la figura 13, la matriz de adyacencia es la siguiente:
a b c d
a 1 1 1 0
b 0 0 0 1
c 1 0 0 0
d 1 0 0 0
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Para un grafo no dirigido, su matriz de adyacencia siempre es simétrica.

a|Bjc
al0|1]|1
b|{1]0]|]1
c|1|1]0

Para el grafo de la figura 14, su matriz de adyacencia es la siguiente:

™
()

Matriz de incidencia
Sea G un grafo de n vértices, la matriz de incidencia A del grafo G, es una matriz
A = ajjeMn(R), que cumple:

- Las columnas de la matriz representan las aristas del grafo.

- Las filas representan a los distintos vértices.

- Por cada vértice (vi) unido por una arista (ajj), se tiene que:

ajj = 1, si v es adyacente a ¢; y ajj = 0, si v no es adyacente a e;.

Ademas, si ajj es entrada de vi entonces aij = -1
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a) Para el grafo de la figura 13, su matriz de incidencia es la siguiente:

@ (D

o el e2 e3
e2 a 1 1 0
e3 b 1 0 1
e c 0 1 1
b) Para el grafo de la figura 14, su matriz de incidencia es la siguiente:

©nt
el e2 e3 e4 e5 eb

el
a 2 1 1 0 -1 -1
b . - b 0 1 0 1 0 0
R c 0 0 5 0 0 1

Listas

Lista de adyacencia

Cada vértice tiene una lista de vértices, los cuales son adyacentes a €. Esto causa redundancia
en un grafo no dirigido (ya que A existe en la lista de adyacencia de B y viceversa), pero las

busquedas son mas rapidas.

a) Para el grafo de la figura 13, su lista de adyacencia es la siguiente:
Nodo Adyacentes
a b, c
b a, c
c a,b
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b) Para el grafo de la figura 14, su lista de adyacencia es la siguiente:

o) Nodo Adyacentes
l a a,b,c
OIS : d

C a

d a

Lista de incidencia
Las aristas se representan con un vector de pares (ordenados, si el grafo es dirigido), donde
cada par representa una de las aristas. Las listas de incidencia son ttiles para:

- Representar grafos de manera compacta.

- Realizar algoritmos en grafos, como busqueda de caminos.

- Implementar estructuras de datos para grafos en software.

a) Para el grafo de la figura 13, su lista de incidencia es la siguiente:

Arista Pares de
incidencia
el (a,b)
e2 (a,c)
e3 (b,c)
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b) Para el grafo de la figura 14, su lista de incidencia es la siguiente:
Arista Pares de
incidencia

el (a,a)

e2 (a,b)

e3 (a,c)

e4 (b,d)

e5 (d,a)

e6 (c,a)

Tabla 1. Comparacion entre algunas de las diferentes representaciones de grafos
Representacion Espacio || Blisqueda de adyacentes Ver si hay conexion

Lista de adyacencia  ||O(V + E) ||Répido Lento (hay que buscar en la lista)
Matriz de adyacencia (|O(V?) Lento (recorrer la fila) Répido (acceso directo)
Matriz de incidencia ||O(V x E) |[Poca usada Poca usada

Aplicaciones de los grafos

Red de carreteras, donde los nodos son las ciudades y las aristas son las conexiones entre

ellas.

Red eléctrica.

Red de drenaje de una ciudad.

Red de paginas de Wikipedia.

Circuitos eléctricos.

Cronogramas de proyectos.

Rutas mas cortas.

Analisis de relaciones sociales .

Modelado de paginas web y enlaces en internet .

Representacion de redes con direccionalidad, como interacciones en redes sociales.

Organizacion de estructuras de datos como arboles y listas enlazadas.

Resolucion de problemas en algoritmos.
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