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Resumen

Los arboles son estructuras fundamentales dentro de la teoria de grafos, caracterizadas por
ser grafos no dirigidos, conexos y sin ciclos, donde existe un tinico camino entre cada par de
vértices. Estas estructuras permiten representar relaciones jerarquicas de manera eficiente,
siendo ampliamente utilizadas en informatica para organizar datos, optimizar busquedas y
estructurar sistemas como bases de datos y archivos. Un arbol puede tener una raiz a partir
de la cual se derivan nodos en relaciones padre-hijo, definiéndose conceptos clave como ni-
vel, altura y grado, los cuales influyen en la eficiencia de los algoritmos que operan sobre
ellos. Ademas, los arboles tienen aplicaciones en diversos campos como la biologia, la lin-
giiistica y contextos cotidianos como los torneos deportivos o arboles genealdgicos. En tér-
minos estructurales, un arbol con n vértices contiene n—1 aristas, lo que garantiza una cone-
xi6n minima sin redundancias. También destacan los arboles de expansion, que son subgrafos
que conectan todos los vértices de una grafica, y los arboles de expansion minima, cuyo
objetivo es minimizar el peso total de las conexiones. Para construir estos arboles se utilizan
algoritmos como la busqueda en anchura (BFS), la busqueda en profundidad (DFS), y méto-
dos como Prim y Kruskal, que siguen estrategias para optimizar recorridos y conexiones.
Estas técnicas son esenciales en el andlisis de redes, rutas y estructuras complejas. En con-
junto, los arboles representan una herramienta clave para modelar, organizar y procesar in-
formacion en multiples areas, desde la informatica hasta la inteligencia artificial y la toma de

decisiones.
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Conceptos basicos y representaciones de arboles

Los arboles constituyen una de las estructuras mas fundamentales en la teoria de grafos y
tienen multiples aplicaciones en diversas areas del conocimiento, desde las ciencias de la
computacion hasta la biologia evolutiva. En términos formales, un arbol es un tipo de grafo
no dirigido, conexo y sin ciclos, lo que significa que todos sus vértices estdn conectados por
caminos Unicos y que no existen trayectorias cerradas en su estructura (Johnsonbaugh, 1999).

Desde un punto de vista préctico, los arboles ofrecen una forma eficaz de organizar
datos. En ciencias de la computacion, por ejemplo, son esenciales para la buisqueda eficiente
de informacion, el almacenamiento ordenado de datos, la composicion de imagenes digitales
y la estructuracion de sistemas jerarquicos, como bases de datos o sistemas de archivos. Con-
ceptualmente, un arbol con raiz es aquel en el que uno de los vértices es designado como
punto inicial o raiz, y a partir de ¢l se derivan subestructuras llamadas subarboles, con rela-
ciones de padre e hijo entre nodos (Johnsonbaugh, 1999).

El nivel de un vértice se define como la distancia desde la raiz hasta dicho vértice,
mientras que la altura del arbol es el mayor nivel presente en la estructura. Estas nociones
son clave en el andlisis del rendimiento de algoritmos basados en arboles, ya que inciden
directamente en la eficiencia de operaciones y en la bisqueda o la insercion.

Mas alla de la informatica, los arboles tienen aplicaciones en campos como la filoge-
nia, donde se utilizan para representar relaciones de parentesco evolutivo entre especies, o en
la lingtiistica historica, para reconstruir el origen comun de las lenguas. Incluso en contextos
cotidianos, como los torneos deportivos de eliminacion directa, las estructuras arbdreas mo-
delan el avance de los competidores, donde el equipo ganador aparece en la raiz del arbol.

En suma, los arboles no solo constituyen una herramienta formal de gran elegancia
matematica, sino que también poseen una enorme potencia practica en la modelizacion de
relaciones jerarquicas, optimizacion de estructuras y analisis de procesos evolutivos.

Un grafico de arbol es una estructura especial dentro de la teoria de grafos que se
caracteriza por ser aciclica y conexa, es decir, no contiene ciclos y permite que todos sus
vértices estén enlazados entre si mediante caminos Unicos. En este sentido, el arbol es la

forma mas eficiente de conectar todos los puntos de un grafo sin redundancias. Como senala
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Johnsonbaugh (1999), los arboles son fundamentales en matematicas discretas porque esta-
blecen la conexion mas simple y directa entre nodos dentro de una red.

En un grafo compuesto por n vértices, un arbol contara con exactamente n—1 aris-
tas, lo cual refleja su estructura minima de conexion. Ademas, la cantidad total de arboles
distintos que se pueden formar con esos vértices es de n" 2", lo que evidencia la enorme
variedad estructural posible dentro de esta categoria de grafos. Esta propiedad fue formali-
zada en la férmula de Cayley, y es ampliamente utilizada en areas como la computacion y la
combinatoria (Rosen, 2012).

Desde el punto de vista formal, un arbol T se define como un grafo simple que cum-
ple con la condicidon de que para cada par de vértices v y w, existe un tinico camino simple
que los conecta. Ademas, si se selecciona un vértice especifico como punto de inicio, se ob-
tiene un arbol con raiz, donde ese nodo central sirve como referencia para establecer rela-
ciones jerarquicas dentro de la estructura (Johnsonbaugh, 1999).

Una de las aplicaciones mas practicas de los arboles es en la organizacion de datos
dentro de bases de datos, ya que permiten establecer relaciones jerarquicas entre los ele-
mentos, facilitando su clasificacion y recuperacion. En este contexto, los arboles sirven como
modelos para representar estructuras que requieren eficiencia y orden, como los indices en
bases de datos relacionales (Johnsonbaugh, 1999).

Mas alla de la informaética, los arboles también tienen gran utilidad en areas como la
biologia evolutiva, donde se emplean para representar procesos de filogenia. En este caso,
los arboles muestran como es que diferentes entidades estan vinculadas por lineas de descen-
dencia, lo que permite trazar relaciones de parentesco entre especies u otros sistemas como
las lenguas humanas. Como afirman Semple y Steel (2003), los arboles filogenéticos consti-
tuyen herramientas clave para el estudio de la evolucion.

En el campo de la informatica, el concepto de arbol también se utiliza como una
estructura de datos abstracta que refleja una jerarquia natural. Cada arbol contiene una
raiz, que es el nodo principal, y a partir de esta se ramifican subarboles, cuyos nodos estan
conectados a través de relaciones padre-hijo. Esta representacion se ha vuelto esencial en
algoritmos de busqueda, estructuras organizativas y almacenamiento de datos eficientes

(Knuth, 1998).
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Al representar con una grafica cualquier torneo deportivo de eliminacion se obtiene
un arbol, y el equipo ganador serd la raiz del arbol.

Dentro de los usos mas comunes de los arboles se encuentra el de almacenar un dato
de tal modo que su busqueda sea eficiente, que tenga listas ordenadas de datos y que haya
una composicion de imagenes digitales.

El nivel de un vértice v es la longitud del camino simple de la raiz a v. La altura de
un arbol es el nimero maximo de nivel que aparece en el arbol. Los hijos de la raiz son los
vértices subsecuentes unidos a la raiz. Un vértice padre es un vértice que esta por encima de

un vértice hijo y mas cerca de la raiz.

Partes de un arbol

Figura 1. Partes de un arbol

Fuente: elaboracion propia.

Si 1 es la raiz,

entonces 2 y 3 son hijos de 1,

3 espadre de 5 yde 7; y 2 es padre de 4.
4, 5y 7 solamente son hojas.

El grado de un vértice mide lo retirado que esté de la raiz. Por ejemplo:

9]
3

Vértice 1 2 3 4
Grado 0 1 1 2 2 2

El grado del arbol es el grado maximo de un vértice, en este caso es 2.
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Los organigramas son ejemplos de arboles. A este tipo de arboles se les denomina
arboles jerarquicos, se emplean para representar como se relacionan logicamente los distintos
registros dentro de una base de datos, donde se muestra el control o administracion de una
determinada empresa, institucion u organizacion.

Los arboles familiares también son un tipo especial de arbol jerarquico. Se reco-
mienda realizar un arbol genealogico de la familia donde se incluya por lo menos 25 inte-

grantes.

Arboles de expansion

El desafio consiste en encontrar una subgrafica T dentro de una grafica G, tal que T sea un
arbol que incluya todos los vértices de G; a esta estructura se le conoce como arbol de ex-
pansion. Una grafica tiene arbol de expansion siempre y cuando sea conexa, es decir que

todos sus vértices estén interconectados (Johnsonbaugh, 1999).

.Qué es un arbol de expansion minima? Es un subconjunto de las aristas de un grafo
que:

1. Conecta todos los vértices del grafo (sin ciclos).

2. Tiene el menor peso total posible.

Un algoritmo de busqueda encuentra la inica ruta mas corta entre dos puntos, utili-
zando una heuristica que ayuda a agilizar el proceso de busqueda.

Existen varios métodos para encontrar arboles en expansion.

A) Busqueda a lo ancho. Consiste en explorar todos los vértices que se encuen-
tran en un mismo nivel antes de avanzar al siguiente. La busqueda en anchura es una técnica
que permite recorrer de forma sistematica todos los nodos de un grafo. Es especialmente ttil
en la resolucion de problemas de optimizacion, donde se requiere identificar la mejor alter-
nativa entre varias. El proceso comienza en un vértice inicial v, considerado la raiz, el cual
se activa primero. Luego se marcan como visitados todos los vecinos de ese vértice que aun
no hayan sido explorados. A continuacion, se repite el proceso con los vecinos de los hijos
de v, asegurandose de no visitar ningiin nodo mas de una vez. Como resultado, se genera una

estructura sin ciclos, es decir, un arbol.
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B) Busqueda en profundidad (DFS, por sus siglas en inglés) es un algoritmo
disefiado para recorrer todos los vértices de un grafo finito, siguiendo una estrategia que
prioriza explorar lo mas profundo posible un camino antes de retroceder. El proceso co-
mienza seleccionando un vértice inicial o raiz, desde el cual se visitan primero sus descen-
dientes directos, luego los hijos de estos y asi sucesivamente, hasta llegar a un nodo que no
tenga vecinos no visitados.

A diferencia de la busqueda en anchura, DFS se caracteriza por investigar completa-
mente una rama antes de considerar otras, lo que implica que atraviesa los niveles inferiores
del grafo antes de regresar a los superiores. Para gestionar esta secuencia de pasos, general-
mente se utiliza una pila, ya sea de forma explicita o mediante recursién que emplea la pila
del sistema, lo que permite regresar a vértices anteriores cuando no se encuentran mas cami-
nos disponibles desde el nodo actual.

Cuando ya no es posible avanzar desde un vértice activo, el algoritmo retrocede a
través de los vértices previamente visitados hasta localizar uno con una conexién pendiente
por explorar. Desde alli se reinicia el proceso de avance, repitiendo este patron de descenso
y retroceso hasta que se hayan examinado todos los nodos alcanzables. Este enfoque hace de
DFS una herramienta fundamental en diversos algoritmos aplicados sobre grafos, como los
de ordenamiento topoldgico o los que evaliian propiedades como la conectividad o la plani-
tud de una estructura grafica.

O) Busqueda por menor costo (arbol de expansion minima). Es una subgrafica
que se construye a partir de una grafica conexa, que tiene un Unico camino simple de un
vértice a otro y cuya suma de pesos sea minima.

En el ambito de la informadtica, estos algoritmos se emplean ampliamente para reco-
rrer grafos y buscar rutas entre puntos conocidos como nodos. Su objetivo principal es
encontrar trayectos viables de manera eficiente, lo que los convierte en herramientas clave
para el analisis de redes y estructuras conectadas. Se destacan por su precision y buen
desempeiio, lo que ha llevado a su uso extendido en multiples aplicaciones computacionales.

No obstante, en contextos reales como los sistemas de navegacion o enrutamiento
de viajes, suelen ser superados por otros algoritmos més avanzados que permiten preproce-
sar el grafo, optimizando asi la velocidad y eficiencia en la resolucion del problema

(Kurose y Ross, 2020).
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Métodos para sacar arboles de expansion minima

Algoritmo de PRIM

El algoritmo en cuestion construye un arbol de expansion minima incorporando aristas de
forma progresiva. En cada paso, selecciona la arista con menor peso que no genere un ciclo
dentro del subgrafo en desarrollo. Este procedimiento pertenece a la categoria de algoritmos
codiciosos, ya que en cada iteracion toma la mejor decision disponible en ese momento, sin
considerar el impacto de decisiones anteriores (Cormen et al., 2009).

El principio que guia este método puede resumirse como una estrategia de optimiza-
cion local, en la que se elige la mejor opcion inmediata —una sola arista con el menor peso
posible— con la intencidon de construir una solucion eficiente. Sin embargo, este tipo de op-
timizacion no siempre garantiza que la solucion final sea dptima en términos globales. Si
durante el proceso no se encuentra una conexion valida hacia los vértices restantes, el algo-
ritmo retrocede al vértice previo para verificar si existen otras conexiones posibles que atn

no se han evaluado (Cormen et al., 2009).

Algoritmo de Kruskal

El algoritmo de Kruskal es un método greedy (codicioso) que se utiliza para encontrar un
arbol de expansion minima (MST, por sus siglas en inglés) en un grafo no dirigido, conectado
y ponderado.

Consideremos un grafo dirigido y ponderado con N nodos, ninguno de ellos aislado.
Sea x el nodo de inicio y un vector D de tamafio N que almacenara, al finalizar el algoritmo,
las distancias minimas desde x a cada uno de los demas nodos. El procedimiento se desarrolla
de la siguiente manera:

1. Inicialmente, todas las entradas del vector D se asignan un valor infinitamente
grande para representar distancias desconocidas, excepto la distancia desde x a si mismo, que
se establece en cero, dado que no existe distancia alguna para llegar a si mismo.

2. Se define a = x, donde a es el nodo actual que se esta evaluando.

3. Se examinan todos los nodos adyacentes a a que no hayan sido marcados como

visitados; a estos los denominamos vi.
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4, Si la distancia almacenada en D para llegar a vi desde x es mayor que la suma
de la distancia desde x a @ mas la distancia desde a a vj, entonces el valor en D para v; se
actualiza con esta suma menor.

5. El nodo a se marca como completo o visitado.

6. Se selecciona como nuevo nodo actual aquel con el valor més pequefio en D
entre los nodos no visitados (esto se puede gestionar eficazmente utilizando una cola de prio-
ridad). Se repite el proceso desde el paso 3 hasta que todos los nodos estén marcados.

Este método es una implementacion tipica del algoritmo de Dijkstra, ampliamente

utilizado para encontrar rutas 6ptimas en grafos ponderados (Cormen et al., 2009).

Pasos del algoritmo de Kruskal

1. Ordena todas las aristas del grafo de menor a mayor peso.
2 Inicializa el MST como vacio (sin aristas).

3. Recorre la lista de aristas en orden creciente de peso:

4. Si agregar la arista NO forma un ciclo, agrégala al MST.
5 Si forma un ciclo, descartala.

6. Repite hasta que el MST tenga exactamente (n — 1) aristas, donde n es el na-
mero de vértices.
En la tabla 1 se observa la comparacion de los diferentes algoritmos en cuanto a rutas

cortas y arboles en expansion.

Tabla 1. Comparacion de algoritmos

_ (Sirve para rutas mas | ;Sirve para arbol de )
Algoritmo ) Acepta pesos negativos
cortas? expansion?
Bellman-Ford Si X No Si
Dijkstra Si X No X No (sin modificar)
Kruskal/Prim X No Si A\ Solo pesos positivos
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El siguiente es un codigo de arbol en expansion a lo ancho en Java.
import java.util. *;
public class BFSExpansionTree {
// Numero de vértices
private int V;
// Lista de adyacencia
private LinkedList<Integer>[] adj;
// Constructor
public BFSExpansionTree(int vértices) {
this.V = vertices;
adj = new LinkedList[vértices];
for (int 1 = 0; 1 < vértices; ++1)

adj[i] = new LinkedList<>();

// Método para agregar aristas (no dirigido)
void addEdge(int v, int w) {

adj[v].add(w);

adj[w].add(v); // Porque es grafo no dirigido

// Método para construir e imprimir el arbol de expansion por BFS
void bfsExpansionTree(int start) {
boolean[] visited = new boolean[V];
int[] parent = new int[V]; // Para registrar el "padre" de cada nodo en el arbol
Arrays.fill(parent, -1);
Queue<Integer> queue = new LinkedList<>();
visited[start] = true;
queue.add(start);
System.out.println("Aristas del arbol de expansion (BFS):");
while (!queue.isEmpty()) {
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int current = queue.poll();
for (int neighbor : adj[current]) {
if (!visited[neighbor]) {
visited[neighbor] = true;
parent[neighbor| = current;
queue.add(neighbor);

System.out.println(current + " - " + neighbor);

// Ejemplo de uso
public static void main(String[] args) {
BFSExpansionTree g = new BFSExpansionTree(6);
g.addEdge(0, 1);
g.addEdge(0, 2);
g.addEdge(1, 3);
g.addEdge(1, 4);
g.addEdge(2, 5);
g.bfsExpansionTree(0); // Comienza desde el nodo 0

Ahora el codigo de expansion minima con Kruskal
import java.util.*;
/I Clase para representar una arista
class Edge implements Comparable<Edge> {
int src, dest, weight;
public Edge(int s, int d, int w) {

Src =s;
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dest=d;

weight = w; }

// Para ordenar por peso
public int compareTo(Edge other) {

return this.weight - other.weight;

// Clase para representar un subconjunto (para Union-Find)
class Subset {

int parent, rank;

public class KruskalMST {
int vertices;

List<Edge> edges = new ArrayList<>();

public KruskalMST(int v) {

this.vértices = v;

// Afiadir arista
void addEdge(int src, int dest, int weight) {
edges.add(new Edge(src, dest, weight));

// Encontrar conjunto con compresion de caminos
int find(Subset[] subsets, int 1) {
if (subsets[i].parent !=1)

subsets[i].parent = find(subsets, subsets[i].parent);
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return subsets[i].parent;

// ' Unir dos conjuntos por rango
void union(Subset[] subsets, int X, int y) {
int xroot = find(subsets, x);
int yroot = find(subsets, y);
if (subsets[xroot].rank < subsets[yroot].rank)
subsets[xroot].parent = yroot;
else if (subsets[xroot].rank > subsets[yroot].rank)
subsets[yroot].parent = xroot;
else {
subsets[yroot].parent = xroot;

subsets[xroot].rank++;

/I Método principal para construir el MST
void kruskal() {
List<Edge> result = new ArrayList<>();
Collections.sort(edges); // Ordenar aristas por peso
Subset[] subsets = new Subset[vertices];
for (int 1 = 0; 1 < vertices; i++) {
subsets[i] = new Subset();
subsets[i].parent = i;
subsets[i].rank = 0;
H
for (Edge edge : edges) {
int x = find(subsets, edge.src);

int y = find(subsets, edge.dest);
if(x!=y){
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result.add(edge);

union(subsets, X, y);

}

System.out.printIn("Aristas del Arbol de Expansion Minima:");
int totalWeight = 0;
for (Edge e : result) {
System.out.println(e.src +" - " + e.dest + " : " + e.weight);
total Weight += e.weight;

b
System.out.println("Peso total del MST: " + total Weight);

h
// Ejemplo de uso
public static void main(String[] args) {
KruskalMST g = new KruskalMST(4);
g.addEdge(0, 1, 10);
g.addEdge(0, 2, 6);
g.addEdge(0, 3, 5);
g.addEdge(1, 3, 15);
g.addEdge(2, 3, 4);
g.kruskal();

Aplicaciones de los arboles

Los arboles, como estructuras de datos jerarquicas, poseen una amplia aplicacion en contex-
tos reales debido a su capacidad para representar relaciones de dependencia, clasificacion y
organizacion escalonada de informacion. Su utilidad no es meramente tedrica; por el contra-
rio, constituyen uno de los fundamentos operativos de multiples sistemas tecnoldgicos con-

temporaneos (Cormen et al., 2022; Goodrich et al., 2014).
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En el ambito de los sistemas de archivos, por ejemplo, la organizacion de carpetas y
subcarpetas en sistemas operativos como Windows, macOS o Linux responde a una estruc-
tura arbérea. Cada directorio funciona como un nodo que puede contener otros nodos (sub-
directorios o archivos), formando una jerarquia que facilita la localizacion eficiente de infor-
macion. Esta estructura permite busquedas organizadas y rapidas, especialmente cuando se
implementan variantes como arboles balanceados para optimizar tiempos de acceso.

En el campo de las bases de datos, los arboles son esenciales para indexar informa-
cion. Estructuras como el B-tree y sus variantes permiten que sistemas gestores de bases de
datos encuentren registros en grandes volimenes de informacidn en tiempos logaritmicos.
Sin estos mecanismos, consultas en bancos, hospitales o plataformas de comercio electrénico
serian considerablemente mas lentas. La eficiencia en la recuperacion de datos se traduce
directamente en mejor desempefio organizacional y experiencia del usuario (Cormen
et al., 2022).

Otra aplicacion significativa se encuentra en los motores de busqueda en internet.
Algoritmos como PageRank, desarrollado por Larry Page, utilizan estructuras relacionadas
con grafos y arboles para jerarquizar paginas web segin su relevancia. Aunque conceptual-
mente se apoyan en grafos, la organizacion jerarquica de resultados y la estructuracion del
contenido digital mantienen principios analogos a los arboles, particularmente en la clasifi-
cacion y recuperacion de informacion.

En el ambito de la inteligencia artificial, los arboles de decision constituyen herra-
mientas fundamentales para el aprendizaje automatico y la toma de decisiones automatizada.
Modelos como el C4.5 permiten clasificar datos y predecir comportamientos a partir de reglas
jerarquizadas. Estos modelos se emplean en diagnostico médico, evaluacion crediticia, de-
teccion de fraudes y sistemas de recomendacion. La estructura arbdrea facilita la interpreta-
cion de resultados, lo que aporta transparencia en entornos donde la explicabilidad es crucial.

Asimismo, en el desarrollo de compiladores y lenguajes de programacion, los arboles
sintacticos abstractos representan la estructura gramatical del cddigo fuente. Cada instruccion
se descompone en nodos que reflejan operaciones y operandos, permitiendo que el sistema
interprete y ejecute correctamente los programas (Goodrich et al., 2014).

Desde una perspectiva mas amplia, los arboles modelan fendmenos sociales y natu-

rales: genealogias familiares, estructuras organizacionales, taxonomias biologicas y
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esquemas curriculares pueden representarse mediante estructuras arboreas. Su fortaleza ra-
dica en representar relaciones jerarquicas sin ambigiiedad y con eficiencia computacional.
En sintesis, los arboles no son Uinicamente una abstraccion matematica, sino una he-
rramienta estructural indispensable para organizar, buscar, clasificar y procesar informaciéon
en multiples &mbitos de la vida cotidiana. Su aplicacion transversal confirma que la teoria
algoritmica se materializa en soluciones concretas que sostienen la infraestructura digital

contemporanea.
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