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Capitulo 10. Induccion y recursion
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Resumen

Las demostraciones por induccién matematica constituyen una herramienta fundamental para
verificar proposiciones que involucran niimeros naturales. Este principio permite determinar
si una afirmacion es valida para todos los valores de n a partir de dos pasos esenciales: com-
probar que la proposicion es verdadera para un valor inicial (caso base) y demostrar que, si
se cumple para un valor k, entonces también se cumple para k + 1 (paso inductivo). De esta
manera, se garantiza la validez de la proposicion para todos los nimeros naturales a partir de
n inicial. Este método ha sido ampliamente utilizado desde el siglo XVII, aunque fue forma-
lizado posteriormente, y resulta clave para demostrar formulas como la suma de niimeros
naturales o la suma de cuadrados, asi como para analizar desigualdades. Por otro lado, los
algoritmos recursivos representan un enfoque complementario en matematicas y programa-
cion, basado en la idea de resolver problemas mediante su reduccion a casos mas simples del
mismo tipo. La recursividad se expresa a través de relaciones de recurrencia, que definen
cada término de una sucesion en funcion de términos anteriores, junto con condiciones ini-
ciales que permiten iniciar el proceso. Este método es ampliamente utilizado para modelar
fendmenos en diversas areas, como la economia, donde se aplica en el calculo de intereses
compuestos. Ademas, existe una estrecha relacion entre induccidn y recurrencia, ya que mu-
chos resultados pueden demostrarse mediante ambos enfoques. En conjunto, estos conceptos
fortalecen el razonamiento 16gico y la resolucion sistematica de problemas matematicos com-

plejos.
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MATEMATICAS DISCRETAS
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Demostraciones por induccion

Cuando trabajamos proposiciones que involucran a los nimeros naturales y que, ademas, se
satisfacen para una cantidad particular de elementos, la primer pregunta que nos podemos
formular es la siguiente: ;podemos generalizar este resultado para cualquier valor natural
n = 1,2,3,...7 De no ser asi, ;para qué valores de n se satisface la proposicion?

El principio de induccion matematica es una herramienta usada ampliamente en ma-
tematicas, que usualmente se enuncia a través de alguna afirmacion P(n) para n € N. Este
principio es la principal herramienta para responder las preguntas iniciales que nos formula-
mos. Podria darse el caso de que P(n) sea satisfecha para algunos valores de n y completa-
mente falsa para otros (Velasquez, 2010). Para ilustrar esto, consideremos las afirmaciones
siguientes:

1. n? =n. Podemos notar que esta afirmacion se cumple para el valor 1, es decir,
P (1) es verdadera. Por otro lado, P(n) es falsa para cualquier n > 1.

2. n? > 0. Claramente, el cuadrado de cualquier niimero natural es positivo, es de-
cir, P(n) es verdadera para toda n.

Definicion (principio de induccion matematica): Sea ngy un numero natural fijo y sea
P(n) una propiedad definida para cada numero natural n > ny. Ademdas, supongamos que
se satisfacen las condiciones siguientes:

i) P(ngy) es verdadera.

ii) Si para todo natural k = n,, P(k) es verdadera, entonces P(k + 1) también
lo es.

Entonces decimos que para todo enteron = ngy, P(n) es verdadera. A ii) le [lamamos
hipotesis de induccion o hipotesis inductiva (idem).

Este principio fue usado inicialmente en trabajos de Francesco Maurolico en 1575.
Afos después, Pierre de Fermat y Blaise Pascal utilizaron esta técnica, pero fue hasta 1883
que Augustus de Morgan describié de manera rigurosa esta técnica y la nombr6 Induccion

matematica (“Induccion matematica”, 2024).
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Ejemplo 1. Para ilustrar mejor este principio, partamos de un ejemplo cldsico: supongamos

100
que buscamos la suma (S;¢) de los primeros 100 numeros naturales, es decir, S;go = ). i
i=1

Este problema fue resuelto por Carl Friederich Gauss y después generalizado en la formula
siguiente:

, _ n(n+1)

> (Chavez y Gonzalez, 2018; De Néapoli, 2020).

Para demostrar esto, notemos que P (1) es verdadera, ya que paran = 1 tenemos que

10+ — 1. Ahora supongamos que para cada entero k > 1, P(k) es verdadera. Demostre-

mos que P(k + 1) es verdadera, es decir,

C(k+ Dk +2)
k+1 — 2

Dado que P (k) es verdadera, tenemos que

_k(k+1)
T2
Luego, consideremos
k+1
Sk+1 = Z L
=1

i ==§i+(k+1)
i=1

ii =8k + (k+ 1) « Aplicamos hipoteis de induccion,

RN

k(k+1)+2(k + 1)

_(k+ 1) (k+2)

2

Por lo tanto, la férmula se satisface para cualquier n € N.

Sk+1

Ejemplo 2. Demuestre que la suma de los cuadrados de los primeros n niimeros
naturales esta dada por la formula
no nn+1)(2n+1)
= 6
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Primero, notemos que P (1) es verdadera, ya que
11+1D)2-1+1) (2)(3)
1= 6 G

Ahora asumimos que para todo k = 1, P(k) es verdadera, esto es

ko k(k+1)(2k+1)
Sk = _Z = 6

=1
Nuestro objetivo ahora es demostrar que

_(k+ 1)(k + 2)(2k +3)

k+1 = 5
Tenemos que
k+1
Sk+1 = Z i?
i=1
k
i = Yi%?+ (k+1)? « Aplicamos hipétesis de induccién,
i=1
..... k(k+1)(2k+1
_k(k+ 1)k +1) +6(k + 1)°
HTTH -_ 6
- _(k+1)(k(Zk+1) +6(k+ 1))
HTTH -_ 6
_ (k+1)(2k? + k + 6k + 6)
..... = g
_ (k+1)(k+2)(2k + 3)
..... = z

Por lo tanto, la férmula es verdadera para cualquier n € N.

Ejemplo 3. Ahora encontremos para que valores de n se satisface la desigualdad
2" >2n+1
Notemos que para n = 1,2 no se satisface, pues 21 < 2(1)+1 =3y 22<2(2) +
1 = 5. Por otro lado, para n = 3 tenemos que 23 > 2(3) + 1, es decir, P(3) es verdadera.
Ahora, supongamos que para todo k = 3 se satisface que P(k) es verdadera, es decir, se
satisface
2k >2k+1
Ahora, nuestro objetivo es demostrar que P(k + 1) es verdadera, es decir,

2k+1 > 2k + 3
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Tenemos que 2%*1 = 2% . 2, por lo tanto, tenemos que para 2k + 2 > 3 se cumple

2kt1 = 2.2k >20k+1)=4k+2=2k+(k+2)>2k+3

Tl+1_1

n .
Ejemplo 4. Demuestre que Y r' = . paratodon € Nyr # 1.

i=1 r—1
Notemos que P(n) esta dado por

% ; T'n+1—1
rt=——

Por un lado, tenemos que

Por otro lado, tenemos

Yri=e— =1

0 T
=0 r—1

i
Concluimos que P (0) es verdadera. Seguimos con el paso inductivo, es decir, asumi-

mos que P (k) es verdadera para algiin entero k > 0, es decir, se satisface que
k+1 _ 1

k T

0 r—1

l

Veamos que P(k + 1) es verdadera. Tenemos que

k+1 k.
Z ri = Z ri + T'k+1
i=0 i=0

Luego, dado que P (k) es verdadera, se sigue que

k+1 k+1 _

i I S
»r = +r
i=0 r—1

rk— 14+ (r—1D@E*Y
r—1
k1 _q 4 pkt2 _ kel

r—1
k+2_1

r

r

r—1

Concluimos que P(n) es verdadera para todon > 0.
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Algoritmos recursivos

Uno de los aspectos mas importantes de la programacion es la recursividad, un concepto que
aparece infinidad de veces en la naturaleza. Tales problemas consisten en resolver de manera
directa un problema para algun conjunto de datos, y usar estos ultimos para resolver el pro-
blema para el resto de datos. Una de las maneras de abordar problemas recursivos es a traveés
de sucesiones (Ugarte, 2016).

Se puede definir una sucesion a través de su n-ésimo término, es decir, dar una for-
mula para obtener el término a,, de la sucesion. De esta manera, podemos conocer cada tér-
mino de la sucesion de manera inequivoca. De manera alternativa, se puede definir una su-
cesion a través de la recursividad, que es el proceso de definir una funcion que sea llamada a
si misma para de manera repetitiva (recursiva) hasta obtener una soluciéon. En muchas oca-
siones, esta funcion se denomina relacion de recurrencia, y define cada elemento en términos

de los elementos anteriores de la sucesion (Benitez, 2019).

Definicion (relacion de recurrencia)

Para una sucesion de términos ag, a4, a,, . .., se define la relacion de recurrencia como una
formula que relaciona para cada k, el término a; con los términos a,_1, Gy_5,-.., Qr—; (para
k —i > 0). Las condiciones iniciales determinan los valores de ag, a4, ..., a;,, para algin

entero fijo m = 0 (UNAM, s.f.; Doerr y Levasseur, s.f.).

Ejemplo 5. Consideremos una sucesion ¢y, ¢4, C, ... de manera que para k > 2,

Cr = Ck-1 + ka_z +1

Para encontrar los términos c,, c3yc, hacemos

Cy =C1+2C0+1

i o =24+2()+1
Cy =5
3 =¢Cy+3c1+1
PP =5432)+1
C3 =12
€, =c3+4c,+1
PP o=12+405)+1
Cy =33
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INDUCCION Y RECURSION

Sin embargo, una relacion de recurrencia no es unica, sino que se puede expresar de
distintas maneras, y aun asi para cada k > 0 obtener el mismo resultado para el término ay.

Para ilustrar esto, consideremos la sucesion dada por las relaciones de recurrencia:

Sk = 3Sk_1 — 1lpara k =1,y
Sk+1 =3Sk — Lpara k=0

Cabe destacar que, a pesar de que la recurrencia y la induccion son procedimientos
distintos, se pueden demostrar algunos resultados por medio de induccién o de recurrencia,

o incluso por medio de ambos procedimientos. Ilustramos esto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5. Demostremos que el n-ésimo nimero impar (a,) mayor que cero esta
dado por 2n — 1. Para esto, consideramos el primer término, es decir, n = 1. Tenemos que
a,=2(1)—-1=1

Supongamos que P (k) es verdadera para algun k > 0. Tenemos que
a, =2k—-1
El objetivo es demostrar que P(k + 1) es verdadera. Notemos que a,q = ax + 2,

ya que a; + 1 es un nimero par. Luego, consideremos

Ak 41 = ag + 2
= (2k—1) 42
=2k+2-1

Ay, =2(k+1) -1

Para este resultado usamos induccion al asumir que la relacion de recurrencia era
cierta para algiin entero positivo k.

Ademas, podemos definir la recurrencia para conjuntos, que es una forma de cons-
truir cualquier elemento de un conjunto A a partir de un subconjunto B € A de elementos

ya construidos (llamados base).

Ejemplo 6. Consideremos al conjunto de los nimeros naturales. La base B de este

conjunto es B = {1}, y la relacion de recurrencia esta dada por a,, = n + 1.
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Ejemplo 7. Uno de los ejemplos mas comunes donde la recurrencia es extremada-
mente util es en economia y finanzas, en particular en el calculo de intereses compuestos

con una tasa de impuestos periodica i. Para esto, definimos

n = n-ésimo periodo
a, = Cantidad de dinero a finales del periodo n
a = Cantidad inicial de dinero.

De esta manera, para cada periodo inicial, n = 1, tenemos que
a, = ag +iag
En general, para cualquier periodo k, se tiene que
Ay = A—q + k1
Notemos que el conjunto base es B = {a,} y la relacion de recurrencia es

ap = Ap-1 ti0n_4
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