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Presentacion

Estimado lector, este libro ha sido posible gracias al esfuerzo de investiga-
dores noveles y experimentados que participaron en el VIII Taller Interna-
cional Tendencias en la Educacién Matematica Basada en la Investigacién
(TEMBI 8) realizado en alianza con la Comunidad GeoGebra Latinoameri-
cana. Todos ellos presentaron sus resultados de investigaciéon en una con-
ferencia, una ponencia por solicitud o un taller. Después, respondieron al
llamado de una convocatoria, enviando sus reportes, y atendieron las ob-
servaciones de un comité cientifico revisor conformado por especialistas
en la educaciéon matemadtica, quienes evaluaron los trabajos mediante un
proceso de arbitraje doble ciego.

En los trabajos de investigacion que conforman este libro se identifi-
can dos tendencias principales. La primera, relacionada con el andlisis de
propuestas didacticas o modelos de ensefianza, los cuales buscan contribuir
a la mejora del aprendizaje de las matematicas y, la segunda, que aborda el
estudio del profesor de matematicas en su reflexion sobre la ensefianza de
las matematicas, las emociones que puede experimentar y sus posibles re-
percusiones.

Dentro de la primera tendencia se encuentran las investigaciones de la
seccion 1 de este libro, la cual estd compuesta por cuatro capitulos. En el
capitulo 1 el autor presenta una investigacion cualitativa documental para
evaluar la promocién de elementos de aprendizaje de cultura estadistica y
propone indicadores para caracterizar el uso que se le da a los proyectos
estadisticos en la enseflanza. Sus resultados surgen del analisis de algunos
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proyectos propuestos para la enseflanza de la estadistica. En el capitulo 2
las autoras y el autor presentan actividades provocadoras de modelos o
sistemas conceptuales como una alternativa para potenciar el aprendizaje
de las matematicas. En el capitulo 3 la alternativa de ensefianza que propo-
nen los autores es una que destaca el proceso inquisitivo que el profesor
puede promover para la resolucion de problemas. En el capitulo 4 las auto-
ras reflexionan sobre las producciones de un grupo de docentes cuando
éstos resolvieron actividades de modelacion que fueron disefiadas con la
intenciéon de promover el desarrollo del pensamiento covariacional.

La segunda tendencia, en la seccion 2, se relaciona con la linea de in-
vestigacion del desarrollo profesional del profesor de matematicas desde
dos perspectivas muy actuales: los procesos de argumentaciéon que exhi-
ben los profesores al reflexionar sobre diversos aspectos de la ensefianza
de algunos tépicos de matematicas y el estudio de las emociones. Con res-
pecto al primer topico se presentan dos capitulos. En el capitulo 5 las auto-
ras y el autor analizan las reflexiones realizadas entre estudiantes para pro-
fesor de matematicas con el fin de identificar patrones conversacionales
asociados al funcionamiento de la interaccién conversacional y el des-
arrollo de conocimiento, cuando los profesores plantean y resuelven tareas
matematicas del tema de potencia. En el capitulo 6 las autoras presentan
un estudio de caso en el que dos profesores de matematicas de secundaria
construyen argumentos en el contexto de la generalizacion de patrones cua-
draticos. Esta investigacion es una propuesta tedrica-metodoldgica que se
basa en el modelo argumentativo de Toulmin, junto con algunas definicio-
nes de Pierce, para caracterizar el razonamiento abductivo de los profeso-
res. Finalmente, con respecto al segundo aspecto tratado en esta seccion, el
de las emociones, se presenta el capitulo 7, en el que las autoras presentan
una investigacion de cinco habilidades del conocimiento emocional, con-
ceptualizadas en la teoria de la estructura cognitiva de las emociones. Me-
diante un estudio de caso con 20 profesores de secundaria y bachillerato,
que cursaron un taller sobre coaching emocional en matemadticas, las auto-
ras identifican las emociones que experimentan los profesores y analizan
cémo ellos son conscientes de las posibles situaciones que se pueden des-
encadenar.

Esperamos que los resultados de la investigaciéon que se presentan
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aqui, desde una amplia variedad de perspectivas tedricas y metodoldgicas,
impacten en el aprendizaje de las matematicas a través de usted, estimado
lector.

El taller internacional TEMBI es organizado anualmente por el Posgra-

do en Educacién Matematica y el Cuerpo Académico de Aprendizaje y

Ensenanza de las Ciencias Exactas de la Benemérita Universidad Auténo-
ma de Puebla.

Puebla de Zaragoza, noviembre de 2022

Lidia Aurora Herndndez Rebollar

y Estela Judrez-Ruiz

(editoras)






Secciéon 1

INVESTIGACIONES SOBRE PROPUESTAS DIDACTICAS
PARA EL APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS






1. Indicadores para analizar el aprendizaje
de cultura estadistica: el caso de proyectos estadisticos

ALBERTO SANTANA ORTEGA'

Resumen

En educacién estadistica los proyectos son reconocidos como una meto-
dologia de trabajo para ayudar a los estudiantes a experimentar diferentes
etapas de una investigacion estadistica y mejorar el aprendizaje, y también
como una herramienta de evaluaciéon. Aunque un criterio del aprendizaje
basado en proyectos es la centralidad, es decir, el proyecto debe ser la es-
trategia central de la ensefianza de contenidos curriculares, en educacién
estadistica suele ser mas comun utilizar proyectos como herramienta de
evaluacion que como estrategia central para el aprendizaje. Ademas, uno
de los objetivos del aprendizaje de la estadistica es que los estudiantes de-
sarrollen elementos de cultura estadistica descritos por diferentes investi-
gadores. En este articulo se presenta una investigacion cualitativa docu-
mental que propone una serie de indicadores para evaluar la promocion
de elementos de aprendizaje de cultura estadistica propuestos por Gal y
los aplica a cinco trabajos de investigacion basados en proyectos estadisti-
cos que cubrieron el criterio de centralidad y a cinco que no lo cubrieron.
Con caracter exploratorio se indican algunas diferencias encontradas en
los documentos analizados entre estas dos formas de uso de los proyectos
respecto de los elementos de aprendizaje que se promueven.

Palabras clave: cultura estadistica, proyectos estadisticos, aprendizaje de es-
tadistica.

' Doctor en Ciencias con Especialidad en Matematica Educativa, y profesor investigador en
la Escuela Normal Rural “Carmen Serddan’. orcip: https://orcid.org/0000-0001-9200-3791
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INVESTIGACIONES SOBRE PROPUESTAS DIDACTICAS PARA EL APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS

Introduccion

Los proyectos estadisticos son reconocidos como una herramienta impor-
tante para evaluar aspectos del aprendizaje de los estudiantes y ayudarlos a
experimentar diferentes etapas en el planteamiento y la solucién de un
problema estadistico (DelMas et al., 2007; Franklin et al., 2007; Garfield y
Ben-Zvi, 2008; American Statistical Association [AsA], 2016); una estrate-
gia de ensefianza para el aprendizaje de estadistica (Batanero y Diaz, 2005;
Ojeda, 2011) y un medio ideal para proporcionar experiencias de aprendi-
zaje y reflexionar sobre la investigacion estadistica (MacGillivray y Pereira-
Mendoza, 2011; Makar y Fielding-Wells, 2011).

Es mas comun ensefar estadistica por medio de otras estrategias y
usar un proyecto estadistico sélo para evaluar un porcentaje o la totalidad
del curso que implementar proyectos estadisticos como el tnico recurso
de ensefianza. Como herramienta de evaluacion, los proyectos estadisticos
son implementados como un trabajo o ejercicio final del curso para que
los estudiantes practiquen o apliquen los contenidos aprendidos en clase.
Algunas investigaciones reportan el uso de rubricas para determinar las
caracteristicas y los criterios que seran evaluados con el proyecto estadisti-
co (Zeleke et al., 2006; Bulmer, 2010; Sovak, 2010; Walsh, 2011; Baglin et
al., 2013; Bailey et al., 2013; Figueroa et al., 2014; Koparan y Giiven, 2014).
En este sentido, Figueroa et al. (2014), establecen que “el uso de una rubri-
ca para evaluar proyectos establece acuerdos entre profesores y estudiantes
donde se explicitan los criterios analizados y el estudiante advierte qué
debe hacer para que su trabajo sea de calidad y puede reconocer cuando
no lo es y entonces mejorarlo” (p. 548).

Por lo general, los criterios que se evaluan estan relacionados con com-
petencias estadisticas implicadas en cada una de las fases en que se des-
arrolla el proyecto estadistico (e.g., definicién del problema o pregunta de
investigacion, disefio o planificacion del proyecto, organizacion de la in-
formacion, andlisis y conclusiones) y con competencias que se espera en el
reporte escrito o en presentaciones orales del proyecto (e.g., propdsitos,
objetivos, método y discusion).

Bulmer (2010) y Halvorsen (2010) sefialan que el proceso de evalua-
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cion de los proyectos puede considerar la coevaluacién entre los estudian-
tes y la heteroevaluacion que hace el profesor hacia el trabajo de sus alum-
nos. Por lo tanto, los profesores que utilicen la coevaluacion deben trabajar
fuertemente con sus alumnos en los principios éticos implicados para la
evaluacidn; incluso se puede considerar la opcion de incluir la autoevalua-
cién de los estudiantes para valorar sus propios proyectos.

Antecedentes

Diversas investigaciones reportan ventajas de la implementacién de pro-
yectos en el aula, ya sea implementados como una herramienta de evalua-
cién o como una estrategia unica de ensefianza. Por medio de los proyectos,
el profesor puede atraer la atencion de los estudiantes y lograr un alto nivel
de motivacion (Jollifte, 2002; Bilgin et al., 2015); puede llevar la estadistica
fuera del salon de clases para contextualizar su aplicacion y evidenciar su
utilidad (Verhoeven, 2013). Los estudiantes pueden aprender colaborati-
vamente (MacGillivray y Pereira-Mendoza, 2011; Walsh, 2011), usar la
tecnologia (Baglin et al., 2013; Spence y Bailey, 2015); desarrollar su curio-
sidad y su conocimiento en estadistica (Dierker et al., 2016), asi como sus
habilidades comunicativas, tanto de forma oral como escrita (Batanero et
al., 2010; Halvorsen, 2010), y construir su propio conocimiento (Ramirez-
Faghih, 2012), pues el docente puede delegar responsabilidades a sus
alumnos (Bailey et al., 2013).

Las investigaciones sobre proyectos estadisticos tienden a reportar en
mayor medida resultados relacionados con aspectos motivacionales (e.g.,
experiencias vividas o perspectivas por parte de los profesores y los estu-
diantes al trabajar con proyectos estadisticos) y pedagdgicos (e.g., ventajas
y desafios al trabajar con proyectos estadisticos) y, en menor medida, re-
sultados del logro del aprendizaje de contenido estadistico de los estudian-
tes. En este ultimo caso, las investigaciones aplican métodos de investiga-
cién basados en disefios cuasi experimentales para probar la efectividad del
trabajo con proyectos estadisticos en el aprendizaje de ciertos temas de
estadistica. Enseguida se resumen algunas de estas investigaciones.

Sovak (2010) midid, mediante una prueba previa y posterior, el apren-
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dizaje de estudiantes universitarios, antes y después de desarrollar un pro-
yecto estadistico. Especificamente, Sovak reporta un logro en la habilidad
de razonamiento de los estudiantes para: 1) identificar visualizaciones y
estadisticas descriptivas apropiadas para ciertas variables, 2) clasificar va-
riables como categéricas o cuantitativas y determinar la variable explicati-
va y la de respuesta, y 3) seleccionar la prueba estadistica mas apropiada
segun las variables dadas y las hipédtesis involucradas.

Spence y Sinn (2009) reportan la aplicacién de una prueba de conoci-
miento de contenido estadistico, entre otros, en los temas de: 1) regresién
lineal, 2) disefio y uso de pruebas ¢y 3) inferencia estadistica en el contex-
to de pruebas . De acuerdo con los resultados a priori, los autores encon-
traron una diferencia significativa en la comprension del contenido de los
temas mencionados entre los estudiantes que trabajaron con proyectos
—grupo experimental— y los que no —grupo control—. Los resultados
finales mostraron ligeros avances en el grupo experimental, aunque éstos
no fueron estadisticamente significativos (Spence et al., 2011)

Calle (2013), mediante el analisis de la aplicacion de un examen pos-
prueba, reporta una mejora en la comprension de temas de estadistica in-
ferencial sobre pruebas de hipotesis por parte de estudiantes universitarios
que trabajaron con el uso de proyectos estadisticos en relacion con los que
no lo hicieron —grupo control—. En este mismo tema, estadistica infe-
rencial, Villazcan (2014) comparé la efectividad de una ensefianza basada
en el “aprendizaje orientado a proyectos” en contraste con el método “ex-
positivo-leccion magistral”. A diferencia de Calle, el grupo de estudiantes
era de futuros profesores de educacion preescolar. Villazcan también sefia-
la que el grupo de estudiantes que trabajaron con el modelo de “aprendiza-
je orientado a proyectos” tuvieron mejores resultados en cuanto a la com-
prension de conceptos de inferencia estadistica.

En el caso particular del estudio de Koparan y Giiven (2014) se reporta
que el aprendizaje basado en proyectos favorecié un incremento en los ni-
veles de cultura estadistica de estudiantes de octavo grado —educacién media
o secundaria—. Los autores, con base principalmente en la propuesta de
Watson y Callingham (2003), disefiaron una prueba de 69 items para medir
los niveles de cultura estadistica, especificamente en temas sobre mues-
treo, representacion de datos, promedio, probabilidad, inferencia y cambio.
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Si bien el trabajo con proyectos ofrece importantes ventajas tanto para
la ensefianza como para el aprendizaje de estadistica, es necesario conside-
rar otros asuntos que hay que tener en cuenta para emprender dicho tra-
bajo y que pudieran interpretarse como algunos desafios. Por mencionar
algunos, se tienen asuntos relacionados con la gran cantidad de tiempo que
se requiere para poder implementar un proyecto estadistico (Starkins, 1997;
Wardrop, 1999; Jolliffe, 2002; Martonosi y Williams, 2016; Bakogianni,
2015; Rivera, 2015). Una débil formacién docente en temas de estadistica
o en didactica de la estadistica puede limitar el logro de resultados adecua-
dos en los proyectos, pues se requiere que el profesor oriente, asesore y
acompaiie a los estudiantes a lo largo del proceso (Hovermill, 2003; Makar,
2004; Porcitincula y Sama, 2014); ademas, Godino et al. (2013, p. 179) es-
tablecen que el profesor debe “reconocer las configuraciones de objetos y
procesos estadisticos que se ponen en juego en la resolucién de los proyec-
tos (elementos lingiiisticos, conceptos, procedimientos, proposiciones y
argumentos)”. La gran carga de trabajo que significa para el profesor tener
que planificar las actividades y disefiar un marco de evaluacion para los
proyectos estadisticos puede ser también un factor que obstaculice su im-
plementacidén en las aulas (Bulmer, 2010; Bailey y Spence, 2013; Porciun-
cula y Sama, 2014). Los estudiantes pueden enfrentarse con dificultades
relacionadas con la falta de coordinacién y organizacion del trabajo en
equipo (Holmes, 1997; Spence y Sinn, 2009; Halvorsen, 2010; Verhoeven,
2013; Porciuncula y Sama, 2014); es posible que algunos estudiantes ten-
gan problemas al elegir el tema de estudio (Porcitincula y Sama, 2014),
sobre todo cuando no han sido informados de las opciones que existen
(Wardrop, 1999). La recoleccion de datos puede resultar muy tediosa y di-
ficil para los alumnos (Halvorsen, 2010), asi como puede evidenciar la
complejidad de los temas estadisticos que se aborden en los proyectos (Car-
nell, 2008; Porciuncula y Sama, 2014).

La presente investigacion intenta contribuir a la investigacion sobre el
trabajo con proyectos estadisticos para favorecer la ensefianza y el aprendi-
zaje de la estadistica. Para ello, el articulo tiene un doble objetivo: I) identi-
ficar en qué medida los proyectos estadisticos favorecen el desarrollo de ele-
mentos de aprendizaje de cultura estadistica y 2) explorar si el modo en que el
proyecto es implementado (criterio de centralidad) influye en ese desarrollo.
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Para el primer objetivo se consideraron como elementos de aprendiza-
je aquellos relacionados con el objetivo de aprendizaje que investigadores
en el campo de la educacion estadistica sugieren para la ensefianza y el
aprendizaje de esta disciplina: cultura estadistica (Gal, 2002, 2004. De he-
cho, algunas investigaciones sugieren el uso de proyectos estadisticos para
fomentar el desarrollo de elementos de una cultura estadistica (Conti y
Carvalho, 2014; Koparan y Giiven (2014). Consideramos que el aprendi-
zaje que demandan los proyectos estadisticos puede analizarse desde una
visién mds global, que comprenda elementos tanto de contenido como de
disposiciones. Asi, la propuesta de esta investigacion es mostrar un con-
junto de indicadores que den cuenta de ese aprendizaje.

Respecto del segundo objetivo, se tomd el término de centralidad que
Thomas (2000) sefiala como parte de cinco criterios que un proyecto de-
biera cumplir para ser considerado un verdadero aprendizaje basado en
proyectos (PBL, por sus siglas en inglés). El criterio de centralidad implica
el modo en que el proyecto debe ser implementado en el aula. Por un lado,
los proyectos deben ser usados como el tinico medio de ensefianza, de ma-
nera que el aprendizaje sea producto del trabajo con el proyecto y no de
otros medios; por otro lado, especifica que los temas aprendidos deben
estar asociados con los contenidos curriculares del curso. Es decir, con el
aprendizaje de los temas del curso en el que el proyecto se esta realizando;
en este caso, temas de estadistica. El criterio de centralidad implica que si
un proyecto es usado como un ejercicio, un trabajo final de clase o un ins-
trumento de evaluacion con el fin de que los estudiantes muestren o re-
produzcan lo que aprendieron por otro medio, segiin Thomas no se consi-
dera un verdadero pBL.

Indicadores de cultura estadistica

Las ideas tedricas de cultura estadistica, también conocidas como enfo-
ques u objetivos de aprendizaje deseados para los estudiantes inmersos en
la instruccion estadistica (delMas, 2002; Ben-Zvi y Garfield, 2004; Garfield
y Ben-Zvi, 2008; Garfield, 2011; Ziegler, 2014), ofrecen un conjunto de ele-
mentos para distinguir el aprendizaje que el trabajo con proyectos estadis-
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ticos puede favorecer. Basados en las ideas tedricas de este enfoque se
construyé un marco de indicadores para cada uno de ellos segun los prin-
cipales elementos que los definen.

Cultura estadistica

Una cultura estadistica se caracteriza por enfocar el aprendizaje de esta
disciplina en la adquisicion de habilidades basicas que son usadas para en-
tender informacion estadistica que se presenta en distintos medios de co-
municacion (e.g., periddicos, revistas, programas de television, paginas
web, redes sociales, etc.). Se trata de habilidades deseables en cualquier
ciudadano para interpretar, evaluar criticamente y comunicar acerca de
informacion estadistica y sus mensajes (Wallman, 1993; Gal, 2002). De
acuerdo con Garfield et al. (2010), estas habilidades son necesarias para
comprender y utilizar el lenguaje basico y las herramientas de la estadisti-
ca: saber qué significan los términos estadisticos basicos, comprender el
uso de simbolos estadisticos simples, reconocer y poder interpretar dife-
rentes representaciones de datos.

El disefio de indicadores sobre cultura estadistica se baso, principal-
mente, en las ideas de Gal (2002, 2004) quien propone un conjunto de cin-
co elementos de conocimiento y dos de disposicion para entender qué es
una cultura estadistica (véase cuadro 1). Los elementos de conocimiento
son habilidades de alfabetizacion estadistica, conocimiento estadistico, cono-
cimiento matemadtico, conocimiento del contexto y preguntas criticas; los ele-
mentos de disposicion son creencias y actitudesy postura critica.

Precisiones sobre el disefio de los indicadores

Los indicadores fueron construidos con base en un proceso de revision de
literatura y triangulacion de informacion. Ademas de las fuentes principa-
les antes mencionadas también se consultaron otras (e.g., Asa, 2016; Ca-
llingham, 2007; Chance, 2002; delMas, 2002, 2004; Franklin et al., 2005;
Garfield, 1999; Pfannkuch y Wild, 2000; Rumsey, 2002; Snell, 1999; Tau-
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Cuapro 1. Indicadores de cultura estadistica

1.1 Habilidades de alfabetizacion estadistica

1.1.1 Darle sentido a una amplia gama de informacién y representaciones estadisticas pre-
sentadas en diferentes medios de comunicacion.

1.1.1a Se promueve la comprensién de simbolos estadisticos (e.g., porcentajes, indices) pre-
sentados en diferentes medios de comunicacion.

1.1.1b Se promueve la comprension de herramientas estadisticas (e.g, tablas, graficas, medi-
das de tendencia central, medidas de dispersion) presentadas en diferentes medios de co-
municacion.

1.1.1c Se promueve la comprensidn de lenguaje estadistico basico (e.g., pardmetro, sesgo)
presentado en diferentes medios de comunicacion.

1.1.1d Se reconoce que una misma informacién estadistica estd presente en diferentes regis-
tros de representacion en diferentes medios de comunicacion.

1.1.2 Uso de la informacion proporcionada en listas, tablas, indices, catdlogos y representa-
ciones graficas.

1.1.2a Se promueve el uso de informacién estadistica presentada en distintas representacio-
nes (e.g., listas, tablas, catélogos, graficas) proporcionadas por instituciones variadas.

1.1.3 Describir graficos, distribuciones y relaciones.

1.1.3a Se promueve describir y analizar gréficos o distribuciones estadisticas.

1.1.4 Reformular, traducir o interpretar los hallazgos de un procedimiento estadistico.

1.1.4a Se promueve la traduccién o interpretacion de los resultados de un procedimiento
estadistico.

1.1.5 Organizacién de datos, construccion y presentacion de tablas y diferentes representa-
ciones de los datos.

1.1.5a Se promueven procedimientos de organizacién de datos y construccion de diferentes
representaciones de datos.

1.1.6 Comprension de la probabilidad como medida de incertidumbre.

1.1.6a Se promueve la interpretacion de la probabilidad como medida de incertidumbre.

1.2 Conocimiento estadistico base
1.2.1 Conocer por qué se requieren los datos y como se pueden producir.

1.2.1a Se propician estrategias para que los estudiantes reflexionen sobre la importancia de
obtener datos.

1.2.1b Se promueve la identificacion del origen de los datos cuando no son recolectados por
los estudiantes.

1.2.1c Se promueve la indagacién del modo de operar que hay detras del disefio de las in-
vestigaciones publicadas en los medios de comunicacion.

1.2.1d Se promueve conocer las caracteristicas de las encuestas por muestreo aleatorio.

1.2.1e Se promueven actividades que permitan preguntar por qué y cémo los datos fueron
producidos.

1.2.2 Conocer términos basicos e ideas relativas a la estadistica descriptiva.
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1.2.2a Se promueve la comprensién basica de conceptos, vocabulario estadistico (e.g., dato,
variable, muestra, poblacioén, tablas, graficas, medidas de centro y medidas de dispersion).

1.2.2b Se promueve la exploracion de las caracteristicas de las medidas de tendencia central
segun los datos (e.g., la manera en que las medidas de tendencia central se ven afectadas por
los valores extremos).

1.2.3 Conocer representaciones graficas y tabulares y su interpretacion.

1.2.3a Se promueve la idea de que las tablas o graficas sirven para detectar o comparar ten-
dencia en los datos.

1.2.3b Se promueve la“lectura entre los datos” presentados en gréficas y tablas.
1.2.3c Se promueve la “lectura més alla de los datos” en gréficas y tablas.

1.2.3d Se promueve el conocimiento de que variar el tipo de tabla y de gréfica posiblemente
puede conducir a diferentes puntos de vista contradictorios del fenémeno bajo investiga-
cion.

1.2.4 Entender nociones basicas de probabilidad.

1.2.4a Se promueve la representacién de la probabilidad de diferentes maneras: como por-
centajes, probabilidad, razones o lenguaje verbal.

1.2.4b Se promueve la formulacion de los tres enfoques de probabilidad: probabilidad fre-
cuentista, probabilidad tedrica y probabilidad subjetiva.

1.2.4c Se promueve la idea de que la variabilidad fortuita esta presente en los fenémenos
aleatorios.

1.2.5 Conocer cémo llegar a conclusiones o inferencias estadisticas.
1.2.5a Se promueve el cuestionamiento de como se llegé a las conclusiones de un estudio.

1.2.5b Se promueve la idea de reconocer la posibilidad de diferentes errores o sesgos en el
muestreo, en la medicion o en una inferencia.

1.2.5¢ Se promueve pensar en que los errores en el muestreo pueden controlarse mediante
un disefio adecuado del estudio.

1.2.5d Se promueve el entendimiento del proceso de muestreo aleatorio.
1.3 Conocimiento matematico
1.3.1 Dar importancia a la necesidad de explicar y describir la variabilidad.
1.3.1a Se promueve la idea de que la variacion esta presente en cualquier contexto.
1.3.1b Se promueve la necesidad de explicar y describir la variabilidad de los datos.

1.3.2 Entendimiento intuitivo de las ideas claves y conceptos en estadistica que a menudo
no tienen representacion matematica y que son unicos en la disciplina de la estadistica.

1.3.2a Se promueve el entendimiento intuitivo de conceptos estadisticos basicos que a me-
nudo no tienen representacion matematica (e.g., muestra, encuesta).

1.3.3 Resumir un gran nimero de observaciones por una cantidad concisa, como un porcen-
taje, una media o una probabilidad.
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1.3.3a Se promueve el uso de porcentajes, medidas de centro y de probabilidad como resu-
menes de un gran numero de observaciones.

1.3.4 Habilidades numéricas (e.g., cdlculo mental, operaciones basicas) para contar con una
buena interpretacion de los niUmeros presentados en reportes estadisticos.

1.3.4a Se promueve el desarrollo de habilidades numéricas para interpretar correctamente
los resultados que se dan en estudios estadisticos.

1.3.5 Se motiva la familiaridad intuitiva y en ocasiones formal sobre procedimientos de cal-
culo matematicos que se utilizan para generar estadisticas.

1.3.5a Se motiva la intuicion para comprender procedimientos de calculo que se utilizan
para generar estadisticas (e.g., célculo de las medidas de centro y de dispersion).

1.3.5b Se promueve el célculo también para apreciar el significado de los estadisticos.

1.3.5c Se fomenta la comprension de las matematicas involucradas en la generacion de algu-
nos indicadores estadisticos.

1.3.6 Comprender de manera informal la conexion que hay entre los estadisticos de resu-
men, gréficas o tablas y los datos en los que estan basados.

1.3.6a Se fomenta de manera informal comprender la conexidn que hay entre los estadisti-
cos de resumen, graficas o tablas y los datos en los que estan basados.

1.4 Conocimiento del contexto

1.4.1 Comprensién del contexto para que los mensajes estadisticos “den sentido”, pues el
contexto motiva los procedimientos.

1.4.1a Se promueve poner los mensajes estadisticos en contexto.

1.4.1b Se promueve la comprensién del contexto de los mensajes estadisticos.

1.4.1c Se promueve la comprension de que el contexto conduce a los procedimientos esta-
disticos a utilizar.

1.4.1d Se promueve la idea de que la comprensién del contexto ayuda a entender las posi-
bles fuentes de variacion y error de mensajes estadisticos.

1.4.1e Se promueve comprender que el sentido de un mensaje estadistico depende de la
informacion que se pueda obtener sobre los antecedentes del estudio o los datos que se
discuten.

1.4.2 Apreciacién del contexto social en el que se establecen los datos.

1.4.2a Se promueve la identificacién del contexto social del que se obtienen los datos de un
mensaje estadistico.

1.4.3 Uso e interpretacion de la estadistica en la vida diaria.

1.4.3a Se promueve el uso e interpretacion de la estadistica en la vida diaria.

1.5 Preguntas criticas

1.5.1 Comprender que los mensajes presentados en diferentes medios pueden provenir de
diversas fuentes que reportan hallazgos poco objetivos.

1.5.1a Se promueve la reflexion de la idea de que algunos reportes publicados en distintos
medios pueden manipular los datos para influenciar las opiniones de sus escuchas o lectores
en una direccion especifica.
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1.5.2 Cuestionar la credibilidad de la evidencia presentada en los mensajes estadisticos.
1.5.2a Se promueve la validacion de los mensajes estadisticos.

1.5.2b Se promueve la reflexién sobre las interpretaciones de las conclusiones que se trans-
miten en mensajes estadisticos.

1.5.2c Se promueve la evaluacién de las afirmaciones presentadas en los mensajes estadis-
ticos.

1.5.2d Se motiva a cuestionar si los graficos que se presentan en reportes estadisticos estan
dibujados apropiadamente o estan distorsionados para mostrar alguna tendencia.

1.5.2e Se promueve la idea de que puede haber observaciones atipicas en los datos que
propician una falsa interpretacion de resultados estadisticos.

1.5.3 Cuestionarse sobre la muestra.

1.5.3a Se motiva a cuestionar si en un mensaje, estudio o resumen estadistico se usé una
muestra.

1.5.3b Se promueve cuestionar cuanta gente participé en un mensaje, estudio o resumen
estadistico, con el fin de reflexionar sobre el tamafio y la representatividad de la muestra.

1.5.3c Se fomenta el cuestionamiento de la muestra para conocer si en un mensaje, estudio
o resumen estadistico, ésta conduce a inferencias validas sobre la poblacion objetivo.

1.5.4 Cuestionamiento sobre la confiabilidad de los instrumentos utilizados.

1.5.4a Se promueve valorar la confiabilidad de los instrumentos usados para generar mensa-
jes estadisticos.

1.5.5 Apoyar el proceso de evaluacién critica y conducir a la creacién de interpretaciones y
juicios mas informados.

1.5.5a Se promueve la evaluacion critica de mensajes estadisticos para conducir a la creacion
de interpretaciones y juicios mas informados.

1.5.6 Realizar inferencias basadas en su propio conocimiento del mundo real.

1.5.6a Se promueve la elaboracion de inferencias basadas en el conocimiento del alumno
del mundo real para interpretar mensajes estadisticos.

1.6 Disposiciones (creencias, actitudes y postura critica)

1.6.1 Desarrollar un juicio critico para cuestionar mensajes estadisticos que puedan ser en-
ganosos, sesgados o incompletos.

1.6.1a Se promueve el desarrollo de un juicio critico para cuestionar mensajes estadisticos
que pudieran ser enganosos.

1.6.1b Se promueve el desarrollo de un juicio critico para cuestionar mensajes estadisticos
que pudieran estar incompletos.

1.6.1c Se promueve el desarrollo de un juicio critico para cuestionar mensajes estadisticos
que pudieran estar sesgados.

1.6.2 Sentirse seguros para explorar, conjeturar y sentirse cémodos con la confusién tempo-
ral o con un estado de incertidumbre.
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1.6.2a Se promueve un ambiente adecuado para que los estudiantes exploren, hagan conje-
turas y no se sientan frustrados ante el desconocimiento de algo.

1.6.3 Considerar aspectos motivacionales.

1.6.3a Se promueve la utilidad y la importancia de la estadistica usando el contexto de los
estudiantes.

1.6.3b Se promueve la utilidad y la importancia de la estadistica a través de la solucién de
problemas que son de interés para el estudiante.

1.6.4 Desarrollar una postura critica propia y su voluntad.

1.6.4a Se motiva a los estudiantes a desarrollar una creencia de legitimidad en sus propios
juicios criticos.

1.6.4b Se promueve que el estudiante desarrolle su propia postura o juicio critico.

1.6.4c Se pide evaluar criticamente informacion estadistica.

1.6.4d Se pide discutir y comunicar las reacciones a cierta informacidn estadistica.

1.6.4e Se pide dar significado a los datos.

1.6.4f Se piden opiniones respecto de la aceptabilidad de las conclusiones.

ber, 2010; Wallman, 1993; Watson, 2006). Ademas, una vez que se tuvo el
total de indicadores, se revis6 cada conjunto de indicadores para seleccio-
nar aquellos que se consideraban mas representativos del enfoque. De esta
manera, los indicadores expuestos en el cuadro 1 se validaron segun la
teoria y el juicio del autor y miden la promocién del aprendizaje de ele-
mentos de conocimiento de contenidos y de disposiciones estadisticas
para cultura estadistica. La decision de determinar un indicador como re-
presentativo del enfoque no fue facil, por lo que los indicadores finales
pueden ser cuestionados y perfectibles.

Uso de los indicadores

Los indicadores fueron disefiados para analizar la promocién del aprendi-
zaje de elementos de cultura estadistica, en particular para observar los
elementos de cultura estadistica que se promueven durante la ensefianza
con proyectos estadisticos en la formacion de profesores de telesecundaria
(Santana, 2020). En el presente articulo se expone un uso mas de estos in-
dicadores: identificar en qué medida los proyectos estadisticos favorecen
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el desarrollo de elementos de aprendizaje de cultura estadistica, primer
objetivo del articulo.

Metodologia

El método de esta investigacion esta basado en la técnica de investigacion
documental. En este caso, los documentos fueron articulos de investiga-
cién que reportan el trabajo con proyectos estadisticos. Se consultaron di-
versas fuentes de informacién (véase cuadro 4) publicadas entre 1994 y
2019 —hasta principios de diciembre—, escritas en espafol y en inglés. Las
palabras claves usadas para la busqueda incluyeron: statistical projects, pro-
ject method y project-based learning —y su equivalente en espafiol—; tam-
bién se hizo una busqueda de referencias incluidas en los articulos encon-
trados. La busqueda de literatura se centré en estudios relacionados
especificamente con “proyectos estadisticos”; se descartaron los que hacian
referencia a “investigaciones estadisticas’, esto con el fin de limitar este es-
tudio. Ademads, se establecié que serian incluidas aquellas publicaciones
que mostraran evidencia necesaria para analizar el criterio de centralidad,
segundo objetivo de este articulo. Este criterio fue el que determind la se-
leccion de los articulos revisados (véase cuadro 2). Como parte de esta se-
leccion, también se tomo en cuenta que los articulos mostraran informacién
suficiente sobre el desarrollo del proyecto estadistico con el fin de poder
identificar los elementos de aprendizaje relacionados de cultura estadistica
que se promovieron.

De acuerdo con la revisién mencionada, se encontré un total de 79
publicaciones, de las cuales 74 no cumplieron con el criterio de centrali-
dad, mientras que cinco si lo hicieron.

Para el analisis que se presenta en este articulo se eligieron 10 articulos:
los cinco que cubrieron y los cinco que no cubrieron el criterio de centra-
lidad (véase cuadro 3). La elecciéon de los cinco articulos cuyos proyectos
estadisticos reportados no cubrieron el criterio de centralidad se bas6 en
seleccionar los articulos que mayor detalle proporcionaran de la imple-
mentacion del proyecto estadistico.
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Cunbro 2. Resumen de las publicaciones encontradas

Con Sin
Tipo de publicacion Publicaciones centralidad centralidad
Revistas 27 4 23
Memorias de congreso 42 1 41
Capitulos de libro 2 0 2
Tesis de doctorado 0
Tesis de maestria 3 0 3
Manuales especializados 2 0 2
Total 79 5 74
Cunpro 3. Criterios de las publicaciones seleccionadas
Autores Con centralidad Autores Sin centralidad
Leavy (2006) El proyecto se Smith (1998) El trabajo con proyectos
desarroll6 en un estadisticos se intercald
semestre de 15 con las clases. De hecho,
semanas y fue el tnico los temas del proyecto
medio de ensefanza. son acordes a los
Participantes: 23 contenidos cubiertos en
personas (de 22 a 55 el curso. Ademés, se
anos) inscritas en una declara que se espera que
maestria de los proyectos sean un
certificacion de medio para poner en
ensefanza elemental. practica el contenido.
Participantes: estudiantes
de un curso introductorio
de estadistica.
Biajone (2006) Se declara que el Biehler (2005) Previo al trabajo con

curso se desarrollé en
la forma de un
proyecto estadistico y
que los temas fueron
ensenados a través del
proyecto.
Participantes:
estudiantes de
pedagogjia.

proyectos, los estudiantes
realizaron tareas de
pequenos analisis de
datos; en las sesiones de
clase y de laboratorio se
incluyeron ejemplos mas
largos de analisis de
datos. Lo anterior supone
que se queria que los
estudiantes aplicaran en
el proyecto lo aprendido.
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Bailey et al. (2013)

Nascimento et al.
(2014)

Conti y Carvalho
(2014)

Se declara que los
proyectos
implementados
fueron el principal
vehiculo a través del
cual ensenar los temas
ensenados.
Participantes:
estudiantes de
licenciatura que no
son especialistas en
matematicas o
estadistica.

Se declara la
introduccion del
trabajo con proyectos
en todo un curso de
probabilidad y
estadistica.
Participantes: 61
estudiantes de
ingenieria.

El proyecto se
desarroll6 durante un
semestre y fue el
Unico medio de
ensefanza.
Participantes:
estudiantes de
séptimo grado (de 16
a43anos) en el
contexto de un
programa de
educacion para
jovenes y adultos.

Grant (2016)

Inzunza (2017)

Rivas et al.
(2019)

Participantes: estudiantes
para profesor de
matematicas.

Se declara que el objetivo
del proyecto es que los
estudiantes usen lo que
han aprendido en el
curso.

Participantes: estudiantes
de licenciatura.

El proyecto se desarrollo
durante todo el curso,
pero de modo paralelo el
profesor daba clase
normal, mientras los
estudiantes presentaban
avances de su proyecto.
Participantes: 19
estudiantes de la carrera
de politicas publicas
dentro del curso de

probabilidad y estadistica.

El desarrollo del proyecto
implicaba integrar
conocimientos previos,
como el uso de la hoja de
calculo. Ademas, se
declaran momentos de
instruccion basados en la
“transmisién de
conocimientos”.
Participantes: estudiantes
para profesor de
educacion primaria.
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Analisis de datos

El analisis de los proyectos estadisticos reportados en las 10 publicaciones
consistié en un andlisis de texto. Tomando como cddigos la numeracion
de cada uno de los indicadores de cultura estadistica, se codificaron den-
tro del texto de la publicacion todas aquellas referencias que correspon-
dian a uno o mas indicadores. Es necesario destacar que los indicadores se
diseflaron de manera que, en la medida de lo posible y fueran lo mas re-
presentativos de algiin indicador de aprendizaje de cultura estadistica. Por
ejemplo, el siguiente texto, tomado del articulo de Leavy (2006), muestra
la forma como una referencia podia codificarse: “Each group was then
responsible, over the course of the semester, for constructing a hypothesis
regarding the optimal condition for bean growth and determining what
statistical measures or approaches they might utilize to test the hypothe-
sis” (p. 94). Este parrafo fue codificado con los indicadores 1.6.2a (se pro-
mueve un ambiente adecuado para que los estudiantes exploren, hagan
conjeturas y no se sientan frustrados ante el desconocimiento de algo). Es
necesario aclarar la importancia de tener el panorama completo del traba-
jo con el proyecto estadistico para darle sentido al parrafo y entender por
qué se identificd con esos dos indicadores. Ademas, un mismo indicador
se podia repetir seguin las veces en que éste era identificado en la misma
publicacion. Los datos resultantes representan un conjunto de narrativas
de texto codificadas con los indicadores mencionados. Asi, el analisis de
los datos esta basado en técnicas de estadistica descriptiva y es de tipo cua-
litativo.

Resultados
Los 10 articulos analizados presentaron evidencia de promover al menos

uno de los indicadores de cultura estadistica que fueron disefiados. En el
cuadro 4 se observan las frecuencias de los indicadores identificados.
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Cuabro 4. Frecuencia de indicadores de cultura estadistica identificadas
en los diez articulos analizados

Proyectos estadisticos Cultura estadistica

Leavy (2006) 40
Biajone (2006) 18
Bailey et al. (2013) 30
Nascimento et al. (2014) 48
Contiy Carvalho (2014) 106
Smith (1998) 27
Biehler (2005) 26
Grant (2016) 27
Inzunza (2017) 41

Rivas et al. (2019) 17
Total 380

Indicadores de cultura estadistica que se promueven
en los proyectos estadisticos

En los articulos revisados, los indicadores de los elementos de disposicio-
nes, habilidades de alfabetizacion estadistica y conocimiento estadistico
base aparecieron con mayor frecuencia; con menor frecuencia, los indica-
dores de conocimiento matematico, conocimiento del contexto y pregun-
tas criticas (véase figura 1).

Por razones de espacio, en el cuadro 5 se muestran los indicadores con
mayor frecuencia (f 10) y que se identificaron al menos en cinco de las 10
publicaciones (N) analizadas.

Los proyectos estadisticos revisados parecen promover la utilidad y la
importancia de la estadistica usando el contexto de los estudiantes (1.6.3a),
lo cual es coherente con motivar el uso y la interpretacion de la estadistica
en la vida diaria (1.4.3a). También involucran la traduccion de resultados
de un procedimiento estadistico (1.1.4a) y la exploracion de las caracteris-
ticas de las medidas de centro segun los datos (1.2.2b). Estos indicadores
ejemplifican la promocion de los elementos de disposicion, de habilidades
de alfabetizacion estadistica, de conocimiento del contexto y de conoci-
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Ficura 1. Porcentaje de indicadores de los elementos de cultura estadistica

26.0%
N

H 1.2 Conocimiento estadistico base
[[] 1.3 Conocimiento matematico

I 1.4 Conocimiento del contexto

[ 1.5 Preguntas criticas

[[] 1.6 Disposiciones

7.0% —
"21.0%

10.0%

14.0%

Fuente: elaboracién propia.

Cunpro 5. Indicadores de cultura estadistica con mayor frecuencia

Indicadores

1.6.3a Se promueve la utilidad y la importancia de la estadistica usando el
contexto de los estudiantes.

1.4.3a Se promueve el uso y la interpretacién de la estadistica en la vida diaria.

1.1.1b Se promueve la comprensién de herramientas estadisticas (e.g, tablas,
gréficas, medidas de tendencia central, medidas de dispersion) presentadas en
diferentes medios de comunicacion.

1.1.3a Se promueve describir y analizar gréficos o distribuciones estadisticas.

1.2.2a Se promueve la comprension basica de conceptos, vocabulario estadistico
(e.g., dato, variable, muestra, poblacion, tablas, graficas, medidas de centro

y medidas de dispersién).

1.6.3b Se promueve la utilidad y la importancia de |a estadistica a través de la
solucion de problemas que son de interés para el estudiante.

1.2.3a Se promueve la idea de que las tablas o gréficas sirven para detectar o
comparar tendencia en los datos.

1.6.4d Se pide discutir y comunicar las reacciones a cierta informacion estadistica.
1.1.4a Se promueve la traduccién o interpretacion de los resultados de un
procedimiento estadistico.

1.6.4e Se pide dar significado a los datos.

1.2.2b Se promueve la exploracion de las caracteristicas de las medidas de

tendencia central seguin los datos (e.g., la manera en que las medidas de tendencia
central se ven afectadas por los valores extremos).

1.3.5¢ Se fomenta la comprensidn de las matematicas involucradas en la
generacion de algunos indicadores estadisticos.

Indicadores de cultura estadistica
[ 1.1 Habilidades de alfabetizacion estadistica

27
23

23

23

23

17

17
15

12
11
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miento basico de estadistica, todos ellos representantes de una cultura esta-
distica. Destaca la escasa presencia de indicadores relacionados con el ele-
mento de preguntas criticas.

El criterio de centralidad y la promocién
de elementos de cultura

El segundo objetivo de este articulo tiene que ver con explorar si el hecho
de implementar proyectos estadisticos como la unica estrategia de ense-
flanza —centralidad— o como un medio de evaluacién o trabajo para que
los estudiantes apliquen los contenidos abordados en el curso, influye en la
promocion de los elementos de aprendizaje de cultura estadistica. Al res-
pecto, en la grafica comparan las frecuencias de los indicadores de cada
enfoque entre los cinco articulos con centralidad y los cinco sin centra-
lidad.

En general, hay una diferencia a favor de los proyectos estadisticos que
son aplicados bajo el criterio de centralidad. Esta diferencia es notoria
para la cultura estadistica. Dado el enfoque del estudio y el tamano de los
articulos revisados no se pudo evaluar si esta diferencia es o no estadisti-
camente significativa.

Ficura 2. Diferencia entre la frecuencia de indicadores de cultura estadistica presentes
en los proyectos estadisticos con y sin centralidad
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Existe un proyecto reportado por Conti y Carvalho (2014) mismo que
se desarrollo6 ex profeso con el objetivo de promover elementos de una cul-
tura estadistica, por lo que no es de extraiar que haya sido el que presentd
mas indicadores (106) de este enfoque.

Conclusiones y consideraciones finales

En este articulo se ha propuesto un conjunto de indicadores que permi-
ten identificar la promocion de elementos de objetivos de aprendizaje de
la cultura estadistica. Estos elementos son tanto de conocimiento de con-
tenido como de disposiciones, lo que se considera una visiéon mas global
para apreciar el aprendizaje de estadistica. Con el fin de mostrar uno de
los usos de estos indicadores se estudi6 la promocion de esos elementos
de aprendizaje en el desarrollo de proyectos estadisticos segiin dos modos
de implementarlos en el aula: como una estrategia central para la ense-
fanza y el aprendizaje de estadistica —con centralidad— y como un me-
dio para aplicar o reproducir los contenidos ensefiados en clase —sin
centralidad—.

Los resultados muestran que los proyectos analizados promueven ele-
mentos de aprendizaje de una cultura estadistica. Ademas, cuando se dis-
tingue el modo en que los proyectos estadisticos fueron implementados
—con y sin centralidad— se observé un mayor numero de indicadores de
cultura estadistica a favor de los proyectos con centralidad.

Si bien los proyectos estadisticos son una metodologia o estrategia
ampliamente reconocida por las ventajas que ofrece para el estudio de la
estadistica, la revision de publicaciones sobre proyectos estadisticos nos
mostrd una falta de informacion mas detallada sobre: a) el razonamiento
de las grandes ideas estadisticas que se favorecen durante el desarrollo del
proyecto, lo cual implica una mayor informacion sobre el grado de pro-
fundidad en que un tema o un contenido en particular puede ser aborda-
do; b) los detalles que muestren el modo en que se implementé el proyec-
to, los cuales requieren explicitar aspectos implicados en los proyectos
que se aplican como estrategia central de ensefianza; por ejemplo: como
se integran los contenidos curriculares dentro del proyecto estadistico,
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cOdmo se organiza el curso alrededor del proyecto estadistico, cual es el
papel del profesor y cual el del investigador y en qué consiste la evalua-
cién y la retroalimentacion.
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Resumen

Desde distintos enfoques, uno de los grandes retos al que se enfrentan los
educadores matematicos, llamense profesores o investigadores, es buscar
alternativas para contribuir a la mejora de la calidad educativa en matema-
ticas. Durante afos se han propuesto estrategias que apuntan a esa tarea;
sin embargo, en la practica no siempre se conocen estas opciones o existe
temor de cambiar la practica docente debido a no poder anticipar qué po-
dria suceder al implementarlas e incluso no estar seguros de como crear
un ambiente de aprendizaje idoneo. Con el afin de mostrar una alternativa
de ensefianza, en este capitulo se expone la perspectiva de modelos y mo-
delacion y, mediante la descripcion de los resultados de un estudio, se da
evidencia de como las actividades provocadoras de modelos son una pro-
puesta que potencia el aprendizaje de las matematicas. Un grupo de estu-
diantes de posgrado con experiencia docente particip6 en el estudio me-
diante el cual se implementd una actividad provocadora de modelos. Al
realizar la actividad, exhibieron conocimientos, habilidades y creencias,
asi como la modificacidn, la ampliacion y el refinamiento de ello. Ademas,
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en sus reflexiones hacen ver el potencial y la necesidad de considerar este
tipo de actividades en su practica docente.

Palabras clave: perspectiva de modelos y modelacion, actividades provoca-
doras de modelos, aprender matemadticas.

Introduccion

Cada vez mas, los esfuerzos y el trabajo de investigadores, profesores y di-
seftadores del curriculo han aportado y apostado por diferentes alternati-
vas para la enseflanza y el aprendizaje de las matematicas, siempre con la
intencion de lograr una educacion matematica de calidad. Se busca que los
estudiantes desarrollen no s6lo conocimientos sino también habilidades y
creencias para resolver problemas mas alla de los escolares (Lesh, 2010;
Seving, 2021; Sevinc y Lesh, 2021). Se pretende que se les prepare para que
logren transferir —de manera flexible, eficaz y eficiente— sus conocimien-
tos y habilidades hacia la resolucién de problemas cercanos a su entorno o
a su futura profesion, asi como para enfrentar los retos del futuro.

Cuando se busca apoyar el desarrollo de conocimientos, habilidades y
creencias matematicas, de manera natural surgen varias interrogantes; por
ejemplo: ;qué tipo de actividades se deben proponer en el aula?, ;qué tipo
de ambientes de aprendizaje se deben fomentar?, ;qué conocimientos, ha-
bilidades y creencias deben desarrollar los estudiantes? La perspectiva de
modelos y modelaciéon (MMP, por sus siglas en inglés models & modeling
perspectives) es una de las corrientes matematicas que aportan respuestas a
estas preguntas (Lesh, 2010; Lesh y Doerr, 2003; Sriraman y Lesh, 2006).
Desde esa perspectiva, en adelante MMP, se sefiala que —para preparar a
los estudiantes para la resolucién de problemas cercanos a su entorno—
la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas se deben enfocar en las
grandes ideas matematicas a través de 1) la resolucion de problemas o si-
tuaciones cercanas a la vida real mediante estrategias grupales de trabajo
cooperativo apoyado en la tecnologia, y 2) la expresion escrita y verbal de
ideas o modelos construidos por los estudiantes —que propicien el des-
arrollo de su razonamiento matematico— al describir, explicar y predecir
situaciones problemas cercanas a su entorno real (Lesh, 2010; Sriraman y
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Lesh, 2006). Entre las actividades que sugiere la MMP para proponer en el
aula estan las actividades provocadoras de Modelos (MEA, por sus siglas en
inglés Model-Eliciting Activities), las cuales son situaciones problemas cer-
canas a la vida real (Doerr, 2016; Lesh et al., 2000; Sevinc, 2021).

Con el propdsito de exponer el potencial de las actividades provocado-
ras de modelos, en adelante MEA, como una forma de ensefiar matema-
ticas, en este capitulo se describen las implicaciones que tuvo la implemen-
tacion de una MEA sobre el aprendizaje por un grupo de estudiantes de
posgrado, con experiencia docente. Se muestra como los estudiantes exhi-
bieron conocimiento, habilidades y creencias, asi como la modificacién, la
ampliacion y el refinamiento de éstos. Ademas, se incluyen reflexiones que
este mismo grupo hizo sobre la forma de trabajar sugerida por la MmmP y
cdmo podria apoyar su practica docente.

Fundamentos teoricos

La mmP subraya la necesidad de que los estudiantes aprendan matematicas
a través de la resolucion de problemas cercanos a la vida real que los con-
duzcan a la construcciéon de herramientas conceptuales ttiles para dar
sentido a sus experiencias y para crear nuevas realidades y experiencias
(Lesh y Doerr, 2003).

Aprender matematicas en la MmP puede concebirse como un proceso
de desarrollo de modelos (o sistemas conceptuales), los cuales estan en
constante cambio, modificacion, extension y refinamiento en la medida en
que los individuos (ya sea estudiantes, profesores, investigadores u otros)
interactian entre si y estan inmersos en ambientes en los que se tiene que
resolver algiin problema (Lesh, 2010).

Los modelos son sistemas conceptuales (consisten en elementos, relaciones,
operaciones y reglas que gobiernan las interacciones) que son expresados
mediante el uso de sistemas de notacion externa, y que son utilizados para
construir, describir o explicar los comportamientos de otros sistemas de tal
manera que el otro sistema pueda ser manipulado o pronosticado [Lesh y
Doerr, 2003, p. 10].
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Los modelos o sistemas conceptuales residen en la mente y en los me-
dios representacionales, mismos que pueden verse en la figura 1. Los me-
dios representacionales utilizados para describir el comportamiento de
una situacion tienden a exhibir aspectos del fendmeno que se intenta des-
cribir. Debido a ello,

a) los significados asociados a un sistema conceptual dado tienden a distri-
buirse a través de una variedad de medios de representacion, b) la fluidez re-
presentacional subyace en algunas de las habilidades mds importantes aso-
ciadas con lo que significa entender un sistema conceptual, y ¢) los procesos
de solucion para las actividades de desarrollo de modelos (u otros tipos de
experiencias de resolucién de problemas) con frecuencia implican ir y venir
entre una variedad de representaciones relevantes [Lesh y Doerr, 2003, p. 12].

Lo anterior implica que la sofisticacion de respuestas de los estudiantes
puede ser diferente, dependiendo de qué sistemas de representacion sean
subrayados en su solucion a un problema dado, cuantos y cémo los utilice,
y qué tanta fluidez representacional tenga. La fluidez representacional re-
quiere abstraccién. Los sistemas de representacion incluyen lenguaje es-
crito, lenguaje hablado, diagramas, metaforas, tablas, graficas, ecuaciones
(figura 1). Ademas, las herramientas tecnoldgicas se consideran un recur-
so que facilita la construccién de los medios representacionales.

Los modelos que construyen los estudiantes revelan caracteristicas im-
portantes de su forma de pensar.

Los estudiantes no simplemente se involucran de manera légica matemati-
ca; también involucran sus sentimientos, valores, creencias, disposiciones y
una variedad de funciones metacognitivas; y a la inversa, en una situacién
dada, el compromiso o no con un sentimiento, valor, creencia, disposicién o
proceso metacognitivo depende de como se interprete la situacion [Lesh, 2010,
p- 21].

Dichos atributos, por ser parte de los modelos, también pueden modi-
ficarse. Ademas, “se espera que una parte importante de la competencia
[que desarrollan los estudiantes al resolver los problemas] implique apren-
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Ficura 1. Medios representacionales en los cuales pueden estar distribuidos
los significados de los sistemas conceptuales

Tablas = 1
CED—
Simbolos
./1 Escritos \
Lenguaje™, _ / \ . Diapramas d
Natural B E Iméagenes,
EE

FuenTe: (tomado de Lesh y Doerr, 2003, p. 12).

der a manipular perfiles de sentimientos, valores y disposiciones para
adaptarse a circunstancias cambiantes” (Lesh, 2010, p. 21).

La mMP propone el disefio y uso de MEA en la instruccién matematica,
ademas de utilizarlas en la investigacion (Lesh y Kelly, 2000). Como se
menciond, las MEA son situaciones-problema cercanas a la vida real, que
permiten a los estudiantes desarrollar modelos como solucién a un pro-
blema dado (Lesh, 2010; Sevinc, 2021). Estas actividades se construyen
con base en seis principios: 1) principio de realidad o del significado per-
sonal, 2) principio de construccién del modelo, 3) principio de reutiliza-
cién o de compartibilidad, 4) principio de documentacion del modelo,
5) principio de autoevaluacion y 6) principio de prototipo efectivo (Lesh et
al., 2000).

Los resultados de las investigaciones han mostrado que las MEA son
herramientas poderosas para el aprendizaje efectivo (Lesh et al, 2007;
Zawojewski et al., 2003) porque las respuestas de los estudiantes a las MEA
implican el desarrollo de interpretaciones, descripciones o explicaciones
complejas. Estas interpretaciones tienden a modificarse, ampliarse y refi-
narse a través de una serie de ciclos de modelacion (Lesh y Doerr, 2003;
Seving, 2021). Estos ciclos permiten a los estudiantes refinar sus modelos y
desarrollar habilidades de razonamiento cada vez mas complejas. Es decir,
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los estudiantes consideran nueva informacion en cada ciclo, lo cual impli-
ca que haya modificaciones, extensiones y refinamiento de los modelos
iniciales. Con frecuencia los estudiantes, quienes al principio describen
situaciones apoyados en una herramienta conceptual, pueden ir mas alld,
para pensar con profundidad en esa herramienta conceptual (Lesh y
Doerr, 2003).

Metodologia

Dado que el proposito de este estudio es describir las implicaciones que
tuvo la implementacion de una MEA sobre el aprendizaje por un grupo de
estudiantes de posgrado, asi como sus reflexiones sobre la implementacion
de esta, con el fin de resaltar el potencial de las MEA para aprender mate-
maticas, la metodologia de la investigacion expuesta en este trabajo es de
corte cualitativo.

Participantes

Los participantes fueron un grupo de cinco estudiantes de posgrado (EL,
E2, E3, E4 y E5) con experiencia docente en los niveles basico y medio su-
perior. Cuando se implement6 la MEA, estaban tomando un curso sobre
resolucion de problemas y la perspectiva de modelos y modelacién como
herramienta para apoyar el aprendizaje de las matematicas en el aula. El
curso fue hibrido. Se apoy¢ en la plataforma Moodle como medio para su
desarrollo.

MEA deforestacion

La MEA que se implementd y se discutié con el grupo de estudio fue dise-
fada y analizada previamente por Vargas-Alejo et al. (2018) siguiendo los
seis principios de construccion de una MEA. El contexto de donde se deri-
va el problema puede observarse en la figura 2, y trata sobre la deforesta-
cién en el estado de Michoacan como consecuencia del incremento del
area de cultivo de aguacate. En el cuadro 1 puede observarse el problema
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FiGurA 2. mea deforestacion

Cambios

ENMICHOACAN

De acuerdo con el texto contesta las siguientes
preguntas

FuenTe: (tomado de Vargas-Alejo et al., 2018).

que se plante6 a los estudiantes, en el cual se les solicita redactar una carta
explicando los modelos que proponen y los procedimientos que siguen
para responder al problema. En la MEA, los conceptos matematicos que
subyacen principalmente son funcién, ecuacién, variacion, crecimiento y
razon de cambio.

Fases de implementacion
La implementacién de la MEA se llevo a cabo en las siguientes fases:

« Resolucion individual de la MEA. Tarea extraclase solicitada en Moodle.
A los estudiantes se les permitié utilizar herramientas tecnolégicas para re-
solver la MEA, tales como GeoGebra y Excel.

« Discusion de la MEA en bina o equipo. Tarea extraclase solicitada en Moodle
para realizarse de manera on line. Se formaron dos equipos: E3, E4 y E5, y
E1y E2; pero la bina no se reunid, siguié trabajando de manera individual.

« Discusion grupal. Se discutieron, en un ambiente presencial, los procesos
de construccién de modelos elaborados individualmente o en equipo y los
modelos finales.
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Cuapro 1. El problema propuesto

Yuri, funcionaria joven de la comunidad de Tingambato, preocupada por la reciente noticia
sobre la pérdida de bosque que ocurre en la Meseta Purépecha investigo en internet la pro-
blemética con el fin de solicitar apoyo para detener la deforestacién. Su intencion es, prime-
ro, concientizar a la poblacion y, finalmente, conseguir apoyo de toda la comunidad para
resolver la problematica. La informacién que encontré fue la siguiente:

Un estudio realizado por el Centro de Investigaciones en Geografia Ambiental unam, en los
municipios de Charapan, Cheréan, Los Reyes, Nahuatzen, Nuevo San Juan Parangaricutiro,
Paracho, Peribén, Tancitaro, Tingambato, Uruapan y Ziracuaretiro, muestra como se perdie-
ron 20032 hectéreas de bosques entre 1976 y 2005. Y sélo de 2000 a 2005 esta pérdida se
acelerd y adquirié un ritmo de 509 hectareas por aio.

Un periédico de abril de 2017 sefialé que cada afio se pierden entre 600 y 1000 hectareas
de bosque en todo el estado, seguin datos gubernamentales del Instituto Nacional de Inves-
tigaciones.

En 2014, de acuerdo con la Forestal, la superficie con bosque (pino, pino-encino y encino) en
la Meseta Purépecha era de 147 744 ha. La Meseta Purépecha tiene una extension territorial
de 381357 ha.

Yuri, a partir de esta informacién, tiene muchas preguntas. Le inquieta saber: jcuanto bos-
que existio en 19762, ;cuadnto bosque existié en 2005?, jcuanto bosque existe actualmente?,
icuanto bosque existira dentro de 10 afios? Si el ritmo de pérdida de hectareas continua
siendo el sefialado, ;cudndo dejard la Meseta Purépecha de tener bosques? Yuri considera
que el bosque pronto desaparecera. Sabe que la deforestacion esta relacionada con el cre-
cimiento de cultivo de aguacate, por lo que buscd mas informacion para cotejar o evaluar la
veracidad de los datos anteriores. Encontré la siguiente informacion.

En 1960 no existian monocultivos de aguacate en la Meseta Purépecha; habia variedades
criollas que daban cobertura de sombra al cultivo del café. Hacia 1976 calculamos una super-
ficie de agricultura fruticola de 34606 hectareas, cuyo cultivo dominante ya era el monocul-
tivo de aguacate Hass, aunque aun persistian areas de cafetales. Hacia el afo 2000 el cultivo
del aguacate domina la superficie fruticola y alcanza las 55627 ha, y en el afno 2006 aumenta
aun mas hasta las 67 181 ha. El cultivo de huertas de aguacate ha traido profundos cambios.

Bocco, basdndose en informacién del censo del aguacate de la Sagar, establece el area
cubierta por aguacate en cinco municipios dentro de la Meseta Purépecha en 39849 ha
para 1993, mientras que Coria y Martinez, a partir de la interpretacion de fotografias areas
de 1991, obtienen un total de 41957 ha para la Meseta Purépecha (62393 para el estado de
Michoacan).

Ayudale a Yuri a encontrar un método o procedimiento para dar respuesta a cada una de sus
dudas. Escribele una carta donde explique tu procedimiento

FuenTe: (tomado de Vargas-Alejo et al,, 2018, p. 15).
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Criterios de andlisis

Debido a que en la MMP se concibe aprender matematicas como un proce-
so de desarrollo de modelos (o sistemas conceptuales) en constante cam-
bio (Lesh, 2010) el analisis se hizo sobre los modelos que se exponen en las
cartas escritas por los estudiantes, asi como en las reflexiones que emergie-
ron al explicarlos durante la discusion grupal. Se hizo una clasificacion
sobre el tipo de modelo de acuerdo con los conocimientos matematicos
que se evidenciaron. Esta clasificacion contempla conocimiento sobre fun-
cién lineal, cuadratica y exponencial. Ademas, a través de la descripcion
que hicieron los estudiantes sobre el proceso de construcciéon de modelos
se documentaron las habilidades de modelacién, asi como las creencias
relacionadas con el proceso de construccion de modelos y modelos cons-
truidos. Se documentd cémo su sistema conceptual (habilidades de mode-
lacién, conocimiento matematico y creencias) cambio o se extendid y refi-
n6 durante el proceso de construccion de modelos y la interacciéon de los
estudiantes (entre si'y con el profesor investigador) para resolver la MEA, al
presentarla y discutirla en la sesién grupal. Asimismo, en la discusiéon con
los estudiantes, ellos dieron cuenta sobre el potencial de la MEA para apren-
der matematicas.

Fuentes de datos

La recoleccion de datos se hizo mediante grabaciones de audio de la discu-
sion grupal del proceso de construcciéon de modelos y de modelos finales.
A través de la plataforma Moodle se obtuvieron las cartas elaboradas por
los estudiantes. El profesor investigador llevo una bitdcora de lo aconteci-
do con los cinco estudiantes durante el curso.

Resultados y analisis

Los resultados se muestran en dos partes; primero se expone de manera
general la clasificacion sobre los modelos que construyeron los estudiantes
para responder la actividad, dejando ver un cambio en sus modelos inicial
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y final, lo que contempla una modificacién, una ampliacioén y un refina-
miento de su sistema conceptual (habilidades, conocimiento y creencias).
Posteriormente se ofrece evidencia de las actuaciones de cada alumno,
considerando su participacion durante la discusion y los procesos que si-
guieron en la carta que escribieron como respuesta al problema.

Tipos de modelos construidos

Inicialmente, como puede verse en el cuadro 2, la mayoria de los estudian-
tes propuso un modelo lineal y s6lo uno sugirié un modelo exponencial.
Sin embargo, después de las etapas de reflexion y discusion, cuatro de ellos
lograron hacer un cambio en su sistema conceptual, presentando al final
ya sea un modelo cuadratico o uno exponencial (cuadro 2). En la discu-
sién grupal, todos los estudiantes reportaron que ese cambio en los mo-
delos se debid a la autoevaluacion o a la discusion en equipo, resaltando
ademas la importancia de aprender y poder llevar a cabo ese tipo de activi-
dades y esa forma de implementarlas en sus aulas, porque tanto ellos
como, en general, varios estudiantes estain acostumbrados a seguir
procedimientos.

El cambio en los modelos da cuenta del aprendizaje que los estudian-
tes desarrollaron al resolver la MEA. Puntualmente, enseguida se describe
el conocimiento, las habilidades y las creencias de los estudiantes, reporta-
dos al momento de exponer sus procesos y a través de las cartas elabora-
das para explicar sus modelos. El reporte se hace conforme los alumnos
fueron participando en la discusion grupal.

Cuapro 2. Tipo de modelos construidos (iniciales y finales)

Estudiante Modelo inicial Modelo final
E1 Lineal Lineal
E2 Exponencial
E3 Modelo cuadrético
E4
E5 Exponencial
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Estudiantes E3 y E4

Inicialmente ellos contestaron las preguntas inmersas en la MEA a través
de operaciones aritméticas. En sus cartas dejaron expresados los datos nu-
meéricos que extrajeron de la actividad que se les propuso y explicaron las
relaciones aritméticas consideradas por ellos necesarias para dar respuesta
a las preguntas que se plantean en el problema. Un ejemplo se muestra en

el cuadro 3.

En las cartas y los audios se puede identificar como los estudiantes E3
y E4 establecieron ciertos supuestos, como los siguientes: “Se pierden
aproximadamente de 600 a 1000 hectareas [por afno], sacando el prome-
dio se puede decir [que se pierden por afo] 800 hectareas” (cuadro 3).

[1] E4: cuando yo hice las operaciones, determiné que, mas o menos anual,

eh, se iban como, como ciento y tantos. Se iban gastando, eh... 1926 hecta-

reas anuales [...] Entonces dije, ah, entonces, si cada afio se sigue crecien-

do... se sigue cultivando aguacate en esa cantidad de hectareas, entonces en

determinado tiempo se va a acabar el bosque.

Cuabro 3. Modelo inicial del estudiante E3

Hola Yuri, creo que tengo un método para saber el fin del bosque de la meseta Purépecha:

PERDIDA O DATO DE HECTAREAS ARO 0 AROS

Perdi6 20,032 hectdreas 1976-2005

Perdié 600 a 1000 hectédreas por afio 2017

Tenia 147,744 hectdreas 2014
Perdié 509 hectdreas por afio 2000-2005
Extensi6n del territorio total 381,357

£l bosque que existié en 1976
Entre los afios 1976 y 2005 se perdieron 20,032 hectdreas, ahora bien, se tiene
conocimiento que del 2000 a 2005 perdié anual 506 hectéreas, en esos 6 afios asf
que 509 = 6 = 3,054 hectdreas, ahora bien lo que se perdié del afio 1999 al 1976
serd 20,032 — 3,054 = 16,978 hectdreas, posterior calculamos que de 1999 a
1976 existen 23 afios y de esa forma sabemos cuanta perdida hubo por afio
16,978 + 23 = 738.173 hectéreas; el bosque que existié en 1976 serd 381,357 —
738173 = hectdreas,

El bosque que se existié en el 2005 se calcula: restando el total del terreno

y lo perdido hasta ese afio 381,357 — 20,032 = |361,325 | hectdreas.

El bosque que existe actualmente se calcula sacando la diferencia de lo que

se tenia en el 2005 hmdrm y en el 2014 [147, 744  hectdreas, asi
que 361,325 — 147,744 = 213, 581] hectéreas eso se perdié en esos afios o
dividimos entres 9 afios que son los que se encuentran entre esas fechas y se tiene
que cada afio perdieron el relato no dice més respecto a lo que
transcurre del afio 2014 al 2017 asi que anexamos la perdida de tres afios seria
se menciona que del 2017 en adelante se pierden aproximadamente
de 600 a 1000 hectireas, sacando el promedio se puede decir 800 hectdreas,
dentro de 10afios ¢cudnto habra? Restamos
147,744 - 71,193.66 = hectireas hasta el 2017, en 10 afios
estardn en el 2027 y sabemos que disminuye 800 hectareas por afio asi que
800 « 10 = 8,000 hectdreas perdidas, en el 2027 se tendrd 76, 550.34 —
8000 = hectdreas.

La cuestién es cudndo dejard la meseta purépecha de tener bosque, lo que
restan hasta el 2027 son hectérus, entonces sabemos que pierde 800
hectéreas por afio, asi que dividimos 68,550 + 800 = 85.68 aproximadamente

en 85 afios mds no exista el bosque.
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Mediante estos supuestos dieron respuesta a las preguntas planteadas
en el problema. Por ejemplo, E3 escribid: “Aproximadamente en 85 afios
mas no exista el bosque” (cuadro 3). E3 y E4 explicaron ast:

[2] E3: Suponiendo [que] el cultivo de aguacate mantiene este ritmo [se refie-
re a una tasa constante] las hectareas de la meseta libres de este sembradio se
acabarian en el afio 2090, aproximadamente.

[3] E4: Considerando que aumentan los cultivos de aguacate en 1926 hecta-
reas cada afio, el bosque se perdera aproximadamente en 30 afos.

En los siguientes extractos de la discusion grupal hay evidencia de sus
explicaciones que confirman lo que se analizé:

[4] E3: Yo fui dando respuesta a esas preguntas, como tal, pero no, no me
enfoqué en hacer un modelo, como en este caso, el de mi compaiiero E5.

[5] E4: Hice operaciones aritméticas y todo, y respondi las preguntas |[...]
pero no se me ocurrié hacer un modelo.

Al comparar sus soluciones con las del estudiante E5, los estudiantes
senalaron falta de habilidades para crear modelos:

[6] E4: Yo tampoco sé como crear un modelo para resolver un problema. Se
me complica mucho. Quiza porque no sé los pasos o quisiera que estuvieran
los pasos: primero tienes que hacer esto, esto, y esto otro, porque no sé si asi
estoy acostumbrada.

Sefialaron que reconocian tener conocimiento matematico:

[7] E3: Al momento que yo veo el modelo que tiene E5, lo entiendo, lo com-
prendo; o sea, digo, tiene sentido. Pero no logro [logré] llegar a él.

[8] E4: Creo que venia una parte, un elemento de los modelos, que era la re-
presentacion grafica, representaciones mas ilustrativas, hacer representacio-
nes. Pero no se me ocurrié que podia también hacer eso.
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Después de agruparse como equipo (E3, E4 y E5), los estudiantes E3 y
E4 decidieron que el modelo de E5 era mas adecuado para describir el fe-
némeno y lo subieron a la plataforma como modelo final (cuadro 3), el
cual se describira mas adelante.

Observaciones. Los estudiantes E3 y E4 reportaron que se concentraron en
desarrollar célculos para dar respuesta a las preguntas planteadas y no se
enfocaron en la construccion de un modelo, debido a su falta de experien-
cia escolar [6]. Sin embargo, en los procedimientos aritméticos realizados
para resolver la MEA, los estudiantes asumieron una tasa de crecimiento
constante, [1] y [2], y con ese conocimiento dieron respuesta a las pregun-
tas planteadas en la situacion. Fue hasta la sesiéon grupal cuando recono-
cieron, a partir del andlisis de sus procedimientos, que habian partido del
supuesto de una tasa constante y eso los habia llevado a interpretar el de-
crecimiento del bosque de una manera lineal. Habia un modelo inicial en
su interpretacion de la situacion. De acuerdo con Lesh y Doerr (2003) las
MEA con frecuencia fomentan que los estudiantes, quienes al principio
describen situaciones apoyados en una herramienta conceptual, pueden ir
mas alla para pensar ahora en la herramienta (Lesh y Doerr, 2003). La dis-
cusion en equipo y grupal de los modelos construidos para resolver la MEA
permitio a estos estudiantes reflexionar sobre su propio sistema concep-
tual (habilidades, conocimientos y creencias), asi como conocer y analizar
otros modelos utilizados para describir y predecir el fenémeno.

Estudiante E1

Durante la discusion grupal este estudiante manifestd tener ciertas habili-
dades para la construccion de modelos y sus creencias al respecto, cuando
comento a sus compaifieros E3 y E4 lo siguiente después de que ellos inter-
vinieran (véase extracto [6]).

[9] E1: No estoy entendiendo qué pasos quieren o necesitan ver. Una mode-
lacién es una generalizacion. Si ya habiamos hecho lo del hotel, pues nomas
era que... algo le quitaban y algo crecia, y ya. Eventualmente esa grafica sig-
nificaba algo.
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El estudiante E1 sefialé haber utilizado conocimiento lineal para des-
cribir el fendomeno de deforestacion:

[10] M: ;Alcanzaste a hacer un modelo?

[11] E1: El modelo que yo pienso que, bueno..., ;un modelo asi como ése?
[se referia a la grafica exponencial dibujada por E2 en el pizarrén] pues...
nada mas la generalizacién, de que quitas una cosa para poner otra cosa y
pues salen dos rectas asi, cruzadas.

El estudiante E1 menciond haber tratado de construir sin éxito un mo-
delo cuadratico:

[12] E1: No, ni yo tampoco encontré una cuadratica. Lo vi como optimiza-
cidén, una linea de puro bosque respecto al tiempo y otra de los aguacates
respecto al tiempo. Son dos rectas.

El estudiante entreg6 el modelo final que puede observarse en el cua-
dro 3, el cual corresponde a un modelo lineal y esta apoyado en represen-
taciones tabulares y graficas. En su modelo puede observarse el creci-
miento del cultivo del aguacate y el decrecimiento de la extension del
bosque.

El estudiante E1, con base en su modelo lineal, reporté cuando podria
desaparecer el bosque: “Considerando que aumentan los cultivos de agua-
cate en 1975 hectareas cada afo, el bosque se perdera en aproximadamen-
te 30 afos” (cuadro 4).

Observaciones. Para el estudiante E1 los modelos se construyen al analizar
la situacion planteada, en términos de qué cambia y cémo cambia. Cuan-
do E1 sefalé “ya habiamos hecho lo del hotel’, se referia a que todos los
estudiantes habian resuelto la MEA El Hotel (Aliprantis y Carmona, 2003;
Vargas-Alejo y Cristobal-Escalante, 2019) en un curso previo. Uno de los
modelos para resolver la MEA El Hotel habia incluido la construccion de
dos rectas que se intersecan, previamente a la construcciéon de la funcién
cuadratica. Lesh y Yoon (2004) mencionan que cuando se resuelve una MEA
los estudiantes usualmente utilizan ese conocimiento desarrollado en la
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Cuapro 4. Modelo final del estudiante E1

hectdreas |bosque

afo aguacate | existente
1960 0| 147744
1976 34606 113138
2000 55627 92117
2006 67181 80563

hectareas de aguacate

80000
70000
60000
50000
40000
30000
20000
10000

0
1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

hectéreas |bosque
afio aguacate existente
Carta a Yuri 1960 0 147744
1976 34606 113138
écudnto bosque existié en 19762 2000 55627 92117
2006 67181 80563
113,138 hectdreas
2017 88363 59381
¢cudnto bosque existié en 2005? 160000
80,563 hectareas 140000
120000
&cudnto bosque existe actualmente? 100000
-
80000 <1
59,381 hectdreas - Plot Area
60000 ~
Si el ritmo de pérdida de h il siendo el lado écudndo dejard la 40000
Meseta Purépecha de tener bosques? 20000
0
Considerando que aumentan los cultivos de aguacate en 1,925 hectéreas 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020
cada afio, el bosque se perdera en aproximadamente 30 afios. o hectareas aguacate bosque existente

nueva experiencia. Esto explica por qué E1 utiliz6 conocimiento lineal e
intentd describir la deforestacion mediante una funcién cuadratica [12].

Estudiante E2

En el primer modelo, el estudiante sefiald haber utilizado su conocimiento
sobre ecuaciones lineales y sistemas de ecuaciones lineales:

[13] E2: Ahorita que estain mencionando ;por qué no lo pudimos haber re-
suelto con una ecuacion lineal o algo asi? Yo en todo trato de meter las ecua-
ciones lineales o los sistemas de ecuaciones lineales, y me acordaba de estarlo
resolviendo asi. Pero, habia cosas que no concordaban.

El estudiante report6 que inicialmente buscé una tasa de cambio cons-
tante para generar un modelo lineal. Los datos de la MEA, provenientes de
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distintas fuentes, le hicieron dudar respecto del uso del modelo lineal, ya
que vio ciertas inconsistencias. Reporto, ademas, creencias y tener ciertas
habilidades para crear un modelo:

[14] E2: Yo sé que parte de la metodologia que se sigue en esta perspectiva es
que no tenemos que dejar que nuestro estado de frustracion llegue a tal, que
no hagamos nada; sino que es empezar a hacer algo y ver si eso que hiciste te
funciond, y si no, pues a la mejor tomas [sic] otro camino, y otro camino, y es

como intentar e intentar.

Esta creencia le permiti6 a E2 tomar la decision de graficar y tratar de
analizar la situacién con un modelo distinto; es decir, lo llevé a presentar
un modelo final basado en una funcién exponencial (cuadro 5).

En ese modelo se pueden observar representaciones tabulares y grafi-
cas, a partir de las cuales describid la situacion, pero no se comprometio a
dar respuestas puntales a las preguntas del problema.

Debido a que no supo cdmo encontrar una expresion algebraica que
describiera el comportamiento de la grafica obtenida, que ajustara a los
datos, decidié no comprometerse con una respuesta para la pregunta del
problema: ;cuando desaparecera el bosque?, y en cambio respondié que
no pasaran muchos anos para que el bosque desaparezca.

Observaciones. El estudiante E2 mostré habilidad para usar su conoci-
miento desarrollado para resolver el problema. Primero model6 a través
de sus conocimientos sobre funciones lineales y posteriormente utiliz6 su
conocimiento sobre las funciones exponenciales. En su sistema conceptual
existia la creencia de que la gréfica por si sola no podria ayudar a estimar y
predecir cuando se acabaria el bosque. Buscaba valores exactos, asi que
requeria una funcidn algebraica, lo cual, posteriormente se dio cuenta, po-
dria haberla obtenido a través de Excel. De acuerdo con Lesh y Doerr
(2003), las MEA fomentan que los estudiantes, quienes al principio descri-
ben situaciones apoyados en una herramienta conceptual, en este caso
exponencial, pueden ir mas alla para ahora pensar en la herramienta
(Lesh y Doerr, 2003). El estudiante se encontraba en la fase de reflexion
sobre su grafica construida y la representacion algebraica asociada.
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Cuapro 5. Modelo final construido por el estudiante E2
Carta

Estimada Yuri:

Tu preocupacién por la conserva del bosque gue se encuentra en
la regién de la Meseta Purépecha, es una problematica real gque
de no ser gue el gobiernc tome acciones prontas por regular el
drea de deforestacién del bosque y cese su permisiva y asigne
cotras areas para el cultivo de aguacate diferentes a el &rea del
bosque puede ocasionar en pocos afios que se termine
completamente el bosgue.

De acuerdo con la informacién que recolectaste, gue por cierto
es de diferentes fuentes y por lo mismo puede haber variaciones
de la realidad; te muestrec el resumen de los datos y una gréafica
con la gue se distingue una disminucién exponencial del bosque y
por lo tanto no pasardn muchos afios para que desaparezca.

Afio Area Bosque
1976 346,751
1991 339,400
2000 325,730
2006 314,176
2014 147,744

Area Bosque

400000

350000 . —.\‘_\
300000 \
250000 \

200000
\.__ =®=Area Bosque

150000

100000

50000

0 T T T T |
1970 1980 1990 2000 2010 2020

Estudiante E5

Durante la discusion grupal, el estudiante E5 reporté que el andlisis de los
datos inicialmente lo condujo a pensar en la creacién de un modelo expo-
nencial para describir el crecimiento del cultivo de aguacate:
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[15] E5: Estos datos los meti en Excel... y hallé una linea de tendencia. Ini-
cialmente yo vi, y dije: “{Ah debe ser una aproximacién exponencial!”

En cuanto a sus habilidades de modelacion, estuvo analizando los da-
tos con cuidado, observando las diversas fuentes, y el patron de decreci-
miento del bosque, y con apoyo de Excel graficé para buscar la curva de
mejor ajuste.

[16] E5: Si fueran datos s6lo de una fuente, muy probablemente si ajustaria la
exponencial.

Para el modelo final, E5 menciond haber hecho regresion cuadratica
(cuadro 6). Al evaluar resultados, encontrd coincidencias con la asevera-
cién de Greenpeace.

Cuapro 5. Modelo final construido por el estudiante E5, consensuado
por los estudiantes E3 y E4

y = 132.3602006x* — 525492.5004x + 521601161.1

Carta de Ayuda a Yuri
Querida Yuri, espero se encuentre bien, he revisado la informacién que recopild y he
planteado algunas cosas que quizd puedan ayudarla a resolver las dudas que se plantea.
Aunque teniendo en cuenta que el documento estd escrito en agosto del 2017, quizé las
respuestas no sean tan “inmediatas™ como se quisiera.
Trataré de ser explicito en ¢l procedimiento que he seguido. Recopilé y organicé la

a las canti de cultivo " en los afios
se presenta dicha i i6n en la siguiente tabla:
Hectéreas en la Meseta
Afio | (Pino, Pino-Encino y
Encino)
1976 34606
1991 41957
[1993 39849
2000 55627
2006 67181
L2014 147744

Con ésta, utilicé el paquete ofimitico Excel, para realizar un grifico y determinar una
linea de tendencia (polinomial) con el fin de encontrar una férmula que describiera
el iento del cultivo en funcién de los afios.

Cultivo de Aguacate

y = 132,3602006x - 525492.5004x + 521601161.1

EEREREE

La ecuacion que describe aproximadamente el comportamiento es

donde y es la cantidad de hectéreas de cultivo y x es el afio.

Ademis, usted recopil6 que La Meseta de Purépecha tiene una extension territorial
total de 381357 ha, con la funcién descrita y este dato, podemos hacer los cilculos

i0s para aproximar las resp a sus preguntas. El orden que usted las plantea:

{Cudinto bosque existi6 en 1976?, en el afio 1976, basados en la funcion descrita, el
cultivo de aguacate tendria una extension territorial de 38442.93 ha aproximadamente, con
lo cual, el bosque tendria en ese momento aproximadamente 342914.07 ha.

(Cudinto bosque existié en 2005?, de igual manera, basados en la funcién, en 2005
tendriamos aproximadamente 80013.22 ha de cultivo de aguacate, por ende, solo
301343.78 ha de bosque.

(Cudinto bosque existe actualmente?, como lo mencionaba antes, quizi para esta
fecha no resulten dtiles las respuestas que le dé, pues ha pasado casi un afio desde su nota.
Sin embargo, la funcién planteada, en 2018, prevé una cantidad aproximada de 170916.84
ha de cultivo de aguacate, con lo cual quedarian unas 210440.16 ha de bosque
aproximadamente.

(¢ Cudnto bosque existira dentro de 10 afios? Tomando en cuenta que su pregunta s
hizo en 2017, para 2027 tendremos un aproximado de 260057.44 ha de cultivo de aguacate,
por ende, habrd un aproximado de 121299.54 ha de bosques.

Cudndo dejaré la Meseta Purépecha de tener bosques? Segiin la funcién, en
aproximadamente 2036, ¢l cultivo de aguacate tendria la extension total del bosque de La
Meseta de Purépecha.

Quiz no sean noticias muy alentadoras, pero cabe aclarar que no hay “tantas™
lecturas de hectireas en los distintos afios como para predecir con exactitud lo que ocurrird
ni cuando, sin embargo, la tendencia de aumento se mantiene y se intensifica con los afios.

Anilisis de de diseiio de las de modelos:

Efectivamente, la actividad cumple con los 6 principios considerados, pues provoca la

construccion de modelos que permitan describir, explicar y predecir el comportamiento del
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[17] E5: Me daba que en el 2036; o sea, coincidiendo con lo que dice Greenpea-
ce, en poco mas de 30 afios, decian ellos que se iba a acabar [el bosque].

Observaciones. Este estudiante, al explicar su proceso de solucién de la
MEA durante la discusion grupal, no sélo describi6 la situacién apoyando-
se en su conocimiento matematico, sino que exhibié dominio del mismo,
lo cual le permitié evaluar cual era el mas pertinente para obtener una
descripcién. Mostrd fluidez representacional, aspectos importantes de
acuerdo con Lesh y Doerr (2003), como parte del conocimiento matema-
tico que deben poseer los estudiantes. Asimismo, compartié con el resto
de sus compaiieros ese conocimiento, influyendo significativamente en el
desarrollo de sus sistemas conceptuales.

Observaciones generales a los modelos construidos

Los resultados anteriores dejan ver que la MEA deforestacion permitié a
los estudiantes incluir procedimientos aritméticos, graficos y algebraicos
como parte de sus modelos. Discutirlos en equipo y en la sesion grupal los
condujo a reflexionar sobre su propio conocimiento matematico y sus ha-
bilidades para utilizarlo. También se observaron creencias, como no ser ca-
paces de proponer un modelo —debido a la forma como se les ensef6 las
matemadticas en el aula— pero ser conscientes de su potencial.

Los estudiantes revelaron que efectivamente no sélo se involucraron
de manera logica matematica sino que involucraron sentimientos, valores,
creencias y disposiciones. Este sistema conceptual estuvo en constante
cambio, modificacién y refinamiento en la medida en que reflexionaron e,
interactuaron entre si y al resolver el problema; es decir, resolver la MEA les
permiti6 aprender matematicas como se concibe en la Mmp (Lesh, 2010;
Lesh y Doerr, 2003). Algunos aspectos, observados en la evoluciéon del
aprendizaje (ciclos de modelacién), que pueden subrayarse, ademas de los
ya mencionados, son los siguientes:

Hubo reinterpretacion de modelos construidos por todos los estudiantes. Por
ejemplo, E3 y E4 modificaron sus ideas iniciales e identificaron que su mo-
delo se podia caracterizar como lineal, ademas de que determinaron pos-
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teriormente que el modelo cuadratico describia y predecia mejor el feno-
meno de deforestacion. E2 y E5 reportaron haber autoevaluado su propio
modelo y esa autoevaluacion les permitié modificarlo y, por lo tanto, hubo
al menos un nuevo ciclo de modelacion (en términos de Lesh y Doerr,
2003).

Se observé la necesidad de utilizar diversidad de representaciones. E3 y
E4 mencionaron que les faltd el uso de diversidad de representaciones. Su
interés se centré en buscar respuestas [8], pero ahora entendian por qué
debian utilizar diversidad de representaciones. E1 y E2 usaron representa-
ciones tabulares y graficas (cuadros 4 y 5), ademas de lenguaje escrito,
mientras que E5 utiliz, ademas de las representaciones tabulares y grafi-
cas, las algebraicas (cuadro 6). Para estos ultimos estudiantes las herra-
mientas tecnoldgicas (GeoGebra y Excel) fueron un recurso que les facili-
t6 la construccion de los medios representacionales.

Se describio qué es modelar y como hacerlo. En las intervenciones de E1
y E2 se observan conversaciones al respecto: [9] y [14]. Una intervencién
mas de E2 da muestra de lo anterior.

[18] E2: Donde dices que estabas perdida [refiriéndose a E2] en el problema,
en realidad estabas ocupada en el problema; estabas tratando de encontrar
una solucion [...] Eso es parte de lo que es el proceso de modelacion.

Se reconocié que los modelos se construyen, modifican y refinan. Los es-
tudiantes se dieron cuenta de que la experiencia matematica y el conoci-
miento que cada uno tenia fue fundamental para construir modelos. Ellos
lo reportaron al mencionar qué conocimiento tenian, por qué decidieron
utilizarlo y por qué decidieron cambiar algunas de sus ideas iniciales.

Se mostro sensibilidad hacia la situacion problema. Los estudiantes
mostraron empatia y sensibilidad ante el problema, reconociendo que la
situacién planteada debia cambiar, porque de lo contrario afectaba al eco-
sistema, en particular a la Meseta Purépecha.

[19] E5: Eso es delicado [refiriéndose al problema y a la posibilidad de per-
der el bosque] porque México no es que cuente con muchas reservas de
bosque.
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Conclusiones

Esta actividad (MEA) permitid a los estudiantes construir modelos linea-
les, cuadraticos y exponenciales. La discusion en equipo y en grupo de los
modelos construidos y de los ciclos de modelacion desarrollados al resol-
ver la MEA les permitié reflexionar sobre conocimiento matematico, ma-
nejo de informacion, estimacion, sistematizacion y creencias, hacia las
matemadticas y hacia la modelacién. Tuvieron la oportunidad de profundi-
zar en conceptos como funcidn, ecuacion, variacion e incognita, y de rela-
cionarlos entre si. La tecnologia, por su facilidad para elaborar modelos e
incluir varias representaciones, les permitié utilizar diferentes representa-
ciones. Reflexionaron sobre la importancia de profundizar en su conoci-
miento sobre modelos, utilizar varias representaciones, desarrollar fluidez
representacional y, consecuentemente, habilidades de modelacién. Consi-
deramos, por lo tanto, que las MEA pueden ser excelentes propuestas de
aprendizaje de matematicas porque no sélo permiten el desarrollo y la
profundizacién de conocimiento y creencias por parte de los estudiantes,
sino también la autoevaluacion constante y el desarrollo de habilidades
matematicas.
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Resumen

Se presentan resultados preliminares de la implementaciéon de una tarea
de aprendizaje en el contexto de la geometria, particularmente en el topico
de los cuadrilateros. La investigacion es un estudio de caso, pues se trabajo
con un estudiante de primer semestre de licenciatura de fisica una univer-
sidad publica de México. Los datos recabados son de naturaleza cualitativa
y consisten principalmente en dialogos entre el profesor y el estudiante. Por
motivos de la contingencia sanitaria actual, la actividad se llevé de manera
virtual y sincrdnica, por medio de una plataforma de videoconferencia que
hizo posible grabar la sesion de trabajo. En el andlisis de los datos se da
especial énfasis al proceso inquisitivo que detond el profesor por medio de
preguntas, como uno de los principales elementos de la estrategia diddcti-
ca de la resolucion de problemas, y que nos permiti6 identificar procesos
de aprendizaje con entendimiento.

Palabras clave: resolucion de problemas, proceso inquisitivo, tareas de
aprendizaje matematico, cuadrildteros.
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EL PROCESO INQUISITIVO COMO UN ELEMENTO CENTRAL

Existe consenso entre la comunidad de educadores, investigadores y pro-
fesores de matematicas sobre la importancia de privilegiar el entendimien-
to versus la memorizacion en las clases de matematicas (Barrera et al.,
2021; Barrera y Reyes, 2014). Segun estos autores, el entendimiento se
considera fundamental en los procesos de aprendizaje, ya que al entender
una idea ésta se puede usar y adaptar para resolver problemas, y para abor-
dar otros conceptos y otros métodos. Barrera y Reyes (2014) definen el
aprendizaje con entendimiento como aquel que permite comprender y pro-
fundizar en los conceptos, ideas y procesos centrales, ademas de identifi-
car las relaciones entre estos elementos. Y refiriéndose al término entendi-
miento, parten de la definicion de Hiebert et al. (2000), quienes lo considera
cuando una cosa se relaciona o se conecta con otra ya conocida previa-
mente. Es importante afiadir que relaciones tienen que ser estructuradas,
lo que significa que esas deben permitir profundizar en dichas ideas o
conceptos. Estas ideas son acordes con la concepcion de las matematicas
como una disciplina donde lo relevante consiste en comprender ideas,
conceptos y procesos, asi como la forma en que se relacionan entre si.

Un posible medio para tratar de lograr lo anterior es el planteamiento de
tareas de aprendizaje matematico (en adelante usaremos el acrénimo TAM,
[Campos y Torres, 2018; 2017]. Las TAM se definen como el medio a través
del cual el profesor puede organizar los topicos a abordar en clase. Stein, Re-
millard y Smith (2007) consideran que la instruccién puede organizarse al-
rededor de estas tareas, en las que se determina qué y como aprende el estu-
diante. Adicionalmente, estas tareas pueden estructurarse con base en la
aproximacion diddctica denominada resolucion de problemas, originalmente
planteada por Polya en 1945 y revisitada por Schoenfeld (1985).

De acuerdo con autores como Santos-Trigo (2007) o Torres et al. (2022),
cuando se utiliza un enfoque de ensefianza basado en la resolucién de pro-
blemas, un elemento de especial interés es el proceso inquisitivo en el que
los aprendices se vean involucrados, a través de las preguntas que les realiza
el instructor, para, entre otras cosas, mantener un nivel adecuado de de-
manda cognitiva (Smith y Stein, 1998) durante el desarrollo de la actividad.

Este término, demanda cognitiva, se refiere al grado en que una activi-
dad pone en juego un conjunto de caracteristicas que pueden favorecer los
procesos de comprension o aprendizaje con entendimiento. Este modelo
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tedrico fue propuesto en 1998 por las investigadoras Stein y Smith y con-
siste en una escala para valorar la complejidad del razonamiento requeri-
do para resolver problemas. En términos generales, se considera que una
actividad o tarea de aprendizaje con alta demanda cognitiva debe conside-
rar los siguientes elementos: favorecer la creaciéon de conexiones entre
distintos conceptos e ideas, proporcionar un tiempo suficiente para su rea-
lizacién y propiciar que los estudiantes realicen preguntas, formulen con-
jeturas y elaboren explicaciones o justificaciones.

En relacion al tema seleccionado para la TAM considerada en esta con-
tribucidn, los autores tomamos en cuenta dos aspectos principales: en pri-
mer lugar, que el topico de los cuadrilateros articulados se puede introdu-
cir en un curso universitario de fisica, particularmente en el area de la
cinematica, y, en segunda instancia, que en este contenido habiamos iden-
tificado elementos potenciales para poner en practica nuestras ideas acerca
de las tareas de aprendizaje matematico, basadas en la aproximacion de la
resolucion de problemas, con énfasis en el proceso inquisitivo que puede
desarrollar el profesor de matematicas.

En este sentido, los autores identificamos que el tépico de los cuadrila-
teros resulta de interés por dos razones que evaluamos a continuacion.
La primera razdn de este interés es de naturaleza puramente matematica
(procesos de razonamiento) o incluso del contexto cientifico (como una
representacion de fenomenos fisicos o mecanicos). En el primer caso,
los autores identificamos que una tarea de este tipo puede potenciar los
procesos de razonamiento y descubrimiento en los estudiantes. La idea
central es que la tarea de aprendizaje contribuya al desarrollo de algunas
habilidades y actitudes en los estudiantes que incluyan el desarrollo de
estrategias para resolver problemas, asi como el fortalecimiento de actitu-
des inquisitivas, elementos que consideramos fundamentales para el logro
de los aprendizajes, ademds de estar en concordancia con los referentes
tedrico-metodologicos considerados. La segunda razon se identifica en el
hecho de que este contenido se puede relacionar estrechamente con el es-
tudio en los cursos de fisica, de topicos relativos a los mecanismos articu-
lados de cuatro barras, cuyo analisis de movimiento es de interés en el
estudio de la cinematica, ya que incluye la revision de aspectos como des-
plazamiento, rotacion, rapidez y aceleracion (Olmedo y Echeverria, 2018).
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Referentes teoricos

La aproximacion didactica de la resolucion
de problemas

La aproximacion didactica conocida como problem solving (resolucion de
problemas) propuesta inicialmente por George Polya como un enfoque
practico dirigido a los profesores de matematicas y posteriormente reto-
mado por Alan Schoenfeld para afianzarlo como una linea de investiga-
cién orientada mas hacia los educadores matematicos, considera que los
elementos del pensar matemdticamente se ven favorecidos en un ambiente
de resolucion de problemas. Schoenfeld (1985) establece que “Aprender a
pensar matematicamente involucra mas que tener una gran cantidad de
conocimiento de la materia al dedillo. Incluye ser flexible y dominar los
recursos dentro de la disciplina, usar el conocimiento propio eficiente-
mente, y comprender y aceptar las reglas tacitas de juego. (p. xii)”

Sobre la pregunta: ;qué son las matematicas? De hecho estamos de
acuerdo con la idea de que las matematicas son la ciencia de los patrones
(Steen, 1988, 1998), y con la perspectiva de Halmos (1980), de que el cora-
z6n de las matemdticas son los problemas, si los profesores estan de acuer-
do con eso, probablemente busquen proponer actividades enfocadas a
desarrollar en sus alumnos el reconocimiento de patrones, y esas activida-
des estaran enfocadas a través de la resolucion de problemas.

Estas caracteristicas asociadas al enfoque de resolucion de problemas
se relacionan con la forma en que se conceptualiza a las matematicas. En
este sentido, Schoenfeld reconoce que las matematicas son la ciencia de los
patrones: “Las matematicas revelan patrones escondidos que ayudan a
comprender el mundo que nos rodea [...] El proceso de ‘hacer’ matemati-
cas es mas que calculos y deducciones; involucra la observacion de patro-
nes, la prueba de conjeturas, la estimacion de resultados (Schoenfeld,
1992, p. 343).
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Aprendizaje con entendimiento

En este sentido, de qué significa entender en matematicas, autores como
Carpenter y otros (1994) definen la comprension en términos de las cone-
xiones entre lo que ya se conoce y lo nuevo por aprender que una persona
puede hacer; pero muchas conexiones no significan necesariamente com-
prension, porque “las conexiones particulares entre constructos pueden
de hecho representar conceptos erréneos, mientras que la verdadera com-
prension de un constructo particular puede requerir que el conocimiento
esté conectado de maneras muy especificas” (Carpenter et al., 1994, p. 3).

Ademas, Hiebert et al. (2000) definen la comprensién en términos de
acciones o procesos que una persona es capaz de realizar: “Entendemos
algo si vemos cémo esta relacionado o conectado con otras cosas que sa-
bemos” (p. 4).

Otro tema importante relacionado con la comprension en matemati-
cas son los diferentes significados que los estudiantes pueden dar a algin
concepto matemadtico.

Carpenter et al., (1994) afirman que es posible dar una comprension
profunda a través de diferentes formas de representacion, porque “se pue-
den construir conexiones entre las diferentes formas de representacion (fi-
sica, pictdrica, simbdlica, hablada y escrita) y dentro de una forma de re-
presentacién particular”(p. 4).

En este sentido, autores como Stein, Remillard y Smith (2007) consi-
deran que el tipo de conocimiento desarrollado en la clase de matematicas
estd intimamente relacionado con el tipo de tarea elegida por los profesores
para trabajar con sus alumnos; por lo tanto, las creencias de los profesores
sobre ;qué son las matematicas, qué significa aprender matematicas y el
tipo de tarea de aprendizaje matematico introducido en clase, son elemen-
tos importantes para definir las formas de conocimiento que promueven.
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Las acciones del profesor: el proceso inquisitivo

Cuando se plantean tareas de instruccion con un enfoque de resolucion de
problemas que busquen desarrollar entendimiento, el rol del profesor es
fundamental, tal como senalan Barrera et al. (2021) y Barrera y Reyes
(2014). El papel del profesor empieza desde disefia de un ambiente propi-
cio para el aprendizaje, conocer coémo piensan sus estudiantes, identificar
diferentes formas o estilos de aprendizaje y, desde luego, disefiar o adecuar
una tarea de aprendizaje, que se definen como tareas que permiten al estu-
diante discutir acerca de ideas matemadticas importantes y comunicar los
resultados de estas reflexiones.

Pero no basta solamente con elegir o disefar la tarea, sino también re-
sultan relevantes el tipo y las caracteristicas de las acciones que el profesor
realiza durante su implementacion, en este orden de ideas, Hiebert (2000)
propone, entre las dimensiones del aprendizaje con entendimiento, el pa-
pel del profesor (véase figura 1).

Dentro de esa dimension, el autor considera como caracteristicas cen-
trales del rol del profesor las siguientes: en primer lugar la seleccion de ta-
reas tomando en cuenta el propdsito de las mismas; en segundo lugar, pro-
porcionar al estudiante la informacion esencial que le permita resolverla, y
en tercer lugar, crear un ambiente o una cultura propicios dentro del aula
que promueva el desarrollo del proceso de resolucion.

Los autores de esta propuesta, consideramos adicionalmente que, den-
tro de este rol del docente, reviste importancia el conjunto de acciones re-
lativas a la forma de guiar las acciones desarrolladas durante la TaM, prin-
cipalmente el proceso inquisitivo (Campos y Torres 2018, 2017).

Consideramos que una de las funciones mas relevantes durante la im-
plementacion de tareas de aprendizaje con este enfoque es precisamente
ese proceso inquisitivo que el profesor desarrolla con sus estudiantes.

;Como ocurre este proceso? No existen formulas infalibles que asegu-
ren resultados éptimos de este proceder; sin embargo, creemos que son de
utilidad las siguientes consideraciones: el profesor debera elaborar una se-
rie de preguntas que vayan guiando la actividad y decidir el momento en
que las debera presentar en el escenario elegido; lo anterior con la finali-
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Ficura1. Dimensiones del aprendizaje con entendimiento, segun Hiebert et al. (2000)

DIMENSIONS CORE FEATURES

Make mathematics problematic

Nature of Classroom Tasks Connect with where students are
Leave behind something of mathematical value

Select tasks with goals in mind
Share essential in formation
Establish classroom culture

Role of the Teacher

Ideeas and methods are valued
Students choose and sharetheir methods
Social Culture of Classroom Mistakes are learning sites for everyone

Correctness resides in mathematical argument

Meaning for tools must be constructed by each user
U se with purpose — — to solve problems
Used for recording, communicating and talking

Mathematical Tools as Learning Supports

dad de conducir a los estudiantes al desarrollo de competencias matemati-
cas de interés, tales como la argumentacion, la justificacion, la generaliza-
cidn, la elaboracion de conjeturas y la comunicacion de resultados.

Este proceso, ademas, debe permitir extender la actividad en el sentido
de poder proponer, a partir del enunciado original, otras actividades que
pudieran complementar el logro de las competencias buscadas. Este proce-
so inquisitivo puede permitir que una tarea o una actividad de aprendizaje
matematica pueda alcanzar distintos niveles de demanda cognitiva (Cam-
pos y Torres, 2018, 2017).

El empleo de herramientas digitales
en la ensehanza

Diversas investigaciones han identificado el importante rol que pueden ju-
gar las herramientas digitales en la ensefianza de la matemadtica, dado su
caracter de mediadores instrumentales entre el aprendiz y el objeto de es-
tudio (Santos-Trigo, 2020; Moreno-Armella, 2014). En este sentido, auto-
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res como Hillmayr et al. (2020) consideran que dichas herramientas digi-
tales promueven formas de pensar y aprender distintas, en contraste con el
empleo de lapiz y papel.

Aungque la integracion de las tecnologias digitales conlleva un gran po-
tencial para la ensefianza y el aprendizaje, incluye algunos factores que
pueden resultar decisivos en el trabajo matematico que se desarrolla en
el aula. Se considera que los factores mas importantes que pueden llevar al
éxito o al fracaso en la implementacion de una tarea de aprendizaje en el
aula, van desde el disefio de la herramienta digital, el potencial pedagdgico
desarrollado dentro de la tarea, hasta el rol del profesor y el contexto de la
actividad (Drijvers, 2013). De este modo, es importante identificar y ca-
racterizar los factores decisivos para que la implementacion de una tarea
de aprendizaje funcione o no funcione adecuadamente. De lo anterior se
reconoce que uno de los factores fundamentales para que una tecnologia
digital funcione o no se relaciona estrechamente con las practicas y las ex-
periencias de los profesores, lo que desde luego incluye sus acciones du-
rante la implementacion de esas tareas en el aula.

Metodologia

La investigacion realizada tuvo como proposito analizar si el proceso in-
quisitivo establecido por un profesor al plantear una tarea de aprendizaje
sobre cuadrilateros permitioé que el estudiante desarrollara algunas de las
competencias mencionadas.

El profesor propuso la actividad al estudiante por medio de la plata-
forma jitsi meet; ademas fomento el uso de GeoGebra como una forma de
verificar posibles conjeturas o simplemente para explorar ciertas ideas
que fueran surgiendo durante la implementacion. El enunciado de la tarea
consistio en solicitar al estudiante que tratara de establecer un criterio si-
milar a la conocida desigualdad del tridngulo, pero en este caso para cuadri-
lateros.

Sin embargo, no sélo para saber si dados cuatro segmentos era posible
construir un cuadrilatero, sino que se buscaba, ademas, que, sin importar
la configuracion de los cuatro lados, es decir, el orden en que se conecten,
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FiGura 2. Vista de una construccion en GeoGebra de la propuesta implementada

Problema del cuadrilatero

M P buscar O A - B oA O & O robwanme 220 |

pudieran estar siempre conectados, incluso si éstos tuvieran que cruzarse
(véase figura 2).

La sesion se videograbo y se realizé su transcripcion para posterior-
mente analizar el proceso inquisitivo efectuado por el profesor y como
condujo al estudiante al logro de las competencias deseadas.

Para el analisis de la implementacion de la actividad durante la sesién
estudiada se considero a la clase entera como un “gran episodio’, segun la
clasificacion de Schoenfeld (2000), retomada por Fernandez et al. (2018).
Con base en este tipo de analisis, se propone identificar subepisodios. Un
subepisodio viene representando entonces un momento o un conjunto
de reacciones encadenadas que tienen un proposito especifico (Fernan-
dez et al., 2018). Con base en este esquema de analisis, identificamos los
fragmentos de transcripcion de la grabacion con subepisodios espe-
cificos, tomando en cuenta, ademads, el elemento inquisitivo de nuestro
interés.

Es importante indicar que este elemento inquisitivo tiene estrecha re-
lacion con una de las dimensiones o factores enlistados por Schoenfeld
(1992) en su modelo de resolucion de problemas: las heuristicas, entendi-
das como los recursos de busqueda que incluyen identificar nexos, relacio-
nes, asi como casos, y explorar rutas distintas (Dia y Diaz, 2018). Las res-
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tantes dimensiones antes mencionadas son: conocimientos especificos,
control, practicas y, finalmente, creencias y afectos.

Consideramos asimismo que este proceso inquisitivo, como parte del
enfoque de resolucion de problemas, permite al aprendiz identificar y ana-
lizar la informacién clave dentro del problema que se esta resolviendo
(Santos-Trigo, Barrera y Camacho, 2021).

Analisis de resultados

A continuacion se presentan algunos fragmentos de la transcripcion reali-
zada a partir de la grabacion de la sesion. Estos fragmentos, tal como lo
mencionamos en la metodologia, corresponden a subepisodios 0 momen-
tos clave de la sesion, considerados de esa manera en virtud de su aporte a
la comprension del desarrollo de la sesion.

En la primera parte de la sesion, el profesor introdujo la nocién de la
desigualdad del tridngulo como un antecedente para posteriormente plan-
tear la construccion del cuadrilatero y de esa forma detonar la actividad
con las preguntas iniciales:

Profesor: Considerando lo visto acerca de la desigualdad del tridngulo,
scomo debiera ser un criterio para el caso de los cuadrildteros?, ;se puede
proporcionar un criterio andlogo?, ;como se transita de un caso a otro?

Ante estas preguntas, el estudiante inici6 realizando los primeros in-
tentos por resolver estas cuestiones, en tanto el docente le proporcioné al-
gunos minutos para que desarrollara sus primeros procedimientos.

Este tipo de preguntas que se formulan al inicio de la sesién contienen
el planteamiento del problema a resolver y tienen el propoésito de detonar
las acciones iniciales del estudiante. Puede clasificarse como un tipo de
preguntas cuya finalidad es el establecimiento de la comunicacion (segin
la tipologia de preguntas de Benoit [2020]; (véase el cuadro del apéndice
A). Este tipo de preguntas promueve habilidades cognitivo-lingiiisticas
como describir, explicar y justificar.

Estudiante (después de realizados algunos intentos): ;Tengo que encon-
trar un criterio similar al de los tridngulos?
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Profesor: squé criterio podria yo encontrar o proponer [...] para decidir
si cuatro segmentos de recta pueden ser los lados de un cuadrildtero o no?

Con esta nueva pregunta, el docente intenta reafirmar la interrogante
central planteada inicialmente, esto es, tiene la finalidad de verificar la in-
formacion (Benoit, 2020).

Segtin esa autora, dependiendo del momento de la clase, el cuestiona-
miento proporciona la “posibilidad de que el estudiante haga uso de su
sistema cognitivo para poner en juego una serie de estrategias para el apren-
dizaje [...] al inicio de la sesion el profesor invita a proyectar la informa-
cidén a la generacion de hipdtesis” (p. 102).

En otro momento de la sesion el estudiante comienza a plantear casos
particulares y se detiene en uno en el que utiliza las medidas de los lados:
5, 6, 7 y 8 unidades, corroborando que en este caso el cuadrilatero se for-
ma correctamente y ademds mantiene su configuracion.

Estudiante: jsi son niimeros enteros consecutivos los lados del cuadrild-
tero, éste siempre existe?

Profesor: “Este es el cuadrildtero de lados 5, 6, 7 y 8, y al construirlo se ve
que existe, y que al manipularlo se aprecia que siempre se forma; entonces
esa observacion que ti haces de que si son niimeros enteros consecutivos, el
cuadrildtero siempre existe, stiene sentido? Ahora yo te diria: ;este resultado
puede generalizarse?

Esta pregunta da paso a que el estudiante ensaye con otros conjuntos
de numeros que tienen la condicién de ser enteros consecutivos. Yang
(2017) identifica que la estimulacion hacia el descubrimiento de nuevos
aprendizajes requiere una retroalimentacioén por parte del docente, tanto
en los momentos en que el profesor formula preguntas, como cuando res-
ponde a las del aprendiz.

En el siguiente fragmento de transcripcion en particular, que siguio al
subepisodio previo, se puede observar que tras una propuesta por el estu-
diante (si los lados del cuadrilatero son niumeros enteros consecutivos,
éste siempre se puede construir), el profesor lo empieza a guiar por medio
de nuevas preguntas para tratar de obtener un criterio mas general.

Profesor: Siempre existe, exactamente. Por eso parece que tiene cierto
sentido eso que tii propusiste: lados como niimeros enteros consecutivos, pa-
rece que siempre va a haber cuadrildtero; tiene sentido...
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Estudiante: pero deberia ser mds general, ;no?... Serd que tenga que ver con
que un niimero sea mds grande que otro, es decir, con el valor absoluto

Como puede apreciarse en este fragmento previo, el estudiante conje-
tura acerca de si la existencia y la movilidad del cuadrilatero esta garanti-
zada porque las longitudes de los lados son niimeros enteros consecutivos.

El profesor identifica la oportunidad de que el explore otras posibilida-
des, proporcionando la pauta para que el recorra otras rutas de indaga-
cién, lo que induce realizando nuevas preguntas que guian la secuencia de
reflexiones y acciones del alumno:

Profesor: Los lados se conectaron en orden consecutivo, de menor a ma-
yor, siguiendo un orden, es decir, primero el lado de 5, luego el de 6, luego el
de 7 y al ultimo el de 8. ;Qué sucede si conectamos los lados en orden dife-
rente?, jse sigue formando un cuadrildtero?

En este caso se identifica que la pregunta tiene el propdsito de verificar
la informacion, asi como de propiciar nuevos aprendizajes (véase cuadro
del apéndice A), lo que puede detonar procesos y habilidades de tipo defi-
nir, describir, explicar y argumentar (Benoit, 2020).

En un subepisodio posterior, el docente plantea una nueva interrogan-
te que puede identificarse del tipo de reflexion y nuevos aprendizajes:

Profesor: Puede ser... pero fijate lo que acabas de proponer. Tiene que
ver con que un niimero sea mayor que otro. ;Sabes, por ejemplo, qué caso no
se ha contemplado?, ;qué pasa si, por ejemplo, tres lados son iguales y sélo el
cuarto es diferente, o qué pasa si dos lados son iguales, pero diferentes a los
otros dos, pero que también son iguales entre si?

Estudiante: Ajd...

Con esta intervencion, el docente estimula al estudiante para que ana-
lice mas casos particulares y asegura que la actividad tenga continuidad.
En la literatura de la resoluciéon de problemas, estas ideas se identifican
como el andlisis de casos particulares (Diaz y Diaz, 2018), y la extension del
problema, respectivamente (Jaime, Gutiérrez y Benedicto, 2018).

El andlisis de casos particulares permite al estudiante (resolutor) el des-
glose detallado de las distintas relaciones o conexiones presentes para una
configuracion particular del problema, que aunque no se cumplan para
otras le brinda ideas para continuar con el analisis de nuevos casos (Diaz y
Diaz, 2018). Por su parte, la extension de un problema se refiere a un con-
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junto de estrategias que permiten prolongar la duracion de la TAM, con
base en algunas acciones como introducir nuevos conceptos, inducir nue-
vas discusiones, modificar algun dato, plantear una nueva dificultad o un
reto, entre otras (Jaime et al., 2018).

Adicionalmente, en su estudio de casos Fernandez et al. (2018) identi-
fican en este tipo de subepisodios una interaccién en la que tanto la sus-
tancia de la pregunta como la direccién vienen del profesor, lo que depen-
de de su propia capacidad para hilvanar las respuestas que proporciona el
alumno con las siguientes preguntas que le plantea:

Profesor: ;O qué pasaria si los cuatro lados fuera iguales?

Estudiante: Iguales...si, pues como en un cuadrado...

Profesor: Exacto, como en un cuadrado. Queda claro que un cuadrado
es un cuadrildtero y que sus cuatro lados son iguales... ;Serd que sélo los
cuadrados son cuadrildteros con lados iguales?

En este otro fragmento se hace evidente lo que Fernandez et al., (2018)
senalan: la necesidad de que el profesor provoque activar la memoria del
estudiante para rescatar conceptos previos, procedimientos e, incluso, ac-
titudes que le permitan ir avanzando en la resolucion del problema. San-
tos-Trigo (2008) sefiala al respecto que la comprension o el desarrollo de
ideas matematicas conllevan un proceso de reflexion, en el que el estu-
diante afina o transforma sus ideas y sus formas de pensar, como resultado
de participar en una comunidad de practica o aprendizaje.

En el contexto de la resolucion de problemas, lo anterior significa que
la TAM debe proveer las caracteristicas que permitan al estudiante ir desa-
rrollando sus recursos y sus estrategias y hacer uso de herramientas para
sortear las dificultades iniciales cuando se comienza a resolver un proble-
ma (Santos-Trigo, 2008).

Para finalizar este analisis de los resultados obtenidos es necesario se-
falar que el objetivo propuesto por la tarea presentada al estudiante no se
cumpli6 a cabalidad, ya que se trataba de encontrar un criterio similar a la
desigualdad del triangulo. Pese a ello, los autores consideramos que el em-
pleo del proceso inquisitivo por parte del instructor permitié que se hicie-
ran presentes algunas caracteristicas que favorecen el desarrollo del pensa-
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miento matematico: el analisis de casos particulares, el planteamiento y la
prueba de conjeturas, el seguimiento de distintas heuristicas con la guia
del docente, la comunicacion de resultados, entre otras.

Los resultados preliminares obtenidos pueden servir como base para
volver a trabajar sobre esta propuesta de TAM y, en particular, para realizar
un analisis y una reelaboracién de las preguntas a realizar por el instructor
de la actividad, con la finalidad de acompaiiar en forma mas eficaz al reso-
lutor y promover el cumplimiento del objetivo, el cual consiste en deducir
un criterio general que pueda aplicarse al caso de los cuadrilateros, en for-
ma analoga al caso triangular.

Conclusiones

Al haber analizado la implementacion de la actividad consideramos que el
proceso inquisitivo realizado por el profesor constituye una de los factores
clave no sélo para mantener el interés del estudiante, sino para fomentar
que explore distintas rutas y formule algunas conjeturas, coadyuvando con
ello a mantener un nivel de demanda cognitiva aceptable.

En este punto es necesario aclarar que desde la perspectiva de la reso-
lucién de problemas, la meta no es simplemente hallar una respuesta, ya
no digamos la respuesta correcta, sino que el estudiante logre identificar,
contrastar y explorar distintas rutas de solucion, ademads de fomentar otras
habilidades, como formular conjeturas o comunicar resultados (Santos-
Trigo, 2008).

El proceso inquisitivo desarrollado por el profesor resulté importante,
como se detalla a continuacion: se identificé que el estudiante se compor-
taba de manera pasiva durante varios episodios de la implementacién de
la tarea, se quedaba callado o no hacia propuestas relevantes. Sélo por me-
dio del proceso inquisitivo efectuado por el profesor la tarea de instruc-
cién pudo avanzar, y si bien no se concluyd satisfactoriamente, se logrd
que el estudiante identificara algunos patrones (como el de los lados sien-
do enteros consecutivos), propuso una alternativa de desigualdad para
cuadrilateros y, en general, aventurd conjeturas aunque no concretd en la
generalizacion.
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En lo que respecta al empleo de una herramienta digital, en este caso
GeoGebra, como elemento central de la tarea implementada, es relevante
senalar que su uso facilité la exploracion de las distintas estrategias, asi
como el analisis de algunos casos particulares. En la literatura se reporta
que el empleo de este tipo de herramientas tiene el potencial de extender
el repertorio de heuristicas empleadas (Santos-Trigo, 2007). En particular,
un sistema de geometria dindmico como GeoGebra contribuye a que
emerjan nuevas rutas de representacion, de exploraciéon y de discusién
(Santos-Trigo et al., 2021).

Asimismo se ha identificado que la incorporacidn pertinente de he-
rramientas digitales en el disefio de una TAM, en combinacién con el ele-
mento inquisitivo desplegado por el docente, permite transformar una
actividad, en apariencia sencilla, en una actividad mas robusta (o lo que
también se denomina en la literatura una tarea enriquecida (Jaime et al.,
2018), atendiendo al propdsito senialado con anterioridad: contribuir a
alcanzar un aprendizaje con entendimiento, fortaleciendo simultanea-
mente el desarrollo de los procesos de reflexion y del pensar matemadtica-
mente.
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APENDICE A

Tipologia de preguntas de acuerdo con su finalidad

Finalidad

Habilidad cognitiva-lingiiistica predominante

Verificacion de informacién

Definir/describir

Fines practicos

Explicar

Reafirmacion de la emotividad

Justificar

Establecimiento de la comunicacion

Describir/explicar/justificar

Reflexion

Describir/explicar/justificar/argumentar

Aprendizaje

Definir/describir/explicar/justificar/argumentar

FuenTE: Benoit (2020).
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4. Reflexiones sobre modelacién y covariacion desde
situaciones de aprendizaje

MARCELA FERRARI EscoLA’
MaRia ESTHER MAGALI MENDEZ GUEVARA?

Reflexionamos en este espacio sobre la experiencia vivida en la octava edi-
cién del Taller Internacional Tendencias en la Educaciéon Matematica Ba-
sada en la Investigacion que cobijo el desarrollo de las actividades que aqui
presentamos. En la modalidad de taller en linea nos propusimos que los
participantes conocieran, discutieran y vivenciaran dos disefios de apren-
dizaje sustentados por el entrelace de dos constructos tedricos: uno, la mo-
delacion escolar, categoria socioepistemologia, y otro, la covariacién, invo-
cada para estudiar el desarrollo del razonamiento covariacional que emerge
en el acto de modelar fendmenos logaritmico-exponenciales.

La metodologia que organiza esta exploracion es la investigacion basa-
da en diseno. Reportamos en este escrito la estructura y la intencién de
dos disenos de aprendizaje desarrollados de forma sincrénica en sendas
sesiones con 13 participantes del evento, asi como reflexiones sobre las
producciones recogidas en los momentos asincronos vinculados al taller.

Palabras clave: Modelacion escolar; razonamiento covariacional logaritmi-
co exponencial
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Introduccion

La nocion de funcion es uno de los conceptos mas estudiados en matema-
tica educativa. Varias son las posturas y las perspectivas que se han desa-
rrollado para comprender, cognitiva y didacticamente, lo que demanda a
estudiantes y profesores apropiarse de este objeto. Evidencias de ello se
pueden encontrar, por ejemplo, en el compendio de investigaciones publi-
cadas por Harel y Dubisnky (1992), desafio que se mantiene vigente, gene-
rando diferentes acercamientos tedricos y metodologicos. Sin embargo, en
este trabajo, nos enfocamos en dos constructos teéricos especificos: la mo-
delacion y la covariacidn, intimamente relacionados con el estudio de va-
riaciones conjuntas.

Respecto de la modelacion en matematica educativa existe una varie-
dad de acepciones tedricas, la pragmatica y la cientifico-humanista de las
cuales se han desprendido muchas mas, que posicionan a la modelacién
como un proceso ciclico que ayuda a comprender la matematica, a investi-
gar en la ensefianza de las matematicas o a construir conocimientos mate-
maticos. Bastaria revisar los reportes hechos por Trigueros (2006), Arrieta
y Diaz (2015), Kaiser (2017) u Oliva (2019) en los que se hace una re-
flexion sobre las posturas de modelacién en las investigaciones en mate-
matica educativa.

Las actividades basadas en estas acepciones atienden diversas aristas
de las problematicas del aula de matematicas; por una lado, se puede pro-
poner una secuencia didactica desencadenada desde una situacién de re-
ferencia extramatematica que provoque cuestionarse sobre conceptos ma-
tematicos y de otras disciplinas para fomentar la aplicaciéon de conceptos
matematicos y su relacion con los de otras disciplinas al interpretar o solu-
cionar la situacién de referencia planteada (Rodriguez y Quiroz, 2016).
También podemos encontrar actividades de modelacion que se hacen taci-
tas en la resolucidn de una serie de problemas que implican pasar por pro-
cesos ciclicos de analisis de resultados, en contraste con los problemas
(Lopez, Molina y Castro, 2017), o bien situaciones de aprendizaje que pro-
mueven exaltar la naturaleza y la transversalidad del conocimiento mate-
matico en diversos dominios, matematicos y no matematicos, con énfasis
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en las practicas que se usan para explicar y comunicar mediante la confor-
macion de argumentos que permitan tomar decisiones en una situacién
particular (Zaldivar y Bricefio, 2019).

Por supuesto, esto refleja una variedad de razones y formas de incluir la
modelacién en la ensefianza de las matematicas, en tanto se muestra como
un proceso que permite la aplicacion, la significacion o la construccién y
el desarrollo de conocimientos matematicos por parte de quien modela.

Particularmente, la perspectiva de modelaciéon que sustenta el segun-
do disefio de aprendizaje que se exhibe en este escrito se basa en la teoria
socioepistemoldgica. Desde esta postura sus estudios modelan la construc-
cion social del conocimiento matemdtico (Cantoral, 2013, p. 97); en este
sentido, nos interesa poner en juego el proceso de modelacién siempre
que permita a los estudiantes construir sus conocimientos matematicos en
tanto reconocemos que sus construcciones estan cargadas de argumentos
socioculturales del contexto en que se construyen y de quien los construye.

En esta génesis de saberes se entrelaza el razonamiento covariacional
que da forma y sustenta la descripcion de fenémenos. Un ejemplo lo en-
contramos en Gonzales (2021), quien, tomando el cambio climatico como
eje central de discusion sobre modelacion, evidencia que, a medida que el
razonamiento covariacional de los participantes avanza al trabajar en las
tareas, también profundizan su analisis de los constructos necesarios para
entender y modelar el cambio climatico. Una sintesis de la variedad de re-
portes de investigacion que apoyan la afirmacién de que el razonamiento
covariacional es una base poderosa para la comprensiéon de diferentes
ideas matematicas puede consultarse en Thompson et al., (2017), en parti-
cular sobre funciones especificas.

Asi también, la inclusiéon de la modelacion en la matematica escolar,
para tratar contenido de funciones especificas, se reconoce potencial por-
que ayuda a describir como una cantidad covaria con respecto a otra; ade-
mads, en general se reconoce a la modelacién como un proceso creativo
que da sentido al mundo real al describir, controlar y optimizar aspectos
de una situacion, interpretar los resultados y hacer modificaciones al mo-
delo propuesto si no son adecuadas a la situacion (Kaiser, 2017, p. 268).
Como ya se menciond, en la literatura se pueden encontrar diversas acep-
ciones de modelacion y su particularidad puede identificarse en los objeti-
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vos que motivan su implementacion. Nuestra acepcion se acerca al enfo-
que cientifico-humanista de Freudental (Kaiser, 2017), en tanto que se
concibe a la matematica como una actividad humana y nos cuestionamos
por qué la matematica es util para el estudiante. Consideramos, ademas,
que la matematica adquiere significados en multiples contextos, mismos
que pueden generar escenarios de construccion o desarrollo de saberes
matematicos para los estudiantes

Por otro lado, como constructo tedrico, la covariacidn se incorpora al
discurso de los investigadores desde dos posturas diferentes (Jhonson,
2015). Una considerada “estatica’, propuesta por Confrey (Confrey y Smith,
1994, 1995); la otra “dinamica’, presentada en los trabajos de Carlson et al.,
(2002), Saldhana y Thompson (1998), entre otros. En efecto, Fonger
et al., (2020) consideran importante caracterizar y apoyar el aprendizaje
significativo de las funciones en el desarrollo del razonamiento covariacio-
nal, en particular en las dificultades que presentan los estudiantes para en-
tender funciones no lineales, ya que a menudo generalizan la linealidad de
forma inapropiada. Idea que refuerzan Hohensee ef al. (2021), proponien-
do regresar a la reflexion sobre funciones lineales luego de haber tratado
las funciones cuadraticas. Evidencian, en sus resultados, que la ensefianza
de las funciones cuadraticas impulsa a los estudiantes a niveles mas altos
de razonamiento covariacional sobre las funciones lineales, aportando asi
nuevas ideas sobre las caracteristicas de la transferencia hacia atras de co-
nocimientos adquiridos. Ideas que extendemos hacia el desarrollo del ra-
zonamiento covariacional logaritmico-exponencial que presentamos en
este articulo.

En efecto, varios son los acercamientos a la funcién exponencial y lo-
garitmica reportados desde distintas perspectivas, donde las relaciones lo-
garitmicas y exponenciales se desarrollaron en el aula con el fomento de la
coordinacion del crecimiento aritmético y el crecimiento geométrico (Ellis
et al., 2015; Ferrari-Escola et al., 2016; Gruver, 2018; Kuper y Carlson,
2018).

En este trabajo nos proponemos compartir nuestras reflexiones sobre
la génesis de disefios de aprendizaje, disparadores de la modelacién-cova-
riacion logaritmica exponencial en el aula (Ferrari, Martinez y Méndez,
2016), imprescindibles para propiciar la emergencia de la nociéon de funcién.
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Constructos tedricos involucrados

Se concibe la modelacion, desde una postura socioepistemologica, como
una construccion de conocimiento en si misma, sobre la realidad o sobre
parte de ella, que se realiza al enfrentar una situacion en la que se ponen
en juego los conocimientos de quien modela (Sudrez, 2014, Arrieta, 2003).
La modelaciéon es una actividad humana que trasciende y se resignifica
transformando al objeto matematico (Cordero, 2016), que privilegia el
lenguaje de las herramientas sobre el lenguaje de los objetos. En ese senti-
do, lo importante no es ensefar el proceso de modelacion sino construir-
lo; ademas, no sélo importa el modelo matematico sino reconocer su
construccién en el escenario en el que emerge y su desarrollo ante la o las
situaciones subsecuentes, es decir, el desarrollo del uso del conocimiento
matematico.

Se ha formulado un mecanismo de intervencién basado en epistemo-
logias de practica, al que se ha nombrado categoria de modelacién escolar
(cME), la cual explicita elementos basicos para fomentar en el aula de ma-
tematicas la modelacion (Méndez, 2013). Estos son practicas y momentos
de analisis de variacion (figura 1). La cME promueve, desde la experimen-
tacion o la experiencia evocada, el estudio de la variacién local y global
para ajustar tendencias de comportamientos de variacion. Con ellos suce-
den los usos de conocimiento matematico para lo grafico, lo numérico y lo
analitico articulado por practicas que se vislumbran en la argumentacién
de los participantes.

Concebimos que un momento clave en la modelaciéon consiste en
identificar, mediante una practica tan basica como la observacion y el ana-
lisis, qué variables estan involucradas en la experimentacion evocada o si-
mulada. Asi se da paso al estudio de su variacidn para abstraer su cocons-
truccion, es decir, lograr un razonamiento covariacional continuo suave
(Thompson y Carlson, 2017). Lograr el desarrollo del razonamiento cova-
riacional en los estudiantes en tanto modelan implica que los profesores,
como difusores del conocimiento, hayan construido su propia experiencia
y su abstraccion de la simultaneidad de dos cantidades que varian.

En esta investigacion sintetizamos los elementos base de una modela-
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Ficura 1. Elementos de la categoria de modelacién escolar (adaptado de Méndez, 2013)
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cién-covariacion logaritmica exponencial (véase figura 2), adaptando los
niveles propuestos por Thompson y Carlson (2017) para el desarrollo del
razonamiento covariacional desde estudios socioepistemologicos (Ferrari
y Farfadn, 2010; Ferrari, 2008) que sustentan la construccion del saber
(cuadro 1).

Consideramos, ademas, que en la modelacion, la experimentacién o la
experiencia evocada provoca la necesidad de observar e interpretar lo que
varia, para que al recolectar datos esto implique decidir qué se estudia;
practicas que demandan organizar la informacién. Y por ende, estudiar la
variacion local y global de las variables seleccionadas da paso a cuantificar
la variacion, postular patrones de comportamiento y ajustar mediante el
cdlculo con datos conocidos para poder plantear una tendencia de com-
portamientos de variacién y con ello predecir datos o momentos futuros
de la variacion. En cada practica mencionada subyacen usos de lo numéri-
co, lo grafico y lo algebraico. Entrelazado con estos elementos, considera-
mos importante explicitar las demandas cognitivas que asociamos a cada
actividad (figura 2) para propiciar el desarrollo del razonamiento covaria-
cional desde situaciones de modelacion.

Bajo esta mirada se han generado disefios de situaciones de aprendiza-
je que han propiciado la construccion de conocimientos matematicos en
escenarios de investigacion con estudiantes del nivel medio superior
(Méndez, 2013; Ferrari, Martinez y Méndez, 2016). Ahora cuestionamos

89



90

INVESTIGACIONES SOBRE PROPUESTAS DIDACTICAS PARA EL APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS

Cunpro 1. Sintesis de los niveles de razonamiento covariacional logaritmico-exponencial

Nivel

Caracteristicas

0. Sin coordinacién

La atencion esta en el crecimiento brusco de una variable sin reparar
en el crecimiento lineal de la otra.

1. Precoordinacion
de valores

Se percibe que si una variable aumenta una unidad el valor de la otra
variable cambia (aumenta o disminuye) de forma brusca.

2. Coordinacién
fragmentada
de valores

Se percibe que una variable cambia sumandole una constante (pro-
gresion aritmética), y la otra variable cambia multiplicdndose por otra
constante (progresion geométrica), sin abstraer un objeto multiplica-
tivo, pero se visualiza un vinculo flexible entre las variables.

3. Coordinacion
de valores

Se coordinan los valores de una variable con los valores de otra varia-
ble creando una coleccién discreta de pares. Emerge un objeto multi-
plicativo al predecir, en conjunto, el siguiente par de datos, uno su-
mando y el otro multiplicando.

4. Covariacion
continua
fragmentada

Se puede esbozar una gréfica continua que ajuste todos los puntos
construidos, pero no se abstrae la completitud de los conjuntos de va-
lores que se involucran, siendo implicitamente el dominio Z. Se abs-
trae una relacion entre las variables.

5. Covariacion
continua suave

Se explicita una relacién entre las variables considerando que f(x+Ax)/
f(x) es constante e involucrando los nimeros reales en dominio e ima-
gen.

Nora: Adaptacion de niveles de razonamiento covariacional de Thompson y Carlson (2017)

Ficura 2. Modelacidn-covariacién logaritmica-exponencial

Predecir el siguiente punto del ditimo dato conocido
[

Determinar
Observar

Nivel 1= Pre-Coordinecion de valares

RECOLECTAR
SEEEE—

Nivel 2 = Coordinadén fragmenta
Tabular Nivel 3 = Coordinaciin de va
Lo NUMERICO -
Operar ORGANIZAR g
Il g
Identificar =
Medir K
Cunto varia? 3
2

El FENOMEMNOD
estudiado en g

una Construccién un Experimento o

geométrica DATOS Simulacién

(2]

£ Cudndo varia? ‘E

I §

Validar Ajustar ANALIZAR
Lo ALGEBRAICO
Con,iel‘uror Nivel 4 = Covariacian continua fragmentada
MNivel 5 = Covariacian continua suave

Iy o7
olund 00, A 01ep JawLd [P JOUIIUE CJUNd |9 JEUILLA LX)

Conocer cualquier punto




REFLEXIONES SOBRE MODELACION Y COVARIACION

cémo incluir estos disefios en el escenario de la matematica escolar, es de-
cir, como estudiar su inclusion en las practicas del docente de matematicas
en su contexto cotidiano. Por eso desarrolla un proyecto de investigacion
que pone a disposicion del profesor los disefios de situaciones de aprendi-
zaje, para que ellos los adapten y los usen en su practica docente, acompa-
fiandolos en este desafio.

Buscamos elementos que nos permitan generar el contexto en que el
aprendizaje sea un componente colectivo y central para construir y/o am-
pliar un conocimiento tedrico con fundamento contextual y aplicable a la
practica docente mas alld de la investigacion en si misma. Es decir, no sélo
cuestionamos sobre qué funciona, sino también reflexionamos para quién
debe funcionar (Biesta et al., 2019, citado en Fowel et al., 2022). Entonces
el proyecto busca generar estas reflexiones.

Elementos metodoldgicos de la investigacion

La investigacion basada en disefio, como metodologia que estructura
nuestras indagaciones (figura 3), permite testear los constructos tedricos y
reconocer su funcionalidad en el proceso de construccion de conocimien-
tos matematicos. En particular, interesa estudiar como sucede un proceso
de inclusion de disefios de aprendizaje en las practicas docentes de profe-
sores de matematicas.

Si bien esta metodologia es transversal a los tres momentos del proyec-
to, en este reporte se muestra s6lo el momento uno (M) del proyecto ge-
neral mediante algunos ejemplos de construcciones matematicas que con-
sideramos se han alcanzado con un grupo de testeo en un ambiente de
difusién, en el VIII Taller Internacional Tendencias en la Educacién Mate-
matica Basada en la Investigacion (TEMBI 8).

Participantes y contexto
La discusion que compartimos en este reporte surge de la interaccion, en

modalidad virtual, con 13 profesores y estudiantes de posgrado durante el
evento mencionado. Los participantes se mostraron interesados en re-
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Ficura 3. Sintesis de momentos del proyecto de investigacion

¢,Coémo gestionany
¢ Como M2 analizan datos?

construyen?

Realizar talleres o Acompanar en el redisefio Acompanfaren la
cursos para compartir y o disefio de situaciones de gestion y analisis de la
analizar situaciones de aprendizaje a profesores implementacion de
aprendizaje creadas en en servicio o en formacion disefio de situaciones

la investigacion inicial de aprendizaje.
M1 .
¢, Cémo se usan elementos de M3
los disefios vivenciados?

flexionar sobre como disefiar actividades matematicas desde la modela-
cién y la covariacién, motivados por nuestra propuesta.

En este evento se desarrollaron dos sesiones sincronas de una hora y
media y se compartieron las actividades de reflexion, para trabajo asincro-
no, organizadas en un libro de GeoGebra. Si bien se videograbaron las
sesiones, no se logré recuperar ese material para analizar a detalle las dis-
cusiones verbales. Sin embargo, se resguardaron en un salén virtual de
Google-Classroom las evidencias escritas durante las sesiones sincronas y
asincronas asi como fotos de pantalla del desarrollo del taller.

Dindmica de trabajo sincrono-asincrono

En nuestro proyecto sobre modelacion y covariacion se han elaborado di-
seflos de situaciones de aprendizaje, de los cuales se seleccionaron dos
para analizarlos y discutirlos en las sesiones del taller exploratorio. En la
primera sesion se reflexiono sobre la modelaciéon-covariacion con pase en
la construccion geométrica de triangulos como generadores de datos. Pre-
guntas como ;qué varia?, ;como varia?, ;cuanto varia? fueron discutidas
para estudiar el fendmeno propuesto en un libro de GeoGebra en el que se
organizaron las tareas sincronas asi como las asincronas a desarrollar de
manera independiente.

En la segunda sesion sincrona se comparti6 una situaciéon de modela-
cién desde el analisis de la variacion de la temperatura, donde lo sustancial
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fue reflexionar sobre qué interviene en el cambio de la temperatura y qué
elementos pueden ayudar a describir la variacion general de la variacién
de las temperaturas. Posteriormente, se invit6 a analizar los datos que pro-
voca generar, desde lo numérico o lo grafico, modelos que permitan des-
cribir, controlar o predecir la variacion global, y, desde ahi, usar procedi-
mientos para cuantificar el cambio. Nétese que esto también implica dar
respuesta a las preguntas que se sefialaron en la sesion 1.

En las sesiones sincronas se priorizaron las discusiones colectivas so-
bre los disefios de aprendizaje y, posteriormente, de manera asincrona, los
participantes reportaron sus reflexiones y sus analisis de las actividades
matematicas propuestas.

A continuacién se describen de forma breve los disefios implementa-
dos y el analisis sobre las producciones que se tuvieron.

Disenos de aprendizaje compartidos
Diseno 1. Construyendo datos desde la geometria

La importancia del uso de elementos geométricos para sustentar y presen-
tar argumentos variacionales ha ido diluyéndose en el discurso matemati-
co de la escuela actual, uso que consideramos relevante rescatar. En nues-
tra exploracidon sobre qué argumentos emergentes en la construcciéon del
céalculo se han perdido en el actual discurso matematico escolar, en parti-
cular en la ensefianza de funciones exponenciales y logaritmicas (Ferrariy
Farfan, 2010), nos interesamos en estudiar el libro Instituzioni analitiche
ad uso della gioventi italiana (Agnesi, 1747) considerado como uno de los
primeros textos de calculo para alumnos que se publica en medio de la
construccién y los acuerdos sobre el estudio de las variaciones, influido
por las ideas infinitesimales de Newton y Leibniz.

Analizamos en particular el libro tercero: Del calcolo integrale, capitulo
I, “Delle regole dell'integrazioni espresse da formule finite algebriche, o ri-
dotte a quadrature supposte” (pp. 613-700) centrandonos en los puntos
donde se caracteriza a las funciones exponenciales y logaritmicas, conoci-
das en el siglo xv111 como “curva logaritmica”
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Ficura 4: Libro de Agnesi del siglo xvin

INSTITUZIONI
ANALITICHE
DELLA GIU"V';,H‘T‘U? ITALIANA
DID“MARIAGAETANA
AGNESI
MILANESE
Dt dccsiemis delle Sciente 43 Bologea .
TOMO IL

9. Per ora, quanto alla Logaritmica, clla ¢ una.
IN MILANO, MDCCXLVIIL £ Ty g i
TS T AT curva di tale proprieta , che prefe nellafle le affiffe in.

Gl = s e proporzione aritmetica , le corrifpondenti ordinate fono |
T

Agnesi presenta varias curvas y, en el punto 9 de este libro, comenta:
“En cuanto a la logaritmica, es una curva de tal propiedad, que tomando
las abscisas en progresion aritmética, las ordenadas correspondientes es-
tan en progresion geométrica” (1747, p. 617, trad. propia, véase figura 4).
Explica la necesidad de generar una particion del eje x con una progresién
aritmética, es decir que AB = BC = CD =..., y construir, en los puntos A,
B, C, D... rectas perpendiculares (AE, BE, CG...) en proporcion geométri-
ca para que los puntos E, E, G... pertenezcan a la curva (figura 5).

Menciona también que al subdividir las lineas AB, BC, etc., en partes
iguales, y en esas divisiones levantar perpendiculares en la misma propor-
cién geométrica, se obtienen otros puntos intermedios de la curva. Afirma
luego que, “por dltimo, multiplicando las divisiones al infinito, tendre-
mos infinitos puntos, o la propia curva” (p. 618), explicitando asi su conti-
nuidad.

Mas adelante explica que la curva logaritmica no se puede describir
geométricamente y por eso se llama curva mecanica. Para generar una pro-
gresion aritmética como el crecimiento de las abscisas y una progresién
geomeétrica en las ordenadas, propone la siguiente construccion (figura 6).

Agnesi establece que al mantener una progresion aritmética en las abs-
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Ficura 5. Imagen tomada de Agnesi (1747)

TOM.1I.
Lib.111.

Ficura 6. Elementos tomados de Agnesi (1747, p. 619, trad. propia)

o Dividir (a rvecta indefinida MK en partes iguales (MN ,NB, BX, etc)

o Tomar NI a placer, en el punto I construir la perpendicular IO de 2 R e
cualquier magnitud;

e Trazar NO, y en el punto A trazar la perpendicular AC para que en 7
(a interseccion con NO produzca C. ‘

e Desde el punto B dibujar BC, y en el punto F trazar la perpendicular Figia e

ED, que se encuentra con BC y determinan el punto D.
o Desde el punto X se dibuja XD, y en el punto F se levanta (a
perpendicular FP, que se encuentra con XD producida en el punto
P.
De [a misma manera, continuar la operacion al infinito, y los puntos
O0,GD,P, etc. estardn en la curva logaritmica. Para tener los puntos « —— ~/ /|,
intermedios entre O,C,D,P etc. dejar que las porciones MN, NB.... sean —5— “—% JA/ e } o
bisecadas, y repetir [a misma operacion.

cisas de los puntos construidos, en tanto las ordenadas mantienen una
proporcion geométrica, se puede extraer de la grafica que, si dx es la separa-
cién (infinitamente pequeiia), entre dos puntos consecutivos cuyas orde-
nadas sean y y z, entonces dy/y = dz/z; es decir, la subtangente es constan-
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te, argumento ajeno al discurso escolar actual, idea que rescatamos para
este disefio de situacion de aprendizaje.

El desarrollo del razonamiento covariacional se propicia al interactuar
con los datos. En esta propuesta, sugerimos que se construyan, geométri-
camente, puntos de una “curva logaritmica’, es decir, que se establezca una
relacion entre una progresion aritmética y otra geométrica, que denomi-
namos covariacion logaritmica-exponencial. En este sentido hemos gene-
rado un libro en GeoGebra dosificando las actividades y aprovechando
todos los recursos que ofrece esta plataforma, declarando una trayectoria
hipotética de aprendizaje desde el razonamiento variacional propiciado al
poner acento en las alturas de los puntos hasta abstraer la covariacion altu-
ra-particion (figura 7).

Ficura 7. Trayectoria hipotética de aprendizaje del disefio 1.

o Atencion en el crecimiento de alturas (Nivel 0)
RECOLECTAR * Percibir que en el siguiente término se duplica la
altura (Nivel 1)

Tarea 1: ‘
Construir triangulos Vertica o Gmo punto qu has constnico ORGANIZAR
rectingulos  semejantes, e | Anrs, =
recorriendo la construccion -
y manteniendo constante : ST . Perc;blrtau?enéo .
. s constante de abscisas
:13 med'dla de los catetos A (progresion aritmética)
orizontales. ] y proporcién
T Medir . alturas y geométrica en alturas
5, Oorganizar los datos \I (progresion
geomeétrica) (Nivel 2)
1 Comprobar y predecir e Abstraer que la altura
i - es potencia de 2 en
7. 555 a5 ESSd 3R 1 R AR el siguiente dato tanto x € N (Nivel 3)

T— we—
y y ' T ! iy
- 0.25

Esbozar una gréfica

-1
0 1
3 1 2 N .
A= 2 4 continua que ajuste
- 3 9 todos los puntos
2 ° 4 16 o -
Tarea 2: s [ = construidos (Nivel 4)

i Abstraer que L& gg
Manipular ; )
deslizador A y b ® constante en tanto x €
analizar; g : R (Nivel 5)

;.qué varia? ;.cémo varia?
;.cuanto varia?
ANALIZAR ¢,como ajustar los puntos?
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Diseno 2. Enfriamiento del silicon

La situacién de aprendizaje, modelado el enfriamiento del silicén, propicia
argumentos variacionales para la estabilidad de la relacion de variacién
que se forma entre el decremento de la temperatura y el tiempo que tarda
en enfriarse el silicon hasta la temperatura ambiente. Ha sido disefiada y
explorada con estudiantes de educacion media superior mexicana, quie-
nes formularon argumentos sobre la relacion de las condiciones iniciales,
en tanto temperatura ambiente y temperatura inicial, con la velocidad del
enfriamiento del silicon. Esto fue posible argumentarlo con base en aspec-
tos graficos que permitieron significar la solucion del modelo diferencial
del fendmeno del enfriamiento (Méndez, 2013).

Puesto que se trabajé previamente una situacion en la que se puso én-
fasis en el analisis de datos numéricos y graficos para que se construyeran
modelos caracteristicos de lo logaritmico-exponencial, con la segunda si-
tuacion de aprendizaje se esperaba que los participantes lograran poner en
juego procedimientos creados previamente (figura 8).

Durante el taller se desarroll6 una variante del disefio original, adapta-
da a la condicidn virtual, en tanto que los datos no se tomaron de forma
experimental y se sintetizan las tareas. Por el tiempo del que se disponia
no fue posible completar todas las tareas, solo se llegé a reflexionar acerca
de las primeras dos tareas con los participantes.

Reflexiones promovidas por los disefios
de situaciones de aprendizaje

Para iniciar el taller se formularon dos preguntas: ;qué entiendes por va-
riacion? Y ;qué entiendes por “modelar” un fenémeno que podemos ob-
servar?, lo cual dio luz sobre sus concepciones. Las respuestas a estas pre-
guntas fueron plasmadas en una tarea del libro de GeoGebra. Se encontré
que todos los participantes utilizaron la palabra cambio para expresar sus
ideas. Sin embargo, siete de ellos asociaron “cambio” con “comparar dos
elementos”, evidente en frases como las siguientes:
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Ficura 8. Trayectoria hipotética de aprendizaje del disefio 2

ANALIZAR = Identificar variables tiempo - temperatura
. Describir la variacion global
‘ ORGANIZAR

¢Como  expresarias  la
derrite cuando alcanza 83 temperatura  del  silicon

C. sl en  Acapulcd gegpues de s, 10s,
tenemos una temperatura 455 -

ambiente de 30°C.

Tarea 1: El silicon se

= Percibir que el tiempo aumenta
de forma continua (progresion
aritmética) y percibir una
variacion continua no lineal en

]

) . ¢lmporta  la la que influye una condicién fija
= temperatura (iemperatur_a ambiente (T a))
SEEnEs que se refleja en una grafica
i = Postular la tendencia a la Ta
¢Por que? = Describen variacion global

Puede vislumbrarse un nivel 4
de covariacion

Tarea 2. ;Como seria la grafica | Tarea 3. Analizar una tabla de datos
de la temperatura del silicén si | tomada cuando la temperatura ambiente
se enfriard en Toronto, Canada | fue 28°C
(Ta=4 °"C ) o en Hermmosillo,

Sonora (Ta=32°C)?

¢Como podemos usar

¢Como podriamos saber a ! Tiemgo Terperaturs
! qué temperatura estuvo el i 0 B
| | 05 7150131833
] : 1 4TS

| 15 6791934317
BT R T(6)=28+ (83,06 —28)e 02133 2 e
+ Comparar las curvas de decrecimiento 3 5669981

K

i
+ Postular que la Ta es factor clave para el decrecimiento de ’f :z;;:‘z !
la curva. 43 453863588 |

+ Ajustar una relacion de variacidn exponencial gue vincule
los datos graficos y numéricos con la situacion.

Ratifica el nivel 4 de covariacion e incluso podria llegar a nivel

5 de covariacion. ANALIZAR-COMPARAR

« cambio de una variable a medida que pasa el tiempo.

o cambio de una variable respecto de otra, por ejemplo, el tiempo
« cambio que depende de algo.

o cambio que se produce entre dos magnitudes.

Los demas participantes se refirieron a un objeto que cambia, utilizan-
do frases como las siguientes:

« la variacion trata del cambio, bien sea de una variable, un objeto etcétera.
« tiene que ver con cambio de valores.
« realizar cambios.
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En las respuestas podemos reconocer que no es trivial reflexionar so-
bre “variacién’, es decir, cuestionar ;qué es?, ;como se mide?, ;surge de
una relacion de dos entes o de uno?, evidenciando el campo de oportuni-
dad para discutir y construir significados y formas de promover en este
ambito. Respecto de la palabra modelar, la mayoria de los participantes la
asociaron con “representar” un fenénemo (o una situacion de la vida coti-
diana o de la realidad, entre otras ideas) con expresiones matematicas (fun-
ciones, objetos matematicos, herramientas matematicas, entre otras pala-
bras), pero no se profundiza en como se logra “representar” y para qué son
usadas esas “representaciones” o como se relaciona la representacion, el
uso de ésta con el contexto y el quién representa.

Lo anterior resulta importante porque sin lugar a dudas estas concep-
ciones permean sus producciones y sus practicas docentes. Sobre las pro-
ducciones, en esta ocasion permitieron generar el escenario para reflexio-
nar sobre la modelacién y la covariaciéon. A continuaciéon se describen
algunos hechos.

Observaciones de la implementacion del Disefo 1

Las actividades del primer disefio de aprendizaje fueron desarrolladas uti-
lizando las tareas del libro de GeoGebra (figura 9). Se inici6 guiando paso
a paso la construccién geométrica, propuesta por Agnesi, de los primeros
tres puntos de la curva que se deseaba estudiar.

El desarrollo de la tarea 1 fue realizado en conjunto y discutiendo so-

Ficura 9. De la geometria al estudio de la variacion

= GeoGebra

De la Geometria al estudio de la varia. - . e
De la Geometria al estudio de la variacién

Tareas Sincronas
Autor: Marcela Ferrari

Tareas asincronas

Reflexién final
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bre qué varia y como varia. La atencion, como se esperaba, se centrd en el
rapido crecimiento de las alturas de los tridangulos involucrados en la cons-
truccion. En conjunto, se abstrae que el crecimiento de las alturas se rige
por 2n, en tanto que los términos de la sucesion del triangulo aumentaban
1 a 1. Es decir, la particion de las abscisas esta regida por Ax = 1, medida
que también se utilizé en la construccion del triangulo rectangulo isdsce-
les inicial, que propicia el crecimiento de las alturas, es decir, una progre-
sién geométrica de proporcion 2.

En la tarea 2 se involucrd un applet de GeoGebra, disefiado para propi-
ciar discusion sobre el papel de la particion de las abscisas y la repercusion
en el crecimiento de las alturas de tridngulos rectangulos construidos, es
decir, en esa progresion geométrica. Surge visualmente la continuidad de
la curva, por lo cual es mas complejo contestar: ;cuanto cambia?, abstrac-
cién que involucra la medida de Ax, misma que es manipulada con el des-
lizador de GeoGebra. Entre las producciones registradas en el libro de
GeoGebra encontramos que algunos profesores evidencian un nivel 1 de
razonamiento covariacional al percibir que ambas variables crecen, pero
no logran expresar una relacién entre si (cuadro 2). En este caso, se asocia
la variacion de las abscisas para describir lo que se observa en la vista gra-
fica del applet y la variacion de las ordenadas para describir los cambios en
la hoja de calculo que muestran las coordenadas de los puntos.

Otros evidencian un nivel 3 de razonamiento (cuadro 3) al reconocer
la relacion entre las operaciones aritméticas (suma y multiplicacién) que
determinan las coordenadas de los puntos. Es decir, abstraen un objeto
multiplicativo articulando la suma de x con A (manipulado por el desliza-
dor) y la multiplicaciéon en las ordenadas correspondientes. La estrategia

Cuapro 2: Evidencia de nivel 1 de razonamiento covariacional logaritmico-exponencial

¢qué cambios produce el ¢qué cambios produce el
movimiento de A en lo movimiento de A en la tabla
puntos?;por qué? ipor qué?

Se vl oo n e G conpurlon, L s o s enter, porloguetomavlotes deimaes.

el ' Se dan valores continuos La base no es entera por lo
en el gje x, es decir, con que toma valores decimales.

punto decimal.
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TasLA 3. Evidencia de nivel 3 de razonamiento covariacional logaritmico-exponencial

¢qué cambios produce | (qué cambios produce el
0 el movimiento de A en lo | movimiento de A en la tabla

' puntos? ¢por qué? ipor qué?
! N
4 05 Alos valores de " do el valor que ndica el deslizadt y‘DS Siddedmum195«1!‘{,5\“&?%1732!3&*!2!&!»
A ] R e R T R o Y- Elpto 0,1 e o o g
=05 ¢ 0|1 X' matcado en e deslzador l siguente valor d (19, 373213)sefa (19419, 373213 373213)=
o— 05 |1t - - ™ ‘”‘ (3.8, 13.9287943) y asi sucesivamente.

p == A los valores de “X” se va Si el deslizad 19
i izador marca 1.

, s [zas| sumando el valor que ,e,, fsl a IO de “v” seri

o+ ¢ e =z [21*'] indica el deslizadory los seria X, el valor d y- seria

25 (565685 valores de “y” se obtienen 3.73213. Este ultimo valor

o wm afecta a las demas “y”. El

por el valor de “y” que .
corresponde al “x” punto (0,1) queda fijo todo el
tiempo..

marcado por el deslizador.

que propone es particular, ya que establece que siendo x = A y altura = 2A,
el siguiente punto seria x = A + A y por lo tanto la altura seria = 2A*2A.
Entremezcla en su explicacion el papel de la abscisa con la unidad de me-
dida de la particion.

Otro participante explicita de manera muy sucinta como crecen las
coordenadas de los puntos, logrando establecer una expresion general de
un caso particular de A = 0.4 y evidenciando la no abstraccién de la com-
pletitud en el dominio de esta curva (nivel 4 [véase cuadro 4]). Abstrac-
cién que es lograda por otro participante, quien involucra los nimeros
reales en su expresion algebraica percibiéndose un transito del nivel 4 de

Cuapro 4. Evidencia de nivel 4 de razonamiento covariacional logaritmico-exponencial

¢iqué cambios produce el | ;qué cambios produce el
movimiento de A en lo| movimiento de A en la
puntos?¢por qué? tabla ¢ por qué?

Al alejar la vista grafica y movel el deslizador pareciera que los
puntos rojos tienen a formar una parabola, por la curva que va

bk dejan Tanto la variable x como la y crecen
Al alejar la vista gréafica y mover el . :
deslizador pareciera que los Tanto la variable x como la
puntos rojos tienden a formar una y crecen

parabola, por la curva que dejan
¢(Es posible encontrar una expresion algebraica tal que al
colocarla en la entrada del applet muestre una grafica que “T("): JEo.AL‘\.h\
pase por todos los puntos para cualquier posicion del
deslizador? ¢por qué?
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su compafiero al nivel 5 del razonamiento covariacional logaritmico-ex-
ponencial (cuadro 5).

Observamos asi que es muy rica la evidencia que nos deja la interac-
cién con estos profesores en el taller desarrollado. Nos proporcionan un
valioso material para analizar y confrontar con nuevos ciclos de esta inves-
tigacion basada en disefio con el desafio de seguir afinando las actividades
y los constructos tedricos involucrados.

Cunpro 5. Evidencia de nivel 5 de razonamiento covariacional logaritmico-exponencial

¢qué cambios produce el | ¢qué cambios produce el
movimiento de A en lo | movimiento de A en la tabla

; puntos?¢por qué? ipor qué?
" c \' X Cw""- ~ o~ /)
PRt e e T S

X cambia en A

Cambia xy y y cambia en 2°

¢Es posible encontrar una expresion algebraica tal que al
colocarla en la entrada del applet muestre una grafica que r\:) - lx
pase por todos los puntos para cualquier posicion del

deslizador? ¢por qué?

Observaciones de la implementacion del disefio 2

La situacion de aprendizaje desarrollada en la segunda sesion sincrona del
taller se trabajo con base en datos que emulaban el enfriamiento de una
sustancia, el silicon. Este fenémeno invitd a los participantes a describir
qué influencia en éste, dando inicio a la modelacion.

La figura 10 muestra una produccion colectiva durante la reflexion so-
bre como podrian expresar la variacion. Se decidié expresar la variacion
mediante una grafica y se tomo como variables al tiempo y la temperatura.
Noétese que hay una linea punteada que marca la temperatura ambiente. Se
postularon dos tipos de comportamientos: uno, que de manera global se
podia mostrar mediante una linea recta con pendiente negativa, consideran-
do que decremento la temperatura; y otro, un comportamiento decrecien-
te mas marcado con una curva suave que tiende a la temperatura ambiente.

Por otro lado, la figura 11 muestra la reflexion colectiva hecha para
poder conjeturar que la velocidad del enfriamiento del silicon esta relacio-
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Ficura 10. Produccidn colectiva del taller para las preguntas 1y 2

¢ Como expresar la temperatura del silicén en un intervalo de tiempo?

El silicon se derrite cuando alcanza 83 °C, si en Acapulco tenemos una
temperatura ambiente de 30°C. ;Como expresarias la temperatura del silicon
después de 5s, 10s, 15s,...?

= \L\ Em(”ﬂ L'aej}

nada con la temperatura en donde se enfria. En este sentido se realizaron
dos curvas que, aunque tienen el mismo comportamiento, tienden a equi-
librarse en puntos distintos.

Dado que no fue posible recuperar las grabaciones de este taller, no se
puede tener mayor evidencia para asegurar qué nivel de razonamiento se
logré alcanzar por los participantes, aunque pareciera que se alcanza un
nivel 4, pero consideramos que hacen falta mas argumentos para ratificar-
lo. Sin embargo, esta experiencia nos lleva a repensar la estructura y los
momentos en los que se deben desarrollar las situaciones, asi como los
tiempos de las mismas.

6. Reflexiones sobre los resultados y lo que falta
por afinar en el proyecto

El testeo de los disefios de situaciones de aprendizaje que fueron compar-
tidos con los colegas participantes del taller nos lleva a reconocer que, sin



104

INVESTIGACIONES SOBRE PROPUESTAS DIDACTICAS PARA EL APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS

Ficura 11. Produccidn colectiva del taller para las preguntas 3 y 4

¢Importa la temperatura ambiente? ;Por qué?
i Como seria la grafica de la

temperatura del silicon si se enfriara te
en Toronto, Canada (Ta=4 °C)

Esta grafica expresa el
enfriamiento del
silicon a una
temperatura ambiente
de24°C

lugar a dudas, las actividades propuestas generan un escenario para re-
flexionar sobre covariaciéon y modelacion, en tanto que se discuten con
ellos sus propias producciones.

Sin embargo, esta exploracion dejo saber que en este momento del
proyecto (primer ciclo) hace falta poner énfasis en la reversibilidad en los
niveles de razonamiento covariacional para poder afianzar los mismos en
su potencialidad de describir un fenémeno, es decir, modelar.

Una forma puede ser al hacer explicita la covariacion matematica de
las progresiones que determinan el comportamiento de la relacion de las
variables; en este caso, una covariacion logaritmico-exponencial, ya que
en los argumentos suscitados no se tienen elementos suficientes que evi-
dencien el eje que articula ambos disefos.
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Resumen

Considerando la conversacion reflexiva como un medio para el desarrollo
de conocimiento y aprendizaje profesional docente en matematicas se ini-
cid, a través del planteamiento, la resolucion y la discusion de tareas mate-
maticas de potencia, un espacio de conversacion reflexiva entre estudian-
tes para profesor de matematicas con el fin de analizar los patrones
conversacionales asociados al funcionamiento de la interaccién conversa-
cional y el desarrollo de conocimiento sobre potencia. Para el analisis de
los datos recolectados en audio y video se utilizo el método del analisis
conversacional. Se identificaron patrones conversacionales relativos a la
pertinencia y la suficiencia del razonamiento utilizado en la resolucion de
las tareas, a la naturaleza de las tareas implementadas y a la conceptualiza-
cién escolar de potencia.
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Introduccion

En los analisis de los procesos de formacion docente en matematicas, el
conocimiento del profesor ha sido reconocido como uno de los factores
que inciden en la calidad de la ensefianza (Hill et al., 2008; Ponte, 2012).
Y, por ende, la caracterizacion del tipo de conocimiento matematico para
la ensefianza que deben poseer los profesores en vias de un ejercicio profe-
sional de su practica ha adquirido cada vez mas atencidn de los investiga-
dores en matematica educativa (e.g. Carrillo et al., 2018; Hoover et al.,
2016; Pino-Fan y Godino, 2015).

Sin embargo, aun es poca la informacién basada en la investigacion
acerca de como aprenden los profesores de matematicas y de como es posi-
ble desarrollar su conocimiento matematico para la ensefianza (Potari y
Ponte, 2017; Silverman y Thompson, 2008). Algunos estudios en esta direc-
cién han mostrado el impacto positivo que procesos de aprendizaje profe-
sional docente estructurados en torno de la reflexion colectiva y conversa-
cional logran tener en la mejora del conocimiento y la practica del profesor
(e.g. Earl y Timperley, 2009; Simoncini, Lasen y Rocco, 2014). Con la inten-
cién de contribuir en esta misma direccion, aqui examinamos de qué ma-
nera futuros profesores generan conocimiento matematico a través de la
interacciéon conversacional, especificamente en un espacio orientado a la
reflexion colectiva acerca de tareas que involucran potencias y su solucion.

La potencia de un numero o variable, mas conocido como el trabajo
con exponentes, es uno de los contenidos matematicos de compleja com-
prension tanto para estudiantes como para profesores. Escolarmente, la
nocion de potencia que se fija en la mente de las personas es la multiplica-
cién repetida de un nimero por si mismo, que se convierte en un obstacu-
lo y carente de sentido para interpretar expresiones de potencias como 2
0 2%, asi como para el aprendizaje de funciones exponenciales y logarit-
micas (Weber, 2002).

Ademas de esta nocion limitada, algunas investigaciones han reporta-
do dificultades de los estudiantes para distinguir la dimensién conceptual
y procedimental de la potencia (Kieran, 1992), interpretar expresiones con
exponente cero o negativo y realizar operaciones aritméticas con poten-
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cias (Avcu, 2010; Castillo, Galvis y Parada, 2015; Pochulu, 2009; Iymen y
Duatepe-Paksu, 2015), reconocer la estructura funcional de las potencias
y comparar potencias cuando la base es un numero decimal menor que
uno o el exponente es negativo (Ramazan, 2010).

El origen de estas dificultades ha sido atribuido a un acercamiento in-
tuitivo del concepto a partir de casos numéricos con exponentes naturales,
asi como a una enseflanza basada en reglas o leyes de los exponentes, sin
una adecuada base conceptual (Crider, 1998; lymen y Duatepe-Paksu,
2015; Weber, 2002). Asimismo, una ruptura conceptual de las potencias
con exponente natural respecto de aquellas con exponente entero o frac-
cionario ha sido identificado en el tratamiento escolar y en los libros de
texto y se ha vinculado a la ausencia de referentes semiéticos o situaciona-
les para entender lo exponencial (Lithner, 2004; Martinez y Penalva, 2006;
Pitta-Pantazi, Christou y Zachariades, 2007).

Diversos autores argumentan que la comprension del concepto y la
adecuada operacidn con potencias de exponente no natural implica que los
profesores generen condiciones en el aula que permitan a los estudiantes
lograr un cambio conceptual y generalizar la nocién de potencia para dar
cabida y sentido al exponente cero, fraccionario, negativo, etc. (Lehtinen,
Merenluoto y Kasanen, 1997; Pitta-Pantazi et al., 2007). Al respecto, reco-
nocer la potencia como una relacién matematica, asociarla e interpretarla
en situaciones de comportamiento exponencial y desarrollar procesos de
generalizacion para transitar del exponente entero positivo al negativo y
fraccionario, son parte del conocimiento matematico requerido para la
ensefanza del concepto (Campos y Sosa, 2021).

Existen indicios de que el conocimiento matematico del profesor sobre
este contenido matematico necesita ser ampliado, pues se percibe predo-
minantemente procedimental y de bajo nivel conceptual. En el estudio de
Levenson (2012), los profesores presentaron, formal o intuitivamente, s6lo
definiciones de potencia que refieren a la idea de multiplicacién repetitiva
y muestran confusion sobre si la definicién del exponente cero debe ser o
no probada. Por otra parte, dificultades como las sefialadas lineas arriba
no solo conciernen a los estudiantes, sino también al profesor. En particu-
lar, a éste se le dificulta interpretar y ofrecer argumentos de expresiones de
potencias con exponente no natural (Martinez, 2005).
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Por consiguiente, para analizar y describir patrones conversacionales
durante una conversacion reflexiva en la que se busca desarrollar conoci-
miento en estudiantes para profesor de matematicas, se eligio el concepto
de potencia, entendida como una operacion pero también como una rela-
cién matemadtica.

Marco conceptual

Diversos trabajos se han enfocado en investigar fundamentalmente de
manera separada los procesos de reflexion y conversacion (Chauraya y Bro-
die, 2018; Feldman, 1999; Kaminski, 2003; Louie, 2016; Saylor y Johnson,
2014) en relacion con la formacion y la practica docente en matematicas.
Sin embargo, algunos autores han sefialado los beneficios de estudiar de
manera conjunta estas dos formas de propiciar y examinar el aprendizaje
profesional docente (e.g. Aparicio et al., 2021; Kanevsky, 1993; Simoncini
etal., 2014).

Las posibilidades que brinda la conjuncion de estos dos procesos —de
ahora en adelante conversacion reflexiva— para este fin pueden elucidarse
si, por un lado, se tiene en mente lo afirmado por Dewey (1933), esto es,
que los individuos aprenden cuando reflexionan sobre sus experiencias.
Y, por otro lado, se considera la conversaciéon como un conducto para las
reflexiones, pues mediante ésta se construyen significados en forma colec-
tiva y las experiencias se transforman en conocimiento (Kolb y Kolb,
2017). En este sentido, el principal supuesto tedrico que sostiene esta inves-
tigacion es que la conversacion reflexiva es un medio para promover el
desarrollo de conocimiento y aprendizaje profesional docente.

La conversacion reflexiva consiste en

hablar y escuchar reflexivamente, es decir, una voluntad de entablar un dialo-
go en el que se intercambien y articulen ideas a través de la negociacion de
significados, la aceptaciéon de preguntas y la argumentacion de ideas que
eventualmente podrian conducir a una nueva comprension del tema de con-
versacion [Aparicio et al., 2020, p. 1800].



PATRONES CONVERSACIONALES EN FUTUROS PROFESORES DE MATEMATICAS

Ficura 1. Conversacion reflexiva y aprendizaje profesional docente en matematicas

Interlocutor 4———— Conversaciones —y Interlocutor

Conversaciones enfocadas

Nivel CA: en conceptos OR: Observacién
Conceptual | Conceptualizacion |« > Reflexiva
abstracta (3) Por qué: (2)
Preguntas and Respuestas

A

Pensamiento Accién Aprendizaje Experimentacion Reflexion

y

Conversaciones enfocadas
Nivel _EA: . en procedimientos EC: Experiencia
Procedimental Experupeulacmn < > Concreta
Activa (4) Cémo: (1)

Preguntas yrespuestas

FuenTe: Aparicio, Sosa y Cabafas (2021, p. 45).

Para promover el desarrollo de conocimiento de futuros profesores de
matematicas e identificar patrones conversacionales cuando se dialoga re-
flexivamente en torno de tareas que involucran el concepto de potencia, se
usd el modelo de conversacion reflexiva y aprendizaje colectivo que se ilus-
tra en la figura 1.

Este modelo opera en dos niveles de interaccion conversacional: hori-
zontal y vertical. Las conexiones horizontales representan intercambios
verbales respecto al cémo y el por qué de las respuestas a un problema o
tarea, es decir, respecto al conocimiento procedimental y conceptual, res-
pectivamente. Junto con éstas, las conexiones verticales ponen en funcio-
namiento un ciclo de cuatro modos de aprendizaje que implican un tran-
sito entre la captacion y la transformacion de la experiencia. La captacion
o comprension de la experiencia involucra el establecimiento de una dia-
léctica entre los modos de experiencia concreta (EC) y conceptualizacion
abstracta (ca) y la transformacion de la experiencia por medio de relacio-
nar la observacion reflexiva (OR) con la experimentacién activa (ea). Estas
relaciones dialécticas —y, por ende, el aprendizaje— se producen cuando
los participantes del habla confrontan o se mueven entre formas opuestas
de reflexion, actuacidn, experimentacion y pensamiento.
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Método

Esta investigacion es de tipo cualitativo con un enfoque interpretativo y
hace uso del método de analisis conversacional (Mazeland, 2006), pues,
interesé identificar las regularidades o los patrones conversacionales que
describan el funcionamiento de la interaccion del habla cuando se sostie-
ne una conversacion reflexiva sobre la resolucion de tareas matematicas
asociadas al concepto de potencia. La interpretacion de la interaccién con-
versacional se llevo a cabo a partir de la identificacion de los turnos del
habla, las secuencias de intervencion (por ejemplo “pregunta-respuesta’),
la organizacién de las secuencias y el transito entre éstas (Gallardo-Pauls,
1996).

Este método se justifica debido a que en el analisis conversacional (Ac)
se asume como hipotesis que “en toda comunicacion los participantes ob-
servan reglas que ordenan el discurso, es decir, no existe un caos en la con-
versacion” (Hamel, 1984, p. 12). De este modo, el proceso analitico se reali-
za con base en tres principios: 1) el desarrollo de la interaccion en forma
natural; 2) su almacenamiento en audio o video, y 3) su transcripcion (Ha-
mel, 1984; Mazeland, 2006). En este sentido, el Ac ayuda a observar deta-
lladamente las interacciones verbales entre personas, asi como a desarrollar
una investigacion sistematica con el fin de comprender lo que los seres
humanos dicen e implican en distintos encuentros (Gonzélez y Laboyv, cit.
en Gonzalez y Lema, 2016).

Se contd con la participacion de ocho estudiantes —dos hombres (H) y
seis mujeres (M)— de un programa de formacion de profesores de mate-
maticas de una universidad publica en México. La participacion fue vo-
luntaria y el requisito para su seleccion fue haber cursado asignaturas del
area de matematicas y didactica de las matematicas con contenidos rela-
cionados con el concepto de potencia, tales como algebra elemental y di-
dactica del algebra. Asimismo, una de las autoras de este trabajo participd
en la conversacion invitando (cuando se consider6 pertinente) a los parti-
cipantes a ampliar o a precisar sus comentarios de modo que hubiera un
flujo mayor de la interaccidn, sin sesgar la intervencion de algun interlo-
cutor ni influir en la misma.
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Conversacion reflexiva en torno del concepto de potencia

Con base en el modelo de conversacion reflexiva antes referido se plantea-
ron dos tareas matematicas de manera individual, las cuales implicaban el
concepto de potencia como parte del proceso resolutivo y de los procesos
de generalizacion inductiva. Posteriormente, se llevd a cabo la interaccién
conversacional mediante el hecho de compartir los procedimientos y los
razonamientos realizados para la resolucion de esas tareas. Para esto, la
coordinadora invitd a los participantes a expresar como habian procedido
a resolver las tareas (pregunta de nivel procedimental en el modelo de
conversacion reflexiva) y posteriormente pidié que explicaran el por qué
de su procedimiento (nivel conceptual).

A continuacion se describen las tareas y los tipos de preguntas plan-
teadas a los participantes (figuras 2 y 3), en dos sesiones de dos horas cada
una, con la intencion de promover el flujo entre los distintos niveles de in-
teraccion y los modos de aprendizaje indicados en el modelo de conversa-
cion reflexiva.

« Sesion 1. Flujo entre los modos de aprendizaje EC y OrR

Tarea 1. Una persona decide invertir $10500 en un banco para que le genere ganancias.
El banco le ofrece un plan de inversion mediante el cual su capital crezca 3% anualmente.
a) Determine en cuantos afnos el capital de la persona sera mayor a $12500.
b) Proponga una férmula o una expresién algebraica para determinar el capital acumula-
do en cierta cantidad de afos.

En la tarea 1 se trabaja con potencias donde el exponente es un niime-
ro natural y se requiere reconocer un comportamiento exponencial cre-
ciente para su resolucion.

Ficura 2. Preguntas para la conversacion reflexiva sobre la tarea 1
y modos de aprendizaje asociados

Preguntas guia Modo de aprendizaje

Nivel procedimental
¢Coémo se obtuvo la solucion del inciso a)? éy del inciso b?

Nivel conceptual ﬂ
éPor qué se procedié de tal manera para determinaren ~ ——— Observacién Reflexiva (OR)
cudntos afios se acumulard esa cantidad de capital?

——— Experiencia Concreta (EC)
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« Sesion 2. Flujo entre los modos de aprendizaje cA y EA

Tarea 2. Una persona adquiere un préstamo de $10000 con un familiar y se compromete a
pagarlo de manera que cada mes la deuda se reduzca a la mitad. Después de un afio con ese
esquema de pago, la persona se compromete a finiquitar la deuda. Con base en la experien-
cia anterior, determina cudl de los siguientes modelos representa mejor la disminucién de la
cantidad (D) que adeuda la persona conforme transcurren los meses de pago.

a) 10000(¥2)x b) 10000(2)* €)10000 (-Y2)* d) Otro
En caso de elegir otro, propén el modelo de la situacion:

La tarea 2 involucra potencias expresadas con exponente negativo, de
modo que exige ampliar la nocién de potencia operacional y abstraer la
idea de ésta como una relaciéon matematica.

Ficura 3. Preguntas para la conversacion reflexiva sobre la tarea 2
y modos de aprendizaje asociados

Preguntas guia Modo de aprendizaje

Nivel conceptual o

3 e L .y Conceptualizacion
¢Con qué concepto o conocimiento matemdtico asociarian ———* Abstracta (CA)
la tarea y su solucion? ¢ Por qué?

I |

Experimentacion Activa
(EA)

Nivel procedimental
¢Como eligieron la expresion que modelaba mejor la —
situacion?

En cada sesion, los datos obtenidos mediante las grabaciones en audio
y video se complementaron con las respuestas escritas a las tareas y con las
respuestas proporcionadas por los participantes a la pregunta final si-
guiente: ;qué conocimientos matematicos consideran estan implicados en
ambas tareas?

Analisis de las interacciones conversacionales

La organizacion y el analisis de los datos se hizo con base en el método del
AC, pues, como se ha indicado, permite describir, analizar, categorizar y
comprender las interacciones verbales entre personas y los encuentros
conversacionales (Gonzélez y Lema, 2016), los cuales son aspectos impor-
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tantes para examinar el papel de la conversacion reflexiva en relacion con
el desarrollo de aprendizaje y conocimiento profesional docente.

La base de datos para el andlisis fue la transcripcion de todos los epi-
sodios conversacionales registrados originalmente en audio. El método
consistio en trabajar con estos datos en dos niveles: la toma de turnos y la
organizacion secuencial (Mazeland, 2006). En el primero se organizan y se
analizan las participaciones de los interlocutores con base en el hecho de
identificar cambios en sus roles (hablante-oyente). Estos cambios se identi-
fican a través de la busqueda de palabras, frases u oraciones denominadas
unidades construccionales de turnos (Tcu, por sus siglas en inglés), las
cuales son reconocidas por los participantes y detonan su conversion en
interlocutores. La informacién obtenida en la toma de turnos ofrece una
vision de la forma en que se llevo a cabo la conversacion y como cada par-
ticipante interactu6 en ésta para ir dando sentido a lo que se conversa.

En un segundo nivel se analizan las acciones comunicativas que coor-
dinan los participantes en series de turnos, en las cuales atribuyen signifi-
cado alos enunciados de la conversacion segun las situaciones en que tienen
lugar y el razonamiento contextual que guia sus intervenciones. Tales accio-
nes comunicativas conforman una organizacion secuencial de las interac-
ciones conversacionales de los participantes.

Con los analisis en ambos niveles (figura 4), el AC permite obtener in-
formacion de dos elementos sobre los que se estructura la conversacion: la

Ficura 4. Esquema de acciones de andlisis y estructura de la conversacion

ANALISIS CONVERSACIONAL

|
l |

Toma de turnos Organizacion secuencial

Cambio de roles de los Secuencia de acciones comunicativas
interlocutores interrelacionadas

Estructura de la conversacion

Forma —— Modo

Fuente: elaboracién propia.
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forma y el modo (Wooffitt, 2005). En particular, se reporta el modo en que
los estudiantes para profesor conversaron reflexivamente, es decir, la ma-
nera en que logran coordinar acciones comunicativas interrelacionadas
para atribuir significado o dar sentido a los enunciados que tuvieron lugar
durante la conversacion reflexiva. Estas acciones proporcionan informa-
cién de los patrones conversacionales en los que se generaron entendi-
mientos compartidos sobre los topicos de la conversacion y dan cuenta del
modo en que se conversa (Mazeland, 2006).

Resultados

Durante la conversacion reflexiva se identificaron patrones de interaccion
verbal que condujeron a los futuros profesores, en primer lugar, al recono-
cimiento y la integracion del concepto de potencia en dos dimensiones: lo
conceptual y lo procedimental, en segundo lugar, a una reflexién colectiva
en relacion con la ensefianza de ese concepto matematico. Estos patrones
fueron el resultado de la interrelaciéon de las acciones comunicativas du-
rante la interaccion conversacional concerniente a las dos tareas planteadas.
A continuacion se presentan y se describen los tres patrones identificados:

1. Primer patrén conversacional. Andlisis de la pertinencia
y suficiencia del razonamiento empleado en la resolucion
de las tareas

Las primeras acciones comunicativas de la conversacién giraron en torno
de como los participantes interpretaron y razonaron la resolucion de la ta-
rea 1. El punto de partida fue la exposicion de los procedimientos mate-
maticos usados e, inmediatamente después, el analisis de los razonamien-
tos asociados. Los participantes siguieron distintos razonamientos y
argumentaron el porqué del procedimiento utilizado; por ejemplo, mien-
tras algunos razonaron aritméticamente, otros lo hicieron algebraicamen-
te (figura 5).

Cabe senalar que si bien para determinar en cudntos afos el capital de
la persona seria mayor a $12 500 (inciso a) bastaria con que los participan-
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Ficura 5. Ejemplos de razonamientos aritméticos y algebraicos empleados
por los participantes en la resolucién de la tarea 1

Razonamiento aritmético Razonamiento algebraico

Respuesta de H1: Respuesta de M2:

Primero propondré una férmula o una expresion
algebraica para determinar el capital de la

persona en t anos.
3 3 LL
2 ew o) 30 a diemales
Q.03 100 P .
Cop?lci - fosco L1t G0
T \_ Terva €N
conhcloA ceenla la
,\.oiol (cmi'.cic.(l meol u la
‘ Qe aumd nd &
S: (aF;ioS = 1tsc0, susi;lu&x\clnlo en nueshio

txpiesien anlerior } nos qu«jo que
12500 = (osoe (1.03)"
F,n(;nJmnr,, el .,r;‘h N 3
12 3¢C
1o ses

2= (1e3), mulkpheonds ombos foder

di la laua'r.!acj por o inerso r"\u“:chGiivo de  1050c
Ahoro, osands o 9v3ui:n\e_:

a*=h
o= !oaab
Encentfromes € [ 1eses )
€:- \ e
ﬁgum)\ 1056

LR s.e9e87 :
En box o cllo dememos que 2569851 para
gee o pilal so wayr o 12500,

tes analizaran casos particulares de manera numérica, lo solicitado en el
inciso b los llevd a generalizar el comportamiento exponencial de los valo-
res implicados en la tarea mediante una formula o expresion algebraica,
como se muestra en los siguientes extractos tomados de la interaccién en-
tre M1, H1 y H2.

MI1. Hice un proceso iterativo [tarea 1, inciso b] [...] Fui viendo que en el se-
gundo ario es lo que se tenia [en el primero] mds el 3%; el tercer afio es todo
lo que se tenia mds el 3%. Asi me di cuenta de que se multiplicaba 1.03 un
ntimero igual de veces al niimero de afios y asi me dio la formula y la tuve
que aplicar.

H1. Si, supongo que n vale cualquier tiempo, al realizar las operaciones se ob-
servaba que tomando la expresion era multiplicar 1.03 por la cantidad
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que tuviera [...] el exponente varia y lo sustituyo por n y multiplico por
10500. Cuando resuelvo ese tipo de ejercicios, observo cudl es el patron
que se va repitiendo [...] analizo de manera minuciosa qué se va repitien-
do para establecer la expresion. En primer lugar, empecé a usar la aritméti-
ca [...] Se me dificulta plantear la expresion [algebraica], necesito plantear
casos particulares para llegar a lo general.

H2. Para resolver el inciso b) requieres un razonamiento algebraico |[...] Es
interesante lo que comenta H1 porque si lo hubiese visto de manera arit-
mética ibamos a ver el patron, pero a mi me costé mucho trabajo.

El patréon conversacional en la tarea 1 estuvo compuesto por turnos de
habla situados en torno del proceso matematico iterativo reconocido por
los participantes. Es asi como la accién comunicativa de ese patrén consis-
ti6 no sélo en buscar el logro matematico de la tarea; ademas, fue necesa-
rio buscar la comprensiéon mutua de los razonamientos y los procedimien-
tos matematicos desarrollados en la resolucion de la tarea y el tipo de
contenido matematico implicado, en este caso, el concepto de potencia.

2. Segundo patroén conversacional. Reconocimiento
de la naturaleza matemadtica de las tareas

En este patron se identifico que la interaccion conversacional tuvo lugar
con respecto a discutir la naturaleza matematica de las tareas, en particu-
lar el caracter lineal o exponencial asociado al comportamiento de los va-
lores presentes en la situacion de andlisis. De esta manera, cuando algunos
participantes expresaron sus pensamientos respecto de como interpreta-
ron que el capital de dinero presente en la situacion de la tarea 1 se incre-
mentaba de manera constante aflo con afo, se abri6 la oportunidad de que
la conversacion se convirtiera en un didlogo, toda vez que algunos otros
participantes reconocian, dada las condiciones de los datos presentes en la
tarea, una naturaleza exponencial mas que lineal. Algunos extractos de la
conversacion reflexiva en esta direccion son los siguientes:

M4. Al inicio lo planteé como un problema lineal, pero mientras lo realizaba
me di cuenta de que no habia algo constante que me ayudara a identificar
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esa linealidad, pero después de escuchar a M2 y en lo que se converso, si
identifico mds una situacion exponencial.

H2. Va a haber un crecimiento anual, vas a tener tu cantidad inicial y una
ganancia y de esa ganancia vas a tener otra ganancia |[...] Esto es expo-
nencial [...] Me di cuenta de que voy generando mds dinero y fue cuando
vi que la situacion no es lineal sino exponencial, porque tenemos una ta-
rea de potenciacion.

En este segundo patrén conversacional se inicia una transicion del ca-
racter procedimental del contenido matematico inmerso en las tareas al
caracter conceptual. La tarea 2 requeria determinar el modelo que repre-
senta adecuadamente la disminucion de la cantidad de dinero que adeuda
una persona al ir pagando un préstamo. A diferencia de la tarea 1, era in-
suficiente la idea y el trabajo con potencias mediante el procedimiento de
multiplicacion reiterada, pues el modelo solicitado implicaba exponentes
negativos de una base entera. Por lo tanto, para resolver la tarea 2 era nece-
sario que los participantes analizaran el tipo de comportamiento (expo-
nencial decreciente) de las cantidades de dinero que adeudaba la persona
ano con ano.

Como parte del didlogo que caracterizd y estuvo presente en este pa-
tréon conversacional, los participantes lograron contrastar el comporta-
miento de los datos en las tareas resueltas y validar que, en efecto, ambas
eran de naturaleza exponencial (creciente y decreciente, respectivamente)
y se expresaban por medio de potencias de un nimero. A continuacion se
presentan algunos extractos que muestran parte del didlogo construido:

M1. Como lo entendi, [la tarea 2] era igual que la anterior, pero al revés [...]
en ese sentido la primera opcion quedo descartada por ser lineal y me
quedaron las otras dos, pero el inciso c tiene un signo menos, por eso elegi
el b, ya que el signo afecta. [En el modelo de c] el resultado va a ser positi-
vo, negativo y va a ir variando asi, y no tendria sentido, por eso decidi
analizar el b.

MS5. Creo que en este caso es un medio y en el otro el 3% lo que se conservaba;
en la tarea 1 afectaba a la cantidad inicial un 3% y luego a la cantidad ob-
tenida otro 3% y eso hacia que no sea algo constante, y lo mismo pasé aho-
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ra, solo que en vez de que aumente es una disminucién de un medio. Eso
me ayudo a ver que es similar a la anterior.

M3. En ambas tareas hay una cantidad inicial y disminuye o incrementa,
pero todos concordamos que es una modelacion de forma exponencial.

Este segundo patron conversacional relativo a la tarea 2, se compuso
por turnos de habla asociados tanto a la naturaleza variacional de las si-
tuaciones de las tareas como al caracter procedimental y conceptual del
contenido matematico presente en ellas. Es asi como la accion comunicati-
va en ese patron fue la busqueda de un consenso y el convencimiento de
que detras de las tareas esta presente el concepto de potencia como una
relacion que representa el aumento o la disminucion exponencial de una
cantidad, y no sélo como una operacién matemadtica.

Ademas de lo anterior, la interaccién conversacional contribuy6 a dar-
le sentido a las expresiones de potencias con exponente negativo. Asimis-
mo, los participantes identificaron al comportamiento exponencial como
la caracteristica invariante de las situaciones inmersas en ambas tareas.
La abstraccion de esta idea en su pensamiento es parte del proceso de for-
macion de un concepto (Dreyfus, 2000) que fungié como soporte del con-
senso y el conocimiento compartido.

3. Tercer patrén conversacional. Conceptualizacion
(escolar) de la potencia

Las acciones comunicativas que caracterizaron a este patron conversacional
fueron el consenso y la comprensiéon mutua, ambas detonadas por las ac-
ciones antes descritas, pero también por un interés colectivo de reflexionar
sobre la diferencia (conceptual) entre potencia y potenciacion, ya que am-
bos términos fueron parte del contenido matematico asociado a las tareas.
En los extractos siguientes se ejemplifica parte de lo conversado por los
participantes al respecto:

H2. Esta tarea [tarea 2] algebraica es de potenciacion |[...] En la primera ta-
rea vemos un crecimiento y en la segunda un decrecimiento, pero lo que
comparten es la presencia de una base elevada a un exponente y eso es lo
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que relaciona a ambas tareas [...] Se me hizo mds fdcil responder la tarea
2 porque ya veia el comportamiento [...] Cuando hablamos de exponentes
estoy pensando en potencias. No es lo mismo la potencia que potencia-
cion: la potencia se refiere a representar al objeto de exponente, y la poten-
ciacion, a ese comportamiento que estamos tratando con potencias.

M4. Cuando se hizo el andlisis aritmético, es decir, la multiplicacion de 1.03 a
eso se le puede decir potenciacion, y potencia es cuando se llega a la ex-
presion 10500 (1.03)".

M1. Potenciacion es el procedimiento, (10500)(1.03), (10500)(1.03)(1.03), y
y la potencia es el resultado.

Con base en una mirada del conocimiento matematico involucrado en
las tareas se puede afirmar que los participantes lograron consensuar qué
es potencia y qué es potenciacion. Y aunque ese consenso queda enmarca-
do en una vision (colectiva) de proceso-resultado, como puede extraerse
de las expresiones lingiiisticas anteriores, también se reconoce una con-
ceptualizacion de la potencia entendida como una relaciéon matematica
que cualifica y cuantifica ciertas situaciones de variacion exponencial.

Reflexiones y conclusiones

En este estudio se identificaron tres patrones conversacionales asociados
al funcionamiento de la interaccion al hablar y reflexionar entre estudian-
tes para profesor de matematicas sobre la solucion de tareas que involucran
potencias. Los patrones fueron los siguientes: el analisis de la pertinencia y
la suficiencia del razonamiento utilizado en la resolucion de las tareas, la
naturaleza de las tareas implementadas y la conceptualizacion escolar de
potencia. Estos patrones aportan informacion del modo en que la conver-
sacion reflexiva puede contribuir al aprendizaje y al desarrollo de conoci-
miento matematico en los futuros profesores, particularmente en lo relativo
al concepto de potencia. Es decir, informan de las acciones (sociales) co-
municativas y de los topicos de la conversacion que hacen posible la gene-
racion de significados o entendimientos compartidos para el desarrollo de
ese conocimiento.
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Desde el primero hasta el tercer patrén conversacional se puede ver
que los participantes lograron articular la parte conceptual y procedimen-
tal del aprendizaje matematico. Conceptualmente, reconocieron la poten-
cia como una relacién matematica de aumento o disminucién de una can-
tidad de manera exponencial, distinguieron entre potencia y potenciacién
e interpretaron el significado de expresiones de potencias con exponente
negativo. Procedimentalmente, realizaron la multiplicacion iterativa de un
numero por si mismo, generalizaron algebraicamente relaciones numéri-
cas con potencias y representaron numeérica y algebraicamente comporta-
mientos exponenciales de cantidades.

De manera que, la conversacion reflexiva foment6 la distincion de la
dualidad objeto-proceso del concepto potencia (Sfard, 1991). Ademas de
la importancia que para la ensefianza de los conceptos matematicos tiene
reconocer su caracter dual, en relacion con el proceso instructivo del con-
cepto abordado en este estudio, otro aspecto que favorecio la conversacién
reflexiva en los futuros profesores fue la conceptualizacion (y la generali-
zacién) de la potencia como una relacién matematica en el contexto de
ciertas situaciones de variacion exponencial. La visién del comportamien-
to exponencial que resulta de un proceso de potenciacion es esencial para
generalizar el entendimiento de la potencia e interpretar expresiones con
exponente no natural (Weber, 2002; Pitta-Pantazi et al., 2007).

Algunos elementos del espacio de conversacion reflexiva que pudieron
producir los patrones conversacionales observados fueron, por un lado, el
desarrollo de experiencias de aprendizaje colectivas centradas en la resolu-
cioén y la discusion de tareas matemadticas, las cuales implicaban entender
la potencia como operacién y relacion en situaciones de comportamiento
exponencial. Por otro lado, el cuestionar, confrontar, argumentar e inten-
tar entender el cdmo y el porqué de los procesos y los conocimientos invo-
lucrados en las tareas. Y, finalmente, reflexionar entre pares mediante la
conversacion para generar consensos sobre las acciones y los pensamien-
tos opuestos que tuvieron lugar en la interaccion del habla, tales como lo
lineal vs. lo exponencial y el razonamiento aritmético vs. el algebraico.

Aun cuando la verificacidn de las caracteristicas del espacio de conver-
sacion reflexiva no estuvo al alcance de este estudio, se dejaron entrever
elementos como los anteriores. Por consiguiente, se considera pertinente
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ampliar el campo de las investigaciones acerca de los procesos de aprendi-
zaje y desarrollo de conocimiento profesional docente en matematicas, es-
pecialmente en la linea de clarificar y validar las caracteristicas de los espa-
cios de conversacion reflexiva que pudieran contribuir al desarrollo de
€S0S Procesos.
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Resumen

El objetivo de esta investigacion es caracterizar el razonamiento abductivo
a partir de los argumentos de dos profesores de matematicas de secunda-
ria en el contexto de generalizacion de patrones cuadraticos. Para ello, a
través de un estudio de caso, se reconstruyeron los argumentos de los pro-
fesores junto con el razonamiento en la solucion a una tarea, con base en
una propuesta teérico-metodologica que integra tres elementos del mode-
lo argumentativo de Toulmin con las definiciones de Peirce. Los resulta-
dos de la investigacion evidencian que el razonamiento abductivo de los
profesores se caracterizé por el estudio de los casos particulares a través de
la observacion, la descomposicion de figura y el conteo de los objetos del
patrén figural, reconocimiento del comportamiento regular y formulacién
de conjeturas de forma numérica y/o algebraica.

Palabras claves: razonamiento abductivo, patrén figural, profesor de mate-
madticas, generalizacion.

Introduccion

El razonamiento abductivo es uno de los procesos del pensamiento que
contribuye al descubrimiento de nuevas ideas o conocimientos matemati-
cos (Park y Lee, 2018). El término abduccién se atribuye al filésofo y se-
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mioético Charles Peirce (Reid, 2018), quien lo relaciona con la capacidad
de crear, observar, descubrir hechos o reglas sorprendentes, que se expre-
san en términos de hipotesis o conjetura, la cual demanda una explicacién
y, en caso de ser verdadera, implica la verdad de los hechos (Reid, 2018;
Soler-Alvarez y Manrique, 2014).

Segln esta postura, se consideran otros procesos del pensamiento
como la induccién y la deduccién, que en conjunto con la abduccién per-
miten el desarrollo del método cientifico (Peirce, 1976). En este sentido, el
razonamiento abductivo elabora y formula conjeturas, el inductivo las ve-
rifica y el deductivo las valida (Soler-Alvarez y Manrique, 2014). Por tanto,
el razonamiento abductivo genera nuevos conocimientos, mientras que el
inductivo y el deductivo los garantizan.

En educacién matematica las investigaciones sobre el razonamiento
abductivo reconocen su importancia en la formulacién de conjeturas, de-
mostraciones y generalizaciones plausibles (Rivera y Becker, 2007). Estos
estudios se han enfocado en los contextos de geometria (Baccaglini-Frank,
2019; Pedemonte, 2018; Pedemonte y Reid 2011), dlgebra (Hidayah, Sadi-
jah y Sudirman, 2020; Reid, 2003; Rivera, 2018; Rivera y Becker, 2007),
calculo (Park y Lee, 2016) y resolucion de problemas (Cifarelli, 1997, 2016).
Otras han combinado su estudio con otras formas del razonamiento mate-
matico, como abductiva e inductiva (Rivera y Becker, 2007; Radford, 2008),
abductiva y deductiva (Shodikin, 2017), y abductiva, inductiva, deductiva
y analégica (Conner, ef al., 2014; Reid y Knipping, 2010; Soler-Alvarez y
Manrique, 2014; Arce y Conejo, 2019; Cervantes-Barraza, Ordéfez-Cuas-
tumal y Carballo-Morales, 2020).

Estudios que se ocuparon en examinar el razonamiento de estudiantes
de distintos niveles escolares y de profesores de matematicas en formacion
mientras resolvian tareas en distintos contextos. Sin embargo, son escasas
las investigaciones que han profundizado en el razonamiento matematico
del profesor de matematicas en servicio que exploren y expliquen su pen-
samiento en la resolucion de tareas, contextos de ensefianza o desarrollo
profesional docente (Bragg y Herbert, 2018; Sosa-Moguel et al., 2019).

El curriculo escolar de matematicas reconoce que el razonamiento es
parte central de la actividad matematica y los profesores son responsables
de su promocion. Es importante que el profesor de matematicas en servicio
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se interese por promover oportunidades de aprendizaje en sus estudiantes
que a su vez contribuyan en el desarrollo de competencias matematicas co-
mo el razonamiento. Ademas, se demanda el desarrollo de habilidades
como la exploracién de casos particulares, la formulacion de conjeturas, la
generalizacion y la argumentacion (National Council of Teachers of Ma-
thematics [NcTM], 2000), las cuales son componentes del razonamiento
abductivo. En particular, la generalizacion ha sido ampliamente estudiada
en educacién matemadtica y se vincula con la abduccién porque es util en
el reconocimiento de patrones (NCTM, 2000; Rivera y Becker, 2007).

En el marco de las investigaciones sobre el razonamiento abductivo y
la generalizacion de patrones, principalmente en las de tipo cuadratica, se
han reportado dificultades asociadas con la identificacion de la regulari-
dad del patrén (Krebs, 2005; Ebersbach y Wilkening, 2007), la construc-
cién de relaciones funcionales entre los objetos del patrén y el nimero de
etapa y la representacion del comportamiento identificado a través de no-
taciones simbdlicas (aritméticas y algebraicas). Ademads, se identificé que
en el analisis de los patrones su comportamiento sélo se representa de
forma recursiva mds que en el de correspondencia (Carraher, Martinez y
Schliemann, 2008). Dificultades que posiblemente pueden estar vincula-
das con los procesos de ensefianza en el desarrollo del pensamiento mate-
matico (Amit y Neria, 2008).

De ahi el interés de esta investigacion por caracterizar el razonamiento
abductivo a partir de los argumentos de dos profesores de matematicas de
secundaria en el contexto de generalizacion de patrones cuadraticos.

Marco conceptual

Esta investigacion se sustenta teéricamente en los conceptos de razona-
miento abductivo, argumentacion y generalizacion. Para su estudio se
considera la propuesta teérico-metodolégica de Soler-Alvarez y Manrique
(2014).

Razonamiento abductivo
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La abduccion es el razonamiento que estudia un fendmeno, en el que se
implica el andlisis de sus caracteristicas y la identificacién de algunas rela-
ciones entre ellas (Soler-Alvarez y Manrique, 2014). El razonamiento ab-
ductivo tiene como objetivo la construccion de conjeturas y considera tres
procesos matematicos: el estudio de casos, la observacion de patrones, re-
gularidades o propiedades, y la formulacién de la conjetura.

El estudio de casos consiste en la manipulacién y la transformacion de
diferentes representaciones que permiten la observacion de regularidades;
la observacion de patrones, regularidades o propiedades es la identificacion
de lo comun en las representaciones, y la formulacion de conjetura refiere
a las diferentes formas de expresar lo comunmente identificado (Soler-Al-
varez y Manrique, 2014).

Argumentacion

La argumentacion es el medio de expresion del pensamiento que explica y
justifica el razonamiento (Conner et al., 2014). El razonamiento agrupa un
conjunto de argumentos basado en una serie de proposiciones que implica
una conclusién inferida de los datos (Toulmin, Rieke y Janik, 1984). Los
argumentos pueden ser esquematizados a través del modelo de Toulmin
(Inglis, Mejia-Ramos y Simpson, 2007) y su estructura esta conformada
por seis elementos: datos (D), conclusién (c), garantia (G), soporte (s), re-
futacion (R) y calificador modal (c) (véase figura 1).

Para esta investigacion, el estudio de los argumentos permite caracte-
rizar el razonamiento abductivo y se considera el modelo basico de Toul-
min, que es el niicleo del argumento datos (D), conclusion (c) y garantia (G)
(véase figura 2).

En la estructura del razonamiento abductivo, Soler-Alvarez y Manri-
que (2014) integran lo planteado tedricamente por Peirce (1976) con Ca-
fadas y Castro (2007), por medio del modelo argumentativo de Toulmin.
La estructura considera los cuatro primeros pasos establecidos por Cana-
das y Castro (2007): observacion de casos particulares, organizacion de
casos particulares, identificacion del patrén y formulacion de la conjetura.
En el modelo de Toulmin, la observacién y la organizacion de los casos
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Ficura 1. Modelo argumentativo de Toulmin (Inglis, Mejia-Ramos y Simpson, 2007)

R

o
v
o
v
@]

Ficura 2. Modelo argumentativo bdsico de Toulmin

D » C

G

particulares corresponden a los datos iniciales del razonamiento; la bus-
queda y la prediccion de patrones, a la garantia, y la formulacién de conje-
turas, a la conclusion (véase figura 3).

Generalizacion de patrones

La generalizacion es la identificaciéon de un comportamiento regular, con
el fin de extender esta regularidad hacia otros términos y construir una
regla general que relacione todos los elementos de la sucesion (Radford,
2008). El reconocimiento de patrones es esencial para la generalizacién
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Ficura 3. Esquema de razonamiento abductivo

Datos
Dat;)s 4 .| Conclusion
presentados Conjetura
en diferentes
diagramas

Garantia
Patrones, relaciones, regularidades,
otras conjeturas y propiedades

(Polya, 1966), porque permite construir formulas y relaciones generales
desde la regularidad observada.

Los patrones son repeticiones que se comportan de acuerdo con una
regularidad, asociados con representaciones. Un patron figural es una suce-
sién o secuencia de objetos con una configuracion bien definida en repre-
sentaciones esquematicas que exhiben caracteristicas matematicas especi-
ficas (Rivera, 2010).

Método

La investigacion analizé un estudio de caso (Merriam y Tisdell, 2015) para
profundizar en el razonamiento abductivo de dos profesores de matemati-
cas de secundaria en el marco de la generalizacion de patrones cuadraticos.
Contexto y participantes de la investigacion

Se disen6 e implementd un curso-taller en modalidad virtual dirigido a

profesores de matematicas en servicio, como escenario para la recoleccién
de datos, en el que los profesores resolvieron tareas de generalizacion de
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patrones. Se implement6 en 12 sesiones de 2.5 horas y 15 horas de trabajo
independiente, las cuales fueron videograbadas.

En la investigacion participaron voluntariamente 16 profesores. Dos
de ellos (P1 y P2) fueron seleccionados para las unidades del estudio de
caso (un hombre y una mujer), procedentes de México y Colombia, con 5
a 18 anos de experiencia docente.

Tarea sobre la generalizacion
de patrones cuadraticos

Para fines del capitulo de este libro se presenta el andlisis de una de las ta-
reas en el contexto de la generalizacion de patrones figurales de tipo cua-
dratico (véase cuadro 1).

Cuapro 1. Tarea del patrén cuadrdtico de la rana

Tarea de la rana Caracteristicas
Observa la secuencia de las siguientes figuras. Justifica Adaptada de Rivera (2010).
ampliamente el proceso de solucién en cada una de las El contexto de la tarea es un
preguntas. patrén figural creciente con

progresion aritmética de orden 2
en los numeros naturales.
Demanda la explicacién del
comportamiento del patron
figural en etapas cercanasy en
cualesquiera de las etapas,
asociada a la variable
cuadrados grises.

Figura 1 Fizura l Figura 1

a. ;Cuantos cuadrados grises conforman la figura 5?
b. ;Cuantos cuadrados grises conforman la figura 7?
¢. {Cuantos cuadrados grises conforman la figura n?
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Analisis de los datos

El analisis del razonamiento abductivo de los PMs sigui6 tres fases: 1) re-
construcciéon de la argumentacion de los profesores basados en las pro-
ducciones escritas de la tarea y entrevista semiestructurada, para lo cual se
utilizé el modelo de Toulmin; 2) caracterizacion del razonamiento abduc-
tivo a partir de la propuesta teérico-metodolégica de Soler-Alvarez y
Manrique (2014), y 3) triangulacion de las fases anteriores, con investiga-
dores expertos en argumentacion, generalizacion y razonamiento mate-
matico.

Resultados

Los resultados caracterizan el razonamiento abductivo evidenciado por
cada profesor de matematicas (P1y P2) al resolver la tarea de la rana, que
consistid en el analisis de un patrén figural en etapas cercanas y para cual-
quier etapa. El razonamiento abductivo de los profesores se caracterizd
por el estudio de los casos particulares, la identificacion del patrén y la
formulacion de una conjetura. P1 siguié dos formas o rutas de resolver la
tarea mientras que P2 siguié una (véase cuadro 2).

Razonamiento abductivo de P1

El razonamiento abductivo de P1 se movilizé en dos rutas. La primera
consistio en la formulacion de una conjetura desde la construccion de una
relacion recursiva, a través de las diferencias entre los primeros términos,
y la segunda, en la formulacion de una conjetura a partir de una relacién
funcional entre los cuadrados grises y el nimero de figura.

a) Ruta 1. Una de las demandas de la tarea consistié en establecer la
cantidad de cuadrados grises en la figura 5 como etapa cercana del patron.
P1 estableci6 una relacion de recurrencia o recursiva, donde cualquier tér-
mino se obtiene usando el término anterior mas el incremento de una fi-
gura a otra. Para ello, el profesor transit6 por tres procesos:
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Cunbro 2. Tarea del patrén cuadrdtico de la rana

Momentos del razonamiento abductivo
Profesor | Ruta Estudio de los casos Identificacion Formulacion de la
particulares del patrén conjetura
La diferencia entre la .
Conteo de los . El incremento en las
. cantidad de . .
R1 cuadrados grises . diferencias es de dos
cuadrados grises no )
y blancos unidades
es constante
Cuatro extremos:
P1 dos veces el nimero
Conteo de los [
cuadrados grises en dos dela figura mas 2.
R2 9 Centro: el nimero 4(2n+1)+n(n+1)
partes (cuatro extremos
de la figura por el
en forma de Ly centro) i
numero de la figura
siguiente
Cuatro patas: el
numero de la figura
Conteo de los mas el nimero de la
cuadrados grises en dos | figura mas uno.
P2 R1 9 9 An+(n+1)+n(n+1)
partes (cuatro patas y Centro:
cuerpo de la rana) el producto del
numero de la figura
por el siguiente

1) Identifico el total de cuadrados en las etapas conocidas (conclusion)
a partir de las representaciones del patrén figural dadas en la tarea (datos)
por medio del conteo total de los cuadrados grises, en cada una de las figu-
ras conocidas (garantia) (véase figura 4).

2) Determind la cantidad que aumenta de una figura a otra. Para la fi-
gura 2 hay un aumento de 12 cuadrados grises y para la 3, un incremento
de 14 (véase figura 5).

El aumento que identificé P1 corresponde a las diferencias entre tér-
minos de la sucesion.

3) Formuld una conjetura verbal sobre el comportamiento del patrén
figural, en el que el incremento corresponde a dos unidades mas con res-
pecto al anterior (véase figura 6).

Esta primera conjetura formulada por P1 (dato) le permiti6 responder
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Ficura 4. Argumento en el estudio de casos particulares de P1 en la ruta 1

Datos:

Conclusion1:
" Cuadrados
Grises
@ Figura 1: 14
Figura1  Figura 2 Figura 3 Figura 2:26
Figura 3: 40

Garantia: Conteo
total de los
cuadrados grises
las tres primeras
etapas.

Ficura 5. Argumento en la identificacion del patrén de P1 en la ruta 1

Datos: Conclusién:
Cuadrados Grises Cuadrados Grises
Figura 1: 14 > Figura 1: 14
Figura 2: 26 Figura 2: 14+12=26
Figura 3: 40 Figura 3: 26+14=40

Garantia: Diferencias entre
los cuadrados grises.

la cuestion de la tarea sobre la cantidad de cuadrados grises en la figura 5,
que corresponde a 74 cuadrados grises (conclusion). La garantia es la regla
recursiva identificada por P1 en relacion con el incremento que hay en las
figuras 4 y 5 (véase figura 7).

b) Ruta 2. Para responder la cuestion sobre la cantidad de cuadrados
grises en la figura 7, y para cualquier figura, P1 siguid otra ruta con evi-
dencias del razonamiento abductivo. En este sentido, P1 establecié una re-
lacion de correspondencia entre la cantidad de cuadrados grises y el nu-
mero de figura, como conjetura. Para su formulacion, el profesor:

1) Identifico la cantidad de cuadrados grises en los extremos y en el
centro de la rana (conclusion) desde la representacion del patrén figural
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Ficura 6. Argumento en la formulacién de la conjetura de P1 en laruta 1

Datos: Conclusion:
Cuadrados Grises '
. . Incremento de dos
Figura 1: 14

unidades en las

Figura 2: 14+12=26 diferencias.

Figura 3: 26+14=40

Garantia: Patron de
recurrencia a partir de las
diferencias.

Ficura 7. Argumento en el uso de la conjetura de P1 en la ruta 1

Datos: L.
. Conclusioén:
Cuadrados Grises
N Hay setenta y cuatro
Incremento de dos > .
: cuadrados grises para la
unidades en las -
- - figura 5.
diferencias.

Garantia:
Uso de la regla recursiva
Figura 4: 40+16=56
Fiaura 5: 56+18=74

Ficura 8. Argumento en el estudio de casos particulares de P1 en la ruta 2

Conclusion:
Extremos de la

Datos: rana
Figura 1: 3
saee Figura 2: 5

ﬂ i * » Figura 3: 7

Centro de la rana
Figwa1 Figuaz  Figura3 Figura1: 2
Figura 2: 6

Figura 3: 12

Garantia: Conteo
estratégico.
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dada en la tarea (datos) por medio de un conteo estratégico (garantia)

(véase figura 8).

2) Establecié que el comportamiento en los extremos de la rana es dos
veces el nimero de la figura mas dos, y en el centro, el numero de la figura

por la siguiente (véase figura 9).

Ficura 9. Argumento en la identificacion del patrén de P1 en la ruta 2

Datos:
Extremos de la rana
Figura 1: 3
Figura 2: 5
Figura 3: 7

Centro de la rana
Figura 1: 2
Figura 2: 6
Figura 3: 12

Extremos de larana
Dos veces el nimero de

Centro de la rana
El niumero de la figura
por el numero de la

Conclusién:

la figura mas 2.

figura siguiente.

Garantia: Relacién de
correspondencia entre los cuadrados
grises de los extremos, el centroy el

numero de la figura.

3) Represento, a través de expresiones algebraicas en términos de #, el
comportamiento identificado por P1 en relacion con la cantidad de cua-
drados grises y el nimero de figura (véase figura 10).

Ficura 10. Argumento en la formulacién de la conjetura de P1 en la ruta 2

Datos:
Cuatro extremos de la
rana
Dos veces el numero de
la figura mas 2.
Centro de la rana
El nimero de la figura por
el nimero de la figura
siguiente

Conclusioén:
42n+ D +nnm+1)

Garantia: Conversion de lo

verbal al algebraico.
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La conjetura formulada por P1 le permitié responder las cuestiones
sobre la cantidad de cuadrados grises para cualquier nimero de figura y la
figura 7. La conjetura fue simplificada a la forma n* + 9n + 4. Para la sépti-
ma etapa, en la expresion algebraica P1 sustituy6 el nimero de figura, ob-
teniendo como resultado 176 cuadrados grises (véase figura 11).

Ficura 11. Sustitucion en la expresion algebraica construida por P1

:Pam ‘a ’:{7—() 3.

g
N+ 9n+Y4= (%)7? 9334z 49+ 6>+ 4

-

= b
Razonamiento abductivo de P2

Para responder las cuestiones sobre la cantidad de cuadrados grises en las
etapas cercanas y para cualquier numero de figura, P2 decidi6 primero es-
tablecer una relacion funcional que relacione estas dos variables y luego

responder sobre los casos particulares. En la formulacién de la conjetura,
P1 sigui¢ la ruta:

1) Descomponer las figuras en tres partes: centro de la rana, extremos y
bases de las patas de la rana (véase figura 12).

Ficura 12. Descomposicion del patrén figural de la rana realizada por P1

o
. aas
r.n1r.m

DExtremos i Bases |:| Centro

Figura 3
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2) Contar los cuadrados grises en cada una de las partes (véase figura 13).

Ficura 13. Argumento en el estudio de casos particulares de P2

Conclusién
Datos: g E Extremos Bases
QEE EE@ EEms DD[]E Figura 1] Figura 1. 2
BE e | Figura 2:2 Figura 2:2
% *  Figura 3:30 i Figura 3:3
entro
[B]SN]E] Ooool 11
n um : r 1 Figura 1: 2
g ﬁmﬂgur ‘?Eﬁ = Figura3 = Figura 2:6
Figura 3:12

Garantia: Conteos
estratégico.

3) Identificé que el comportamiento del patrén figural de la rana co-
rresponde al nimero de la figura en los extremos de las patas, el nimero
de la figura mas uno en las bases de las patas, y en el centro P1 reconoce
un rectangulo, lo asocia con el drea de un rectangulo y lo expresa como el
producto entre el numero de la figura (altura) por el nimero de la figura
mas uno (base) (véase figura 14).

Ficura 14. Argumento en la identificacion del patrén de P1 en la ruta 2

= Conclusion
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4) Formuld una conjetura basada en la relacion de correspondencia en-
tre la cantidad de cuadrados grises con fundamento en la descomposicién
y el nimero de figural, lo cual es expresado algebraicamente en términos
de ny corresponde a la forma: 4[(n) + (n +1)] + n(n + 1) (véase figura 15).

Ficura 15. Expresion algebraica construida por P2
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Reflexiones finales

El interés de esta investigacidn radica en caracterizar el razonamiento ab-
ductivo de dos profesores de matematicas de secundaria a partir de sus
argumentos en el contexto de la generalizacion de patrones cuadraticos.
En el andlisis se utilizé la propuesta teérico-metodolégica de Soler-Alva-
rez' y Manrique (2014).

Con base en los argumentos de los profesores se evidenciaron dos for-
mas diferenciadas de razonar abductivamente: abduccion desde lo figural
y abduccion desde lo numérico.

La primera se caracteriz6 por la descomposicion de las figuras y los
conteos estratégicos, que permitio el reconocimiento del comportamiento
del patrén figural y la formulacion de la conjetura de manera verbal y alge-
braica. La segunda consistid en la traduccion de la representacion figural
del patron a una representacion numeérica, que implicé el conteo total de
los objetos de las figuras, y desde lo numérico, formular una conjetura ver-
bal a través del método de diferencias.
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En este sentido, se reconoce que las tareas de generalizacion de patro-
nes figurales promueven el razonamiento abductivo y facilitan la cons-
truccion de multiples reglas generales (Rivera, 2010).

A nivel curricular, la conjeturacion es uno de los objetivos de la gene-
ralizacién (NcTM™, 2000). Ademas, es terreno util para desarrollar habi-
lidades en los estudiantes de distintos grados escolares vinculadas con el
razonamiento abductivo, como la exploracion, el descubrimiento, la vi-
sualizacidn, la conjeturacion, el estudio de patrones, la construccion de re-
laciones funcionales y el uso de distintas representaciones.

Las investigaciones sobre el razonamiento consideran importante
comprender el pensamiento del profesor Kirwan (2015), quien asume un
rol indispensable en los procesos de ensefianza de las matematicas. Sin
embargo, se ha reportado que las metodologias utilizadas por los profeso-
res estan asociadas con procesos algoritmicos, en las cuales predomina la
utilizacion de actividades que demandan poca actividad cognitiva (Bata-
nero et al., 2015). Por su parte, el desarrollo del razonamiento abductivo
facilita el descubrimiento de hechos sorprendentes y la construcciéon de
nuevos conocimientos, los cuales invitan a la reflexion de procesos mate-
maticos y permite el transito entre diferentes formas de representar obje-
tos, lo que amplia la actividad matematica.
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Resumen

Este capitulo centra la atencién en cinco habilidades del conocimiento
emocional en docentes de matematicas, con la intencién de que se pueda
llegar a alcanzar la regulacién emocional. Para tal efecto se muestran las
producciones de 20 docentes mexicanos que imparten clases en educacion
secundaria (con estudiantes de 12-15 afios), y bachillerato (con estudian-
tes de 15-18 afos), quienes en noviembre de 2021, de manera virtual, asis-
tieron al taller “El coaching emocional en matematicas” en el marco del
Taller Internacional TEMBI 8. En la evidencia presentada se muestra que
los docentes poseen la habilidad de ponerle nombre a la emocién que ex-
perimentan y son conscientes de la situacion que la desencadena. Entre las
emociones reportadas se encuentran: resentido por, quejoso por, feliz por,
satisfaccion, decepcion, jubilo, congoja, autorreproche, agrado y reproche,
todas ellas conceptualizadas desde la teoria de la estructura cognitiva de
las emociones.

Palabras clave: conocimiento emocional, matemadticas, docentes, teoria de
la estructura cognitiva de las emociones.

! Licenciada en matematica educativa por la Universidad Auténoma de Guerrero (UAGro). or-
a: https://orcid.org/0000-0002-5917-0990

2 Doctora en matemética educativa por el Centro de Investigacién y Estudios Avanzados del
Instituto Politécnico Nacional (Cinvestav, IPn) y profesora titular de la Facultad de Matematicas
de la Universidad Auténoma de Guerrero (uacro), Chilpancingo, México. orcip: https://orcid.
org/0000-0001-7088-1075

148



CONOCIMIENTO EMOCIONAL EN DOCENTES DE MATEMATICAS

Introduccion

Estimado lector, agradecemos que haya centrado su atencion en este capi-
tulo. Quiza fue porque a ambos nos atrae el tema de las emociones, o porque
nos recuerda un episodio de la clase de matematicas, o a lo mejor solamen-
te abrid el libro y aparecio esta pagina; como sea, esperamos que disfrute
la lectura de estas lineas y, mds atin, que nuestras palabras ayuden a su la-
bor si es docente, o a su formacidn si es estudiante.

Este capitulo representa para las autoras el medio perfecto para expre-
sar todo lo que hemos aprendido de las emociones de estudiantes y profe-
sores de matematicas a lo largo de nuestras vidas académicas. Ademas, he-
mos decidido contarlo con un estilo académico, pero no tan “formal” como
lo exigen las revistas de investigacion, con el fin de hacer amena su lectura
y despertar en usted, si es que no lo tiene ya, el interés por un campo de la
matematica educativa llamado dominio afectivo, desde donde nace nuestra
investigacion.

El dominio afectivo es un campo de investigacion referido al estudio
de constructos tales como actitudes, emociones, motivaciones, creencias y
valores que influyen y van formando la vida escolar y social de estudiantes
y profesores. Los estudios realizados en este campo han mostrado que el
afecto tiene una alta influencia en el aprendizaje matematico escolar (Gar-
cia, Ortega y Rodriguez, 2020; Diego-Mantecén y Cérdoba-Gémez, 2019;
Ibarra-Gonzalez y Eccius-Wellmann, 2018; Lewis, 2013; Bekdemir, 2010;
Martinez-Padrén, 2008; Zan, Brown, Evans y Hannula, 2006; Hannula,
2002; Goméz-Chacén, 2000).

En el caso de las emociones el interés por su estudio se atribuye a la
importancia de la naturaleza emocional de los contextos educativos. Un
ejemplo de ello es la rendicién de cuentas del sistema escolar (Schutz y
Pekrun, 2007). En palabras de Graesser (2019) la revolucién emocional en
el siglo xx1 esta fortaleciendo sus tentaculos para investigar sobre el apren-
dizaje, ya que las emociones reinan en la conexion de experiencias en un
mundo complejo de aprendizaje formal, informal, social y personal. En el
contexto propio de la Matematica educativa, los inicios de la investigacién
sobre emociones de estudiantes se centraron en indagarlas durante la reso-
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luciéon de problemas matematicos (véase por ejemplo, Middleton, Jansen y
Goldin, 2018); con el paso del tiempo se ha extendido a estudiarlas duran-
te el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Existen diferentes formas de definir una emocion. De manera particu-
lar, en este documento las entendemos desde la postura de la teoria de
la estructura cognitiva de las emociones (Ortony, Clore, y Collins, 1996).
De acuerdo con ello, definimos una emocién como una reaccion con va-
lencia ante situaciones desencadenantes. Ademads, la naturaleza de la emo-
cién esta determinada por la manera como es interpretada la situacién
desencadenante. Para hacer operativa la definicion anterior diremos lo si-
guiente.

Una emocidn se activa a partir de un acontecimiento que también se
denomina estimulo, o situacién desencadenante (sD); en este documento
usaremos esta ultima denominacién. Entre las sb que pueden generar
emociones estan los hechos, las cosas, los animales, las personas, etc. De
acuerdo con la postura tedrica, cuando se produce una emocion es porque
la sp fue valorada. Es decir, la persona hizo una interpretaciéon cognitiva
de la sp. Por ejemplo, un docente ha experimentado tristeza por ensefar
de manera virtual. Y otro ha dicho que esta feliz de dar clases virtuales.
Vea cdmo en ambos casos la situacion desencadenante es la misma, pero
las valoraciones (interpretaciones) de los docentes no lo son; por eso uno
experimenta tristeza y el otro felicidad. Es importante aclarar que la valo-
racién es un mecanismo innato que se encuentra cargado de nuestras
creencias, experiencias, historias de vida, es decir, de quienes somos. Por
eso es un mecanismo particular, pues cada uno valora una sp de forma
personal. En resumen, podemos afirmar que una emocion depende de lo
que es importante para nosotros.

Finalmente queremos decir que una de las razones por las que usamos
el referente tedrico antes descrito es que, la evidencia de una emocioén pro-
viene del lenguaje, verbal, escrito e, incluso, pictdrico. Es decir, para cono-
cer la emocion que alguien experimenta hay que pedirle que la exprese
mediante el lenguaje.

En las proximas secciones compartimos con usted un breve panorama
de las emociones del profesorado de matematicas. En segundo lugar, com-
partimos el desarrollo de un constructo denominado conocimiento emo-
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cional. Luego exponemos el caso de 20 docentes que lograron evidenciar
su conocimiento emocional mediante el dibujo de las emociones que ex-
perimentan al ensefiar. Finalmente dedicamos el cierre de este capitulo a
reflexionar sobre lo que podemos aprender de las emociones. Esperamos
que disfrute la lectura de este capitulo, tanto como nosotras disfrutamos
escribirlo.

Siento, luego enseno

La ensefianza es una labor demandante, ya que exige por parte del docente
conocimientos disciplinares y competencias para poder ensearlos, ade-
mas de habilidades sociales para tratar con los estudiantes. A esto se une la
carga administrativa; por ejemplo, reportes de planeaciones. Lo anterior
ha puesto en evidencia nuevos riesgos que afectan la salud de los maestros
por la excesiva carga laboral. Una evidencia de ello es el estrés de los do-
centes (Rodriguez, Guevara y Viramontes, 2017). Respecto de las causas
de este malestar docente, Ramirez, D’Aubeterre y Alvarez (2008) lo aso-
cian al salario y a la inseguridad en el entorno de la escuela en que labo-
ran. Segun Leibovich y Schufer (2002) entre los factores que provocan un
sentimiento de incomodidad del docente se encuentran la ampliacion de
su rol, la incongruencia que existe entre lo que tiene que ensefar y la reali-
dad académica del alumnado, y la presion por estar actualizado.

Desde la matematica educativa este malestar docente se traduce en
emociones negativas. De acuerdo con resultados de investigaciones, existen
dos razones por las que se desencadenan las emociones negativas de los
docentes que enseflan matematica: a) las experiencias emocionales expe-
rimentadas cuando eran estudiantes: generalmente, quienes tuvieron ex-
periencias negativas con las matematicas las siguen experimentando cuando
se convierten en profesores, conservando la creencia de que las matemati-
cas son dificiles (Coppola, Di Martino, Pacelli y Sabena, 2012; Di Martino
y Sabena, 2011), y b) el conocimiento de la asignatura: muchos docentes
que tienen la responsabilidad de ensefiar matematicas no siempre son es-
pecialistas en los contenidos del curriculo escolar (Philipp, 2007). Ademas,
existe evidencia de que la mayoria de las emociones que experimentan los
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docentes tienen como sD las metas académicas que los estudiantes puedan
alcanzar (Garcia-Gonzalez, y Martinez-Sierra, 2016). Esto tltimo adquie-
re gran relevancia para la labor docente. La vida del docente gira en torno
de lo que el otro (estudiante) pueda realizar; ademads, el objetivo del do-
cente es que se logren los aprendizajes, para lo cual se ponen en juego mu-
chas variables de diferente indole, como las cognitivas, las didacticas y, por
supuesto, las afectivas.

En el siguiente apartado centramos la atencién en la forma en que las
emociones pueden influir en la ensefianza de las matematicas. Con esto
pretendemos subrayar la gran importancia que tiene conocernos emocio-
nalmente.

Las emociones y su influencia en la ensenanza
de matematicas

Las emociones nos predisponen a la accion, pero también van moldeando
nuestras vidas, nos van ensefiando quienes somos en realidad y van forjan-
do nuestra personalidad y nuestra forma de comportarnos. Por lo tanto,
podemos decir que no hay emociones buenas ni malas, porque todas nos
aportan informacion valiosa de nosotros mismos; sin embargo, queremos
hacer la distincién de emociones negativas y positivas en el sentido de que
las primeras nos provocan sensaciones desagradables, y las segundas de
placer.

Las emociones estdn con nosotros desde que nacemos, y si bien son
fenomenos que experimentamos de manera personal, por ser seres socia-
les, las emociones también se encuentran moldeadas por el contexto. Un
claro ejemplo lo encontramos en el género. A los hombres la sociedad los
condena a no experimentar tristeza, pues deben ser fuertes. Y a las muje-
res se les condena a no experimentar el enojo: una mujer que expresa su
enojo recibe etiquetas como la de loca.

Lo anterior sirve de antesala para hablar de las emociones del docente.
Muchos docentes experimentamos mas emociones negativas que positivas
al ensefiar, pero cuando hablamos de ellas generalmente tendemos a ocul-
tar emociones negativas, porque socialmente no esta bien visto que un do-
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cente se enoje o sienta miedo por no conocer un tema. Enseguida compar-
timos dos casos de profesoras de matematicas que decidieron compartir
su historia sobre las emociones que experimentan al ensefiar. Se trata de
Karla, una docente novel de bachillerato, y Norma, una maestra con 15
afios de experiencia en primaria (Garcia-Gonzalez y Ramos, 2020).

La maestra Karla hablé de las emociones de autorreproche y congoja
cuando los estudiantes no entendian su explicacion de algun tema mate-
matico. Menciond el reproche hacia sus alumnos cuando percibié que no
estaban desinteresados en su clase.

Respecto del impacto de las emociones negativas de Karla se encontrd
que éste recae en su gusto y su motivacion por enseflar matematicas.
Cuando ella experimentaba emociones negativas disminuia su gusto por
ensefar, a tal grado de que no queria encontrarse de nuevo con el grupo
que la hizo experimentar esas emociones y por eso a veces llegaba tarde a
clase o no la impartia.

En el caso de Norma, el principal desencadenante de sus emociones
negativas fue su escaso conocimiento matematico. En particular, experi-
mentaba el autorreproche cuando sus alumnos la consultaban sobre algu-
na duda matematica y ella no era capaz de responder, experimentaba la
decepcién cuando no era capaz de entender los temas y experimentaba el
remordimiento cuando los estudiantes no entendian su explicacion.

En el caso de los profesores en general, y de matematicas en particular,
consideramos que es importante que conozcan las sSb de sus emociones
negativas, con el fin de regularlas y alcanzar un clima de bienestar idéneo
para desarrollar su ensefianza. Los casos analizados son ilustrativos para
este proposito. Se trata de dos docentes diferentes: una profesora novel y
una profesora experimentada. La primera recibié una formacion académi-
ca solida de las matematicas escolares que debe ensefar; en el segundo
caso, su formacidn académica fue endeble y por eso no tiene conocimien-
to sdlido de las matematicas que imparte. A pesar de estas diferencias, sus
casos convergen en que sus emociones negativas tienen repercusiones que
se pueden considerar graves, tanto para ellas como para sus estudiantes.
Por ejemplo, un profesor desmotivado o desconfiado de que puede ense-
far matematicas dificilmente lograra desarrollar el aprendizaje en sus es-
tudiantes.
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El conocimiento emocional

Informamos al lector que esta seccion corresponde con el articulo “Des-
arrollo del conocimiento emocional” publicado en la revista uno (Gar-
cia-Gonzalez, 2020). Desde la postura de Schoenfeld (2010), el conoci-
miento se refiere a “la informaciéon que [un individuo] tiene disponible
para usar, para resolver problemas, alcanzar metas o desarrollar cualquier
tarea” (p. 25). De acuerdo con esta definicidn, el conocimiento existe sélo
si la informacién esta disponible para el individuo, con la condicionante
del uso de esa informacidn; por lo tanto, se hablara de conocimiento sélo
si el individuo emplea la informacion para un fin determinado. De esta
manera, el conocimiento se traduce en informacion disponible para usar.

Consideramos que la definicion anterior se mantiene si agregamos ad-
jetivos calificativos y si nos enfocamos en una poblacion especifica. Es de-
cir, si se habla de conocimiento matematico del profesor de matematicas la
informacién disponible deberia ser de indole matematica —por ejemplo,
definiciones, propiedades y fundamentos de conceptos matematicos— y
usada para comprender las matematicas escolares que deberan ser ensefia-
das a los estudiantes. Si hablamos de conocimiento didactico del profesor
de matematicas la informacion disponible deberia ser de indole didactica;
por ejemplo, las teorias de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, los
intereses y las expectativas de los estudiantes, o las estrategias, las técnicas,
las tareas y los ejemplos. Todas estas actividades deberan ser usadas para
ensefar los temas matematicos y lograr el aprendizaje de los estudiantes.

En el mismo sentido, cuando hablamos de conocimiento emocional
hacemos referencia a la informacion que el docente tiene de las emociones
que experimenta en el aula de matematicas. Y esta informacion seria util
siempre que la utilice al ensefiar matematicas.

La propuesta es que el conocimiento emocional le es tan 1til al docen-
te como el conocimiento matematico y el conocimiento didactico (conoci-
miento especializado), y al igual que ellos, se desarrolla paulatinamente,
de tal forma que desarrollar conocimiento emocional implica las siguien-

tes habilidades:
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1. Reconocer que sentimos, pues las emociones son parte de nuestra natura-
leza humana.

2. Reconocer lo que sentimos, esto es, ser capaces de identificar qué emocion
experimentamos ante determinada situacion.

3. Ponerle nombre a la emocidn, es decir, conocer la palabra emocional que
representa claramente lo que sentimos. Las palabras emocionales tienen
relacién con la intensidad de la emocién; por ejemplo, no es lo mismo sen-
tir miedo que pavor, pues este ltimo da cuenta de una intensidad mayor
que el primero.

4. Reconocer qué situacion desencadena eso que sentimos.

5. Distinguir las emociones negativas de las positivas.

6. Regular las emociones que experimentamos y ser capaces de actuar en
consecuencia.

7. Poder ayudar a otros a conocerse emocionalmente; por ejemplo, a nues-
tros estudiantes.

Como puede observarse, los puntos del 1 al 5 se pueden lograr con un
poco de disposiciéon y compromiso, pero para adquirir la habilidad del
punto 6 a veces se necesita la ayuda de profesionales. El punto 7 da cuenta
del uso del conocimiento de las emociones.

El conocimiento emocional es de suma importancia en la ensefianza
de las matematicas, ya que si un profesor se conoce emocionalmente sera
mas probable que desarrolle un clima idoneo en sus clases para el aprendi-
zaje de los estudiantes.

El taller para desarrollar conocimiento emocional

En el marco del Taller Internacional TEMBI 8, las autoras de este escrito
desarrollaron el taller “El coaching emocional en matematicas’, cuyo obje-
tivo era mostrar a los docentes un camino para la regulaciéon emocional
mediante el desarrollo del conocimiento emocional. Para los fines de este
escrito sdlo reportamos lo desarrollado en la primera de las dos sesiones
del taller, en la que el foco de atencién fueron las cinco primeras habilida-
des del conocimiento emocional que se enlistan arriba.

155



156

INVESTIGACIONES SOBRE EL PROFESOR DE MATEMATICAS

Participantes

Participaron en el estudio 20 docentes mexicanos que imparten clases en
educacién secundaria (con estudiantes de 12-15 afios) y bachillerato (con
estudiantes de 15-18 anos). Estos docentes acudieron a dos sesiones del
taller antes mencionado, con una duracién de hora y media cada sesion.
La primera sesion traté del desarrollo de las cinco primeras habilidades
del conocimiento emocional y la segunda sesion se enfocé en la regula-
cién emocional. En este escrito se centra la atencion en la primera sesién y
en lo referente al dibujo como herramienta para expresar emociones.

El dibujo y las emociones

Henrion (1997) sugiere que las imdgenes revelan no sdlo creencias sino
también suposiciones y expectativas subyacentes y pueden proporcionar
ideas de lo que sentimos. De esta manera, el dibujo es una técnica ideal
para expresar emociones. Para aplicarla, se le solicita a los docentes que
realicen de manera individual un dibujo de una experiencia emocional al
enseflar matemadticas, pero en este dibujo no debe incluir palabras emo-
cionales; después deben mostrarlo al resto de profesores, quienes identifi-
caran la emocion expresada. Este ejercicio es muy fructifero, ya que tanto
el que dibuja como quienes lo identifican fortalecen su conocimiento
emocional al reconocer en si mismos y en los demas las emociones que se
experimentan. Después de que los observadores hablan de la emocién que
ven en el dibujo, quien dibujo debe decir si esa era la emocién que de ver-
dad queria comunicar. La mayoria de las veces hay coincidencias por parte
de los observadores. Al final se pide a quien dibujé que escriba la palabra
emocional asociada con el dibujo y que describa la situaciéon que desenca-
dena esa emocion.
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Analisis de datos

Cada uno de los 20 docentes realizé dos dibujos, uno de una emocioén po-
sitiva y otro de una negativa. Ambos fueron recolectados en una presenta-
ciéon compartida de Drive. Después de adivinar la emocién en forma co-
lectiva, se le solicité al docente que hizo el dibujo que lo explicara en
plenaria. Esto ayudo a corroborar las respuestas de quienes observamos
sobre lo que expresaba el dibujo. En la figura 1 se muestra la forma de inte-
raccion por medio de la cual los docentes compartian su dibujo, la explica-
cién de la sp y la palabra emocional.

Para analizar los datos en términos de las emociones expresadas por el
docente recurrimos a la tipologia occ (véase cuadro 1).

De acuerdo con el dibujo realizado y con la explicacion del docente,
las producciones fueron analizadas por las autoras y etiquetadas con la de-
finicion de la emocion que mads se adaptara a la descripcion de la occ. En
la siguiente seccion se presentan los resultados obtenidos, se trata de 10
tipos de emociones; a saber, resentido por, quejoso por, feliz por, satisfac-
cién, decepcion, jubilo, congoja, autorreproche, agrado y reproche. Para
identificar al docente se le asignd un nimero (1-20) de acuerdo con el or-
den en que se registro en el taller y se especifica si se trata de una mujer o
de un hombre (M y H).

Ficura 1. Explicando el dibujo de la emocion

Emocién Positiva ‘ Emocion negativa
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Cuapro 1. Tipologia de emociones occ

Tipo de emocidn Definicion
Feliz por Contento por un acontecimiento deseable para alguna otra persona
Alegre por Contento por un acontecimiento indeseable para alguna otra persona
el mal ajeno

Resentido por

Quejoso por

Esperanza

Satisfaccion

Alivio

Decepcion

Miedo

Temores
confirmados

Jubilo
Congoja
Orgullo
Aprecio
Autorreproche
Reproche
Agrado
Desagrado
Gratitud

Ira

Complacencia

Remordimiento

Descontento por un acontecimiento deseable para alguna otra
persona

Descontento por un acontecimiento indeseable para alguna otra
persona

Contento por la prevision de un acontecimiento deseable

Contento por la confirmacién de la previsién de un acontecimiento
deseable

Contento por la refutacién de la prevision de un acontecimiento
indeseable

Descontento por la refutacion de la prevision de un acontecimiento
deseable

Descontento por la previsidon de un acontecimiento indeseable

Descontento por la confirmacién de la previsién de un acontecimiento
indeseable

Contento por un acontecimiento deseable

Descontento por un acontecimiento indeseable

Aprobacién de una accion plausible de uno mismo

Aprobacién de una accion plausible de otro

Desaprobacion de una accidn censurable de uno mismo
Desaprobacion de una accidn censurable de otro

Agrado por un objeto atractivo

Desagrado por un objeto repulsivo

Aprobacioén de la accién plausible de otra persona y contento por el
acontecimiento deseable relacionado

Desaprobacién de la accidn censurable de otra persona y descontento
por el acontecimiento deseable relacionado

Aprobacioén de la accién plausible de otra persona y contento por el
acontecimiento deseable relacionado

Desaprobacién de una accion censurable de uno mismo y descontento
por el acontecimiento indeseable relacionado
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Resultados

De acuerdo con el dibujo realizado y la tipologia occ descubrimos 10 ti-
pos de emociones. Seis fueron negativas —entre ellas, resentido por, que-
joso por, decepcidn, congoja, autorreproche, y reproche: y sélo cuatro fue-
ron positivas: feliz por, satisfaccion, jubilo, y agrado. El cuadro 2 muestra
los resultados obtenidos.

Enseguida presentamos una descripcion de las emociones feliz por y
quejoso por, ya que fueron los tipos de emociones con mas sp.

Cuabro 2. Las emociones y sus situaciones desencadenantes

Tipo de emocion Situacion desencadenante
Emociones positivas
Feliz por La participacion de los alumnos

1.
2. Las calificaciones de los alumnos
3. Comprensién de conceptos por parte de los alumnos

Satisfaccion 1. La resolucién de problemas por parte del alumno
2. La participacion/atencion de los alumnos en clase
Jubilo 1. La atencién de los alumnos
Agrado 1. La aplicacién de las matematicas
Emociones negativas
Resentido por 1. La poca participacién de los alumnos

. La indiferencia de los alumnos en la comprensién de conceptos
. El acceso a internet

. La resolucion de problemas por parte del alumno

. La falta de atencion de los alumnos

Quejoso por

AN W N =

. La falta de atencién de los alumnos en la modalidad virtual
. La falta de participacion de los alumnos.
. Las bajas calificaciones de los alumnos

Decepcion

w N =

Congoja 1. La resolucion del examen por parte de los alumnos
. La falta de comprension de los alumnos

1
2. Las inconformidades de los alumnos por la calificaciéon
3. La falta de disposicion de los alumnos

Autorreproche

-

Reproche . La distraccion de los alumnos en clase virtual
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Emociones positivas: feliz por

Esta emocion se define desde la tipologia occ como contento por un
acontecimiento deseable para alguna otra persona. En el caso de los do-
centes, se identificaron tres sp de esta emocidn: la participacion de los
alumnos, las calificaciones de los examenes y la comprensioén de concep-
tos. Aclaramos al lector que las palabras emocionales que reportan los do-
centes no son iguales, pero todas dan cuenta del “contento” que experi-
mentan, por ejemplo, P14-M usa la palabra alegria para expresar contento,
mientras que P11-H usa las palabras satisfaccion y orgullo.

Situacion desencadenante 1:
la participacion de los alumnos

La mayoria de los docentes expresd emociones que tuvieron como spD las
acciones que realizan sus estudiantes; por ejemplo, la atencion, que es muy
importante para que se logre la comprension de lo que el docente explica
en el aula. Ademas, es notorio que se resalte esta atencion en el modo pre-
sencial, mas que en el virtual.

P14-M: Siento alegria cuando los alumnos participan en la modalidad
presencial (véase figura 2).

Situacion desencadenante 2:
las calificaciones de los alumnos

Cuando los estudiantes obtienen buenas notas, los docentes expresan su
contento, generando asi la emocién de feliz por. Suponemos que esto pue-
de deberse a que la calificacién constituye un indicador del aprendizaje del
estudiante (P11-H y P19-M).

P11-H: Experimento satisfaccion y orgullo por las buenas calificacio-
nes de los estudiantes (véase figura 3).
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FiGura 2. Feliz por la participacion de los alumnos. P14-M

FiGura 3. Feliz por las calificaciones de los alumnos. P11-H
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FiGURA 4. Feliz por las calificaciones de los alumnos. P19-M

P19-M: Me siento feliz cuando mis estudiantes logran obtener buenas
calificaciones en el examen (véase figura 4).

Situacion desencadenante 3:
la comprension de conceptos por parte del alumno

Cuando los estudiantes comprenden los temas genera el contento de los
profesores. Suponemos que esto es asi porque los docentes consideran que
parte de su labor se ha cumplido: han logrado el aprendizaje del alumno.

P20-M: Me siento feliz cuando los estudiantes logran comprender los
conceptos (véase figura 5).

Emociones negativas: quejoso por
Esta emocidn, segun la teoria occ, se define como descontento por un

acontecimiento indeseable para alguna otra persona. Las palabras que
consideramos hacen referencia a un descontento son “confusién” (P07-M),



CONOCIMIENTO EMOCIONAL EN DOCENTES DE MATEMATICAS 163

FiGura 5. Feliz por la comprensidn de conceptos. P20-M

“enojo” y “tristeza” (P10-H) y “frustracién” (P10-H, P07-M). En los docen-
tes se identificaron cuatro situaciones que la desencadenan. A continua-
cién se presentan dos sp.
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Situacion desencadenante 1:
el acceso a internet

La falta de acceso a internet es un detonante de la emocion quejoso por; en
este caso, internet es una herramienta que favorece el aprendizaje en linea,
por eso cuando falta se vuelve un obstaculo para el desarrollo de la clase y
el aprendizaje del alumno, como lo sefiala PO7-M.

P07-M: Me frustra demasiado la falta de internet, ya que genera con-
fusion en las clases virtuales, porque no pueden ser fluidas (véase figura 6).

Situacion desencadenante 2:
la resolucion de problemas por parte
de los alumnos

La emocion quejoso por también surge en el docente debido a que los alum-
nos no pueden resolver los problemas que propone. En el caso de P10-H,
consideramos que espera que los alumnos logren resolver problemas una
vez abordado el tema en clase, pues eso ofrece evidencia del aprendizaje.

P10-H: Yo he sentido enojo, tristeza y frustraciéon cuando el estudian-
te no puede resolver una ecuaciéon de primer grado (véase figura 7).

Ficura 6. Quejoso por la falta de acceso a internet. P07-M
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Ficura 7. Quejoso por la resolucion de problemas por parte de los alumnos. P10-H

Como se puede observar en los ejemplos anteriores, la mayoria de las
sD de las emociones de los docentes giran en torno de los logros de sus
estudiantes. Este resultado coincide con lo reportado por Garcia-Gonzalez
y Martinez-Sierra (2016). Al igual que estos autores, suponemos que este
hecho obedece a la practica docente. Aunado a lo anterior, la evidencia
presentada da muestra de las cinco primeras habilidades del conocimiento
emocional por parte de los asistentes al taller: a saber: 1) reconocer que
sentimos, 2) reconocer lo que sentimos, 3) ponerle nombre a la emocion,
4) reconocer qué situaciéon desencadena eso que sentimos, y 5) distinguir
las emociones negativas de las positivas. Todo ello gracias al uso del dibu-
jo, por lo cual se recomienda para la expresion de las emociones.

Lo que debemos aprender de las emociones

Las emociones desempefian un papel fundamental en los seres humanos,
nos permiten evaluar situaciones y nos predisponen a la accion. Por lo
tanto, las experimentamos dia con dia en cada actividad o en cada rol que
desempefiamos, y el aula de clases no es la excepcion. Las emociones se
clasifican en positivas y negativas, para su estudio, dependiendo del bien-
estar o el malestar que generan en nosotros, pero esto no significa que
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sean buenas o malas, porque todas nos brindan informacion relevante
para actuar.

Nadie mejor que nosotros conoce las situaciones que nos desagradan y
aquellas que disfrutamos; sin embargo, no siempre somos capaces de asig-
narle la palabra adecuada a ese disfrute o a ese desagrado; es decir, no so-
mos capaces de expresar la palabra emocional que mejor describe lo que
sentimos, a pesar de que experimentamos esa emocion. De ahi que es im-
portante la adquisicion de conocimiento emocional, por medio de las ha-
bilidades que se mencionan en este capitulo. Conocer lo que nos hace sen-
tir bien y lo que nos hace sentir mal puede ayudarnos a buscar la manera
de regular las emociones negativas, por medio de la modificacion de la sp
que nos provoca el malestar.

La importancia de conocerse emocionalmente, tanto si se es estudian-
te como si se es docente, repercute en el bienestar propio y en las relacio-
nes que podamos entablar, por ejemplo, con los saberes que aprendemos o
enseflamos, con los compaineros de clase o de trabajo, y entre profesor y
estudiante. En México, una de las tres lineas estratégicas del Programa de
Fortalecimiento de la Calidad Educativa (Sep, 2019) es la creacién de am-
bientes de aprendizaje para lograr el desarrollo del pensamiento matema-
tico. Con base en esta linea se pretende que el docente genere las condicio-
nes necesarias para crear un ambiente de aprendizaje que permita propiciar
un clima afectivo, emocional y cognitivo que permita al estudiante mostrar
sus emociones. He aqui una razén mas para desarrollar el conocimiento
emocional.

Los resultados reportados en este capitulo sefialan que la mayoria de
las emociones que experimentan los docentes son desencadenadas por el
logro de la metas académicas de sus estudiantes. Interpretamos este resul-
tado como parte de la labor docente: la responsabilidad que tenemos de
que los alumnos aprendan. Ademas, debido a la nueva forma de enseiiar,
se empiezan a establecer diferencias claras entre ensefianza presencial y
ensefianza en linea, condiciones que desencadenan sus propias emocio-
nes, como en el caso de la falta de acceso a internet (P07-M).

Un docente con conocimiento especializado para ensefiar matemati-
cas y conocimiento emocional disfruta su practica docente, regula sus
emociones en el saléon de clases, genera un ambiente propicio para el
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aprendizaje de las matematicas, mantiene una buena relacién con sus estu-
diantes, logra una mejor gestion del aula y alcanza facilmente las metas
académicas que se plantea en la ensefianza. Recordemos que, de acuerdo
con los resultados de las investigaciones, estas metas son las desencade-
nantes de las emociones. Ahora bien, podemos utilizar las emociones para
facilitar el aprendizaje matematico potenciando en el aula las emociones
que propicien la atencion, como la confianza de los estudiantes en si mis-
mos y en los demas, el entusiasmo, el asombro, la curiosidad y el interés,
tratando de eliminar aquellas que desvian la atencion, como el miedo, la
ansiedad, la ira, el enojo, la culpabilidad, los celos y el aburrimiento. En
nuestra labor esta la clave del bienestar emocional.

Finalmente, esperamos que las emociones reportadas aqui le hayan
servido como detonante para reflexionar sobre su propia labor de ense-
fanza: y para responder la pregunta: ;poseo conocimiento emocional? Si
su respuesta es si, lo felicitamos y lo invitamos a que nos comparta su ca-
so;si la respuesta es no, lo invitamos a que empiece a conocerse. La técnica
del dibujo puede ser muy productiva. Asi podremos alcanzar la meta del
conocimiento emocional: lograr un aula de matematicas donde, se permi-
ta la expresion emocional, se potencien emociones positivas, se ofrezcan
recursos para regular las emociones, se generen retos motivadores, se
ofrezcan tiempos y espacios para la reflexion, se potencie la cooperacion y
el respeto a las diferencias, se considere el error como un factor de apren-
dizaje, y profesores y estudiantes alcancen, sin sufrir, todas sus metas aca-
démicas.
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