Fisica de reactores nucleares
Fundamentos tedricos y problemas

Por José Luis Pinedo Vega (coordinador)



UNIVERSIDAD AUTONOMA DE
ZACATECAS

“Francisco Garcia Salinas”

Unidad Académica de Estudios Nucleares

Fisica de reactores nucleares

Fundamentos tedricos y problemas

José Luis Pinedo Vega
(coordinador)




COORDINADOR:

José Luis Pinedo Vega

CO-AUTORES:

Carlos Rios Martinez
Fernando de 1a Torre Aguilar
Fernando Mireles Garcia

J. Ignacio Ddvila Rangel

Yolanda Cisneros Garza
Disefo editorial:
Portada:

Primera edicién: 2025

© José Luis Pinedo Vega

© Unidad Académica de Estudios Nucleares de la Universidad Auténoma de Zacatecas
“Francisco Garcia Salinas”

Torre UAEN, Campus [I UAZ

Avenida Universidad

C.P. 98000, Zacatecas, Zac.

jlpinedo@uaz.edu.mx

ISBN:




RRESUIIIEII ...ttt ettt et et e et e eeeeseeme et e eeeeeeeseeseems et e eeeeeeeseamsnseseeseansensanseareasnns 7
Prefacio. ..ottt ettt ettt e et e ee e et reensr e eseereese et e eseereernns 9
Capitulo 1. Conceptos bisicos de fisica de reactores ................c.ccoooooiriiiiiiinincncese e 11
INEFOAUCCION <o ittt eee e s e e s e esnemse e e e eemseeseemeereeemannenns 11
Reaccion en cadena de fISI0M ......o.oiiioiiiieii et sae e e e st e e eeensenns 12
Flujo de neutrones, secciones transversales y razén de reaccion .........c.cccoveiveeeeaieaeeerenienenenns 14
Factor de CrICIAAM .. ...o.eii ettt e e ee et asesse s e e e ereaseansesesmmsensesseansareaseansenns 18
Capitulo 2. Ecuacion de transporte ... 23
PErdida de NEULIOMES .....oiuiieiiieiiieseiete e e et eeeaseeate s e eteereaseaseaseaneeseaseansenseammsensenseansasessesnsenns 23
Ganancia de neutrones (trmino fUBNTE) ..o 24
Validez de una serie de potencia para representar al flujo angular @r, 2, ¢t ....cccoovvieiirrenene. 26
DEMOSIIACIOI <o oot e et eeeeeee e e e aeeeeaseeseese e e eseasnamseeseanseenseeseamsereeemansenns 28
Deduccion de la regla de FICK .....o.oiiiiiiiiiiii e e e se st e eeensenes
Capitulo 3. Ecuacién de difusion para una-velocidad
CondiCiones @ 18 fTONIETA. ... .eiii ittt ettt eee et eee et eeteereaseasesseaseereeeasesseeseasesnseasanaeas 36
Solucién de la ecuacién de difusién en estado estacionario en coordenadas esféricas ........... 38
Capitulo 4. Ecuacién de difusion de neutrones en un reactor nuclear ................................ 43
Andlisis de 1a dependencia en el HemPO .........oooioiiieiiiii e 43
BUucKling MAaterial ........coii ittt e e teeeeaseaese s e e s ereaseanseaseammnenseeseanseresseensenns 44
Ecuacién de difusion en una velocidad (reactor placa) ..........ocooooooioiioiiiiie i, 44
Ecuacidén de difusion de neutrones en un reactor eSTerico .......ooooiiereeieiiieiieescesie e 46
Ecuacién de difusién de neutrones en un reactor cilindrico..........ooooeiiiiieiiiiiiii i 47
Andlisis de 1a CriticIdad ........ooeiiiieeie e ettt e e enreans 49
Probabilidad de no-escape de 10s neutrones en un reactor ..............oooooeeouiieeieieiaee e, 52
Efecto del reflector en un reactor MUCIEAT ........coocuiieiiiiieeecice et e e 54
POENCIA TEITICA . ..ee ittt ettt cete ettt e eeeeneeeeeeeseeaaeeamseanseamseaeseamseeaesanseneanneeaneanseaaseansnans 56
Capitulo 5. Cinética de reactores nucleares.................ccocooiiiiiiiiiini e 59
Problemas de dependencia en el tIeMPO .........ocoooiiiiiii i 59
Ecuaciones cinéticas de los neutrones retardados .........coooeieeiciiiriceiieciecee e 60
REACTIVIAAA -....e ettt ettt e et eee e st e emse e seamseeseeamseeaenneeeneanneeeseannnens 62
Periodo Estable de un Reactor, en un grupo de neutrones retardados ........c.ceeeeieeieeieniennene 63
Capitulo 6. Teoria de frenado ...............c.cocoooi i 66
LLEEATEEA +euvenieeeeeeeeteaueaasesteseeeseaseanseseeaneaseaseeseeseaseemseaseaeeeeeamesmseaseamsarearnamsenseammsensenseansarenseansenns 68
Probabilidad de escape @ 1a reSONANCIA .......c.oioiieii i e e e eeaneeens 70
FIujo de Frenado ... e e sr e en s er e nn e e e 70
Corriente de frenado o corriente de moderacion GF ... 72

3




Teoria de Edad de FEIMNE ....cccueieeeeieiiesiieeeeeeesteeeeereeeeseeeeissseesesesisnssesssesssssssssssseessssssssnssssnsssssnees 75

Ecuacion de Difusion de Fermi ... ..o assse s ee e snsssessens 78
Capitulo 7. Teoria de MultiSrupos ...........cc.ccoooiiiici e e anene s 81
Teoria de difusion de dOS-ZIUPOS .....ccoiiiiiiiieie et eeieee e se e ereareessesseateeseereaesseeseasesnseasanneas 84
7.1 Constante de multiplicacién para dos-gruPos ........oceoeeeaeieieneneeeeses e eeesesseeseeseeees 84
Ecuacién general de multiZrupos ......oeeoeiiiiieiiiee s e e e e e e e ensenns 86
Capitulo 8. Ecuacién critica de un reactor nuclear ..., 87
Calculo del buckling material para un reactor SUDCTTHICO ....o..viieeeeieiese et e eenee e 89

Calculo de 1a relacién de densidades nucleares entre combustible y moderador para un reactor
critico 90

Volumen minimo de un reactor critico (caso reactor cilindrico) ......coueeeeeccceeeeieeeeeeeieeeeeeenees 91
Determinacién del tamafio y masa nuclear para un reactor con una composicién z............... 92
Factor de MUIPHCACION ....c..ciuiicie et see e see e seeeree e s teereeessesrseesseansmneasesesneanseenseansnens 92
Capitulo 9. Ecuacién de difusion en una celda unitaria cilindrica ... 93
Ecuacidén de difusion para el MOderador .........oviouiieveeeiecee e e e seeanne e e annnens 93
Ecuacién de Difusion para el combustible ......oocuiieiiiiiiiiiicese e 95
Factor de utilizacién térmica para una celda heteroZénea..........cooveeveeeeeceecieeceeseeeeeeseaenens 95
Probabilidad de escape a 18 reSONANCIA ....o.oiuiieieiiiere e aee e e see e e e e e e eeensenns 99
Factor de fiSiOn FAPIAa.......c.eciviooie et sre st esre e e sr e et esre st e ern e seesreanneennean 101
Bibliografia de referencia .................ccoooiiiiiiiiiiiie e Error! Bookmark not defined.
ProbIemias. .........coooiiii ettt ettt s et et e et e et ese et e eaeesereentataane s 105
Pl. Ejercicios COMPIEMENTATIOS .. .oiouioeieereiieereaeiaese et eeeaseasesaaseseaseanseasesnsaeseasesnsesessesnsen 105
P 2.0Ordenes de magnitud de un reactor nuclear PWR DE 1000 MWe ......ccccoovicivevvicnrennen. 113
P 3. Ordenes de Magnitud de un Reactor Nuclear de Th232 — U233 de 1200 MWe ......... 120
P 4. Calculo de reactores nucleares simples haciendo uso de Teoria de difusion................. 124
P5. Incidente de eriticidad ........cioueiieiieee ettt e e ee e re s ae e ere e e annan 140
P6. Problema sobre tamaiio de un reactor usando Teoria de Fermi ..........ccoceeeiiveinciennennes 149

P 7.Relacién de combustible y moderador necesaria para alcanzar la criticidad en un Reactor

151
P 8. Pardametros Nucleares del Reactor Suscritico Nuclear Chicago 9000 de la UAEN-UAZ
156
ANEXOS ettt b et eb e R e bt Rt ebe et s bttt r e nen 161
Al. Energia de un neutrén después de un choque con un nticleo ......cooccvvivveviiiiininviiiennnne 161
CONTO Q8 INMASA 1..vev et et et et sie st et ereeee st e st eee st e st ee e se e st ee e et eseeb e st et eh e st et ah e et eos sebeesarnereesernerees 161
Masa Reducida y 2* ley de Newton para un sistema de dos particulas .........ccocceiveieeiennennes 162
A2, Ecuaciones de BESSEL......u i st 167
SODIe 108 AULOTES ......c.oieiiiiiieicc et eb et eb ettt ere st e s st es e b s e nen 169










Palabras clave:

Resumen







Prefacio

La fisica de reactores nucleares es la ciencia que preserva los principios bajo los cuales es
posible controlar la reaccién nuclear de fisién en cadena —la piedra angular del desarrollo de los
reactores nucleares—. Es una disciplina formal y diddctica, que integra el conjunto de teorias que
han conjugado, a través de descripciones fisicas y desarrollos matemdticos, la experimentacion
base del funcionamiento de los reactores nucleares. Infinidad de apasionados cientificos
construyeron esa disciplina, a partir de ellos fue posible dominar una de las tecnologias mds
sofisticadas a nivel macro industrial en el mundo, la energia nuclear, tecnologia cada dia mas
ineludible en el mix energético mundial.

La edicién estd compuesta de dos partes: una primera, formal, en la que se desarrolla la
teoria de difusidn, la cual parte de la deduccidn de 1a ecuacidén de transporte, que es una ecuacion
diferencial integro-diferencial, en términos de la densidad angular de neutrones i(r, u, t), una
funcién puntual que describe la distribucién de neutrones en forma vectorial, es decir, en términos
de la posicién r, la direccidn y magnitud de la velocidad u y en funcién del tiempo t. En una
segunda parte se presentan ejercicios diddcticos y problemas resueltos que, permiten dar
significado fisico a la teoria y complementa aspectos deductivos formales. Esta parte culmina con
fhldlculo de los pardmetros nucleares del reactor nuclear subcritico Nuclear Chicago, en posesidn
de la Unidad Académica de Estudios Nucleares de la Universidad Auténoma de Zacatecas,
México.

La edicidn estd pensada para la implementacién de un curso formal de fisica de reactores
nucleares. Pero, a su vez es recomendable para quien, teniendo antecedentes de la fisica de
reactores, necesite o desee revisar algunos conceptos. En ese caso se podria utilizar la edicién,
revisando problemas especificos o de interés, y en caso de dudas regresar a consultar la teoria.

Zacatecas, México, 2025.







Capitulo 1. Conceptos basicos de fisica de reactores

Introduccion

En 1896 Henri Becquerel descubrid la radiactividad a partir de sales de sulfato de uranilo y
potasio. De inmediato varios cientificos se dedicaron a estudiar la naturaleza de las radiaciones.
Al probar su comportamiento en campos magnéticos, se encontré que eran de tres tipos y se
clasificaron en particulas alfa e, beta f vy radiacién gamma y. Digamos que los tres tipos de
mdiacinﬁs se descubrieron al mismo tiempo.

El descubrilnnto de la radiactividad quebranté la indivisibilidad del &tomo, pero no puso
en evidencia ain el concepto de nicleo. Este concepto surgid al tratar de estudiar el
comportamiento de las particulas a emitidas por los isétopos pesados.

En 1906 Ernest Rutherford observo que las desviaciones de las particulas alfa, al atravesar
una ldmina de mica o de oro, eran mds grandes que las que predecia el modelo de Thomson.

En 1909 H. Geiger y E. Marsden, al hacer experimentos de dispersién de particulas alfa,
pusieron en evidencia la existencia del niicleo atémico.

Para 1911 Rutherford desarrolls la teoria de dispersiones alfa y con ello se formalizé la
concepcion de nicleo atomico. Aunque el nacimiento de la fisica nuclear no ha sido
estandarizado, el descubrimiento del nicleo atémico, en 1911, bien puede ser considerado el
evento que dio lugar a la fisica nuclear. La radiactividad puso en evidencia que los nicleos no son
inmutables.

En 1919, estudiando el comportamiento de las particulas alfa emitidas por isétopos
naturales, tales como Ra y Po, Rutherford descubri6 la primera reaccién nuclear

JHe* + Nt = g0V + JH'
Rutherford, ademas, en 1920 postuld la idea de la existencia del neutrén.

En 1930 Walther Wilhelm Georg Bothe y su alumno Herbert Becker, al bombardear berilio
y boro con particulas alfa, encontraron una radiacion muy penetrante. Frédéric e Iréne Joliot-
Curie intentaron explicar su naturaleza al hacer interaccionar esa radiacién con diferentes
isotopos, pero en lugar de demostrar su naturaleza, encontraron la produccién de isétopos
radiactivos artificiales —hoy conocida como activacién neutrénica o activacion mediante
neutrones—. En 1932 James Chadwick explicé la naturaleza de esa radiacién penetrante
bautizada como neutrones, por ello, en 1935 recibid el Premio Nobel de Fisica. Ese mismo afio,
a Frédéric e Iréne Joliot-Curie se les acreditd el Premio Nobel de Quimica por el descubrimiento
la radiactividad artificial.

El descubrimiento del neutron desaté una carrera entre cientificos de todo el mundo por
crear de forma sintética elementos transurdnicos. Enrico Fermi utilizo los neutrones para inducir
reacciones nucleares; encontrd, entre otras cosas, que los neutrones térmicos tenian mds
probabilidades de interaccionar que los neutrones rapidos; por lo que recibié el Premio Nobel en
1938.

En la bisqueda elementos transurdnicos mediante neutrones, el 19 de diciembre de 1938,
Lise Meitner, en colaboracién con Otto Hahn en Berlin, encontré que no todos los isétopos
pesados dan lugar a isétopos mds pesados, sino que algunos se @mentaban. De hecho, este
fenémeno ya habia sido sugerido en 1934 por Ida Noddack, quien descubrié el renio de nimero
atémico 75, por lo que fue nominada tres veces para el Premio Nobel de Quimica.

El fenémeno del rompimiento de nicleos pesados mediante neutrones fue publicado en un
articulo escrito por la propia Lise Meitner con ayuda de su sobrino Otto Fritz. El fenémeno fue
bautizado con el nombre fision nuclear por William Achibald Amold; mientras que por el
descubrimiento de la fisidén en 1944 se le otorgé el Premio Nobel de Fisica a Otto Hahn. En el
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articulo original se omitié el nombre de Lise Meitner por ser de ascendencia judfa, por tanto, fue
excluida del Premio Nobel.

Reaccién en cadena de fisién
Isétopos transurdnicos
La formacidn de elementos transurdnicos o reacciones de captura de neutrones puede ser ilustrada
mediante la secuencia de reacciones que da lugar a la produccién del Pu?3® a partir del 4,U?38
*
1 238 239 239 0 239 0
ot + 92U = gl = aNp™7 + 17 = Pu™" + 17 (L1)

Todas las reacciones nucleares siguen las leyes de conservacién. Estas implican que el
nimero de protones y el nimero de nucleones se conserven, de tal forma que, al balancear la
reaccidn, la suma tanto del niimero de protones como de nucleones es constante. Esto se observa
en la primera etapa de la reaccion anterior. El nimero de protones (en subindices) es

2,42, =0+492=092
y el nimero de nucleones (en superindices) es

A=A, +A, =1+ 238 =239
Dando lugar al 92U239*, donde el asterisco indica la formacidn de un niicleo compuesto en

estado excitado, cuyo nimero de protones es Z = 92 y de neutrones es Z = 239 Este is6topo es
sumamente inestable vy de inmediato se desexcita mediante el decaimiento o la emisidn de

particulas beta, dando lugar al o;Np23°.

El decaimiento beta consiste en la conversién de un neutrén en un protén més una particula
beta

1 1 0
ot = Pt + 4B (1.2)
Esto explica el aumento en el nimero atémico o nimero de protones en los isGtopos
239 239
oaNp=>7y gzPu.

Fision nuclear
En el caso del 4,023 suelen suceder reacciones de captura de neutrones. Esto es

Dnl + 92U235 - 92U236* — 92U236 + ¥ (13)

UZBG*

donde el nticleo compuesto 4, se desexcita emitiendo un rayo gamma.

Pero no solo existe la posibilidad de captura de neutrones, también se observan en mayor

proporcion reacciones en las cuales los niicleos de 4,U/23% se rompen o fisiona en dos nicleos o
fragmentos mds pequefios, liberando al mismo tiempo neutrones y radiaciones.

En forma general una reaccién de fisidn se puede expresar en la forma
o + U?3 = , X4 4, X2 v gn! (1.4)
A los isétopos generados, le“‘l y szAz se les conoce como fragmentos de fision.

Las reacciones de fisién siguen las leyes de conservacién. La suma tanto del ndimero de
protones como de nucleones, en ambos fragmentos de fisién, se debe conservar. En el caso de los

fragmentos de fision del 4,U/235

Z=7,+2Z,=92
A=A +A, =236
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235 nucleones que corresponden al 5,235 mds el neutrén que induce la fisién.

Los fragmentos de fisién rara vez son iguales. Existen distribuciones de fragmentos de
fisién o curvas de rendimiento, mis o menos especificas para cada tipo de isétopo fisil (figura 1).

Figura 1. Rendimiento o distribucion de los fragmentos de fision para los isotopos fisiles
U233 235 y py23

90 100 13140

7% gL ]
U-233/ Pu-239 | L 6%
65%U U-235
5% Tl 35%Pu \
|
\.. 2%

1% ks
Mso 120 158160

3%

Fuente: TWB (2008).

Energia de fision
Un caso especifico de una reaccién de fision podria ser
1 235 143 90 1
o+ gaU° = (oNd™ ™+, Zr°Y + 3 on

El valor Q de esta reaccidn, o la equivalencia en energia de la diferencia entre las masas de
los reactivos y los productos, estd dado por

Q = [(M(520%%) + M(gn?)) = (+M(oNd ) + M(1oZr™) + M(3 ont) )] c?
= [(235.043915 u + 1.008665 u)
— (142909779 u + 89.904700 u + 3x1.008665 u)] 93 1.5M
= 197.6 MeV “
donde c? es el factor de conversién de una unidad de masa atémica u a energia (en MeV).

El célculo anterior da cuenta que la energia liberada en cada reaccién de fisién es del orden
de 200 MeV.

El modelo nuclear de la gota liquida permite también aproximar el cdlculo de la energia de
fisién. De acuerdo con este modelo, cuando el neutrén que provoca la fisién entra en un el nicleo
de un isétopo fisil lo desestabiliza, provocando la formacién de dos fragmentos o gotas mis
pequefias, cuyos centros, en el instante que se separan, se encuentran a una distancia que es la
suma de los radios de ambos fragmentos (figura 2). El radio de cada fragmento se puede calcular

mediante R = RUA1f3 donde Ry = 1.5x10"% m

Figura 2. Etapas de la fision nuclear
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Fuente: Hullernue (2010).

Para el caso de los fragmentos de fisién anteriores sus radios son
R(402r%°) = RyA"3 = (1.5x10~15 m) (90% )=6.72x10""m
R(ooNd™) = RyA"/3 = (15210715 m) (143" ) = 7.84x10715 m

Luego la distancia de separacién inicial es r = 6.72x1071° 4 7.86x1071° =
15.58x1071% m. Por tanto, 1a energia potencial de Coulomb en el instante en que ocurre la fisién
es

2
r 15.56x10715m
Estos cdlculos muestran que, en efecto, en cada fisién se liberan del orden de 200 MeV. lo

que expresa el potencial de la energia nuclear. De acuerdo con Kopeikin (2004) la energia de
fisién para el U235 es de 202,79 MeV.

Nm?
9 —19 2
_ KqQ _ (9):10 )40x60x (1.6x107°C)

E. =3.24x10711 ] = 202 MeV

Mais del 80 % de le energia de fision es aportada en forma de energia cinética por los
fragmentos de fisién, la energia restante la aportan los neutrones, la radiacién gamma, particulas
beta y neutrinos liberadas en el decaimiento de los fragmentos de fisién.

Flujo de neutrones, secciones transversales y razén de reacciéon

Los neutrones libres, de manera similar a los fotones o a los electrones libres, siempre estdn en
movimiento. Por lo general son liberados en reacciones nucleares exoergéticas, y de acuerdo con
la cinemdtica de la reaccién mediante la cual son producidos, poseen una parte importante de la
energia de reaccidn. En las fuentes de neutrones mediante reacciones (a,n) los neutrones son
monoenergéticos, puesto que el valor Q de la reaccidn es constante, esta energia se reparte entre
el neutrén y el nicleo de retroceso. Sin embargo, los neutrones de fisién son liberados con
diferentes energias, comprendiendo toda una distribucién cuya energia promedio es del orden de
2 MeV. En este caso, no son monoenergéticos puesto que las fisiones siempre dan lugar a mds de
dos productos (los fragmentos de fisién, los neutrones particulas beta y radiacidn gamma) los
cuales comparten la energia de fisién en formas muy diversas.

De acuerdo con Zweifel (1972) la distribucion de los neutrones de fision en funcion de la
energia (E) tiene la forma

n(E) = ae'% (1.5)




donde kg es la constante de Boltzman y T la temperatura de fision; y a = 1.872 y kgT = 1.290
en el caso del ¢,U2%3, a = 1.888 y kzT = 1.306 en el caso del o,U%2° y a = 2.121 y kT =
1.333 enel caso del Pu?3°,

Se puede definir la densidad total de los neutrones en un medio como la integral de la
distribucion de neutrones de todas las energias

neutrones “
Es muy comtin y muy praictico asociar la densidad de neutrones con su correspondiente
velocidad, de donde resulta el flujo de neutrones

neutrones _ neutrones cm 17
G( cm? s )—n( cm?3 )U(T) (1.7)

que equivale al niimero de neutrones que cruza una superficie de 1 cm? cada segundo.

Seccion transversal microscopica o ;

La seccidn transversal microscdpica o; es la seccidn o drea tedrica que interpone cada nicleo
atémico de un medio a un flujo de neutrones @, y que produce un tipo de reaccién nuclear i. Dado
que las secciones transversales microscépica representan un rea, sus unidades son (cm?).

Las reacciones nucleares con neutrones compiten entre ellas. En el caso de isdtopos
fisiles., como el U235, py23°9 y el /233 al absorber un neutrén, puede ocurrir una reaccién de
captura (c) o una de fisién (f). La probabilidad de que ocurra una o la otra reaccidn es tipificada
mediante las secciones transversales correspondiente, las cuales son mutuamente excluyentes. Es
decir

o, = o; + 0, (1.8)
donde los subindices indican a absorcidn, f fisién y ¢ captura.

Obviamente, en un medio cualquiera no hay un solo niicleo, en cada unidad de volumen
(cm?) hay una cierta cantidad de 4tomos o niicleos. Por tanto, para caracterizar un medio se utiliza
la densidad atéomica o nuclear, la cual equivale al niimero de dtomos por unidad de volumen; se

puede evaluar conociendo la densidad del medio p (%) , el peso atdmico A (ﬂ%g) de los dtomos

atomos

y el nimero de Avogadro Ny ( at-g ) Esto es

g atomos

(atﬂmﬂs ) _°f (cm3) Na ( at—g ) (1.9)

cm® ) A4 '
at — g

Al multiplicar la densidad nuclear por la seccién transversal microscdpica de cada uno de
los nicleos, resulta una cantidad llamada seccién macroscépica, cuyas unidades son (cm™1)
atomos
Z,ecm ) =N (W) g;(cm?) (1.10)

Dado que a; es una cantidad directamente proporcional a la probabilidad de que haya
interaccién entre un neutrén y un nicleo, dadas sus unidades, I ; puede ser interpretada como la
probabilidad por unidad de longitud de que exista una reaccién o interaccién con neutrones de
tipo i.

Razon de reaccion
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Como en un medio no hay un solo niicleo y un flujo de neutrones involucra un gran mimero de
neutrones, multiplicando ambas cantidades se obtiene una cantidad llamada Razdén de Reaccidn
que equivale al mimero de reacciones de tipo i que ocurren por unidad de volumen por unidad de
tiempo. Esto es

R (re ﬂCCiOﬂeS) (neutrones
i

Z,(em™t 1.11
cm? s cm?s ) i ) @11

Sin embargo, las secciones transversales no son constantes, son funcién de la energia de
los neutrones.

En la grifica 1 se presentan las secciones transversales total o y de fision gy del g,U%3°.
La diferencia entre ambas es la seccién transversal de captura o, de tal forma que o7 = 6, + 0f.
Se observa que las secciones transversales dependen fuertemente de la energia. Entre 0.01 y 0.7
MeV disminuye de 1000 a 200 b en forma continua. Entre 1 y 100 MeV se observa la region de
resonancia, donde la posibilidad de reaccién es muy variable.

Grifica 1. Secciones transversales de fision oy y seccion transversal total oy del 4,U%3°

Fuente: Zweifel (1972, p. ).

En todo rigor la razén de reaccién de tipo i , que ocurre en el punto indicado mediante el
vector posicién 7 con neutrones de velocidad U y en el instante 1, tiene que definirse como

R I':(F.l ﬁ; t) = Q (FJ ﬁ; t)z i(FJ ﬁ; t) (1'12)

Seccidon transversal macroscépica de fision I;

El camino libre medio, 4; (cm), es la distancia promedio que viaja un neutrén entre colisién y
colisién de un cierto tipo i.

La probabilidad de que un neutrén experimente una interaccién de tipo i en una distancia
diferencial dl, es la relacién entre esa distancia y el camino libre medio. Esto es

P@) = % (1.13)

L
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Para un cierto niimero de neutrones n que viajan en la misma direccidn, la probabilidad de
tener una interaccién de tipo i se puede definir como la relacién entre la fraccién de disminucién
del niimero de neutrones

—— = (1.14)

Si ny es el muero de neutrones incidentes en un medio, el nimero de neutrones que puede
recorrer una longitud se puede obtener integrando la ec. (1.14). Esto es

_J‘”d_n: Iﬂ (1.15)
ng 1t o i
de donde
-1
ig
2ot
ng A
LT (1.15a)
g
o bien
n=ng e‘i% (1.16)

que es a la ley de atenuacién.

La seccion transversal macroscdpica ¥); es la probabilidad por unidad de longitud en la que

los neutrones tengan una interaccién de tipo i; por tanto, sus unidades son cm™1.

Como puede observarse de la definicién de camino libre medio. la seccién transversal

macroscopica es el inverso del camino libre medio

1
-1y _
Siem™) = s (1.17)
Fisicamente se puede calcular al combinar la densidad nuclear del medio multiplicada por
la seccién transversal microscdpica. Esto es
atomos U235 cm?
3 ) i (étomos u23s

Yilem™) = N( ) (1.18)

cm
Como nlo es la fraccion de neutrones que alcanza la distancia [, de acuerdo con laec. (1.16a),
[
e % equivale a la probabilidad de no interaccién entre [ = 0 y L.
Y como ¥; = f es la probabilidad de interaccién por unidad de longitud (o por cm),
entonces, la probabilidad de que los neutrones permanezcan sin interaccionar hasta [ y que
interaccionen en el siguiente diferencial de longitud d! es el producto

4 1

e i——dl
A; (em)

(1.19)

Luego, la probabilidad de que los neutrones tengan su primera interaccidn entre [ = a y
| = a, estid dada por
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El problema fundamental para conocer cualquier seccién transversal macroscdpica »;; o del
camino libre medio,es que dependen de la energia de los neutrones y de la temperatura del reactor.

En un reactor nuclear los neutrones de fision observan una distribucién tipo Maxwell. A una
temperatura T la distribucién de neutrones especifica correspondiente a la energfa £, es

n(E)

I=b
P(a.b)Zf e dl  (1.20)

I=a

= xnT e (E a2

donde k = 1.38x10723 % es la constante de Boltzmann.

Puede demostrarse que la energia promedio de los neutrones de esa distribucién es
J, E-n(E)dE ~

E=20_ = kT 1.22
J, n(E)E (122

Ejercicio 1.1. Demostrar la ecuacion (1.19) [Resuelto en ejercicios complementarios P1.3)]

La ec. (1.15) implica que la energia promedio de los neutrones solo depende de la temperatura.
Asi, por ejemplo, a temperatura ambiente (293K) la energia promedio de los neutrones es

Epp = (1.38x10‘23 %) (293K) = 5.04x1072Y]

leV

Epp = 5.04x10721 (7
Th 07 \Tex10-19)

) = 0.025eV

Este valor de E - a temperatura ambiente de 293K- se conoce como la energia promedio
que poseen cualquier tipo de particulas en equilibrio térmico con el ambiente. En el caso de los
neutrones, se llama neutrones térmicos a los neutrones en equilibrio térmico con el
medioambiente; estos tienen una energia de 0.025el/.

A partir de las tablas de radiontclidos pueden conocerse las secciones transversales
microscdpicas de los neutrones térmicos. El problema es extrapolar los valores de esas secciones
transversales para otra temperatura, por ejemplo, la temperatura de operacién de un reactor
nuclear 573K. Para eso, puede demostrarse que para otra temperatura T las secciones transversales
microscdpicas estdn dadas por la expresion

Trn
Or = Orp T (1.23)

Ejercicio |.2. Demostrar la dependencia con la temperatura de la seccién transversal microscépica
(ec. (1.23)). [Solucién: ejercicios complementarios P1.4]

Factor de criticidad
Como se muestra en la ecuacién (1.4), en las reacciones de fisidn, ademads de los fragmentos de
fisién21X“‘1 y ZZX“‘2 se liberan v neutrones; v es un numero promedio de neutrones emitidos,

caracteristico de cada isétopo fisil; en el caso del 4,U?3%, v = 2.42.

El hecho de que se liberen v nuevos neutrones en cada fisién hace posible una sucesién de
reacciones de fisién, a la cual se le llama reaccién en cadena de fisién (figura 3).
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Figura 3. Reaccidn en cadena de fision
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Fuente: JJ Duderstandt, Nuclear Reactor Analysis, John Whiley and Sons (1976, p. ).

Para caracterizar las reacciones en cadena se utiliza el concepto de constante de
multiplicacién o factor de multiplicacion k, al que también se le denomina factor de criticidad.
Este se define como la relacion entre el nimero de neutrones en dos generaciones sucesivas

ny
k=— (1.24)
Mo
Un reactor es critico si la poblacién o nimero de neutrones permanece constante, es decir,
cuando k = 1. Si la poblacién de neutrones disminuye a través del tiempo, o k < 1, se dice que
el reactor es subcritico; y si la poblacién de neutrones aumenta, o k > 1, el reactor estd en estado
supercritico.

Hay dos maneras de calcular la condicién de criticidad de un reactor: (1) al considerar que
todos los neutrones permanecen en el interior del reactor o no escapan; y (2) cuando se considera
que hay una fraccién de los neutrones que puede escapar del reactor, como realmente sucede.

Constante de multiplicacién infinita

Fisicamente no es posible evitar el escape de neutrones de un reactor, o solo seria posible si la
dimensién del reactor fuera infinita. A la constante de multiplicacién que ignora la posibilidad de
escape de neutrones del reactor se le llama constante de multiplicacion infinita y se designa por
k... Esta tiene utilidad prictica, ya que permite, entre otras cosas, revisar los procesos en los que
intervienen los neutrones.

Como ya se establecid en § 1.2.3, los neutrones de fisién no tienen una energia tnica, en
realidad comprenden todo un espectro de energia, del tipo distribucién de Maxwell-Boltzaman
con una energia promedio del orden de 2 MeV. Los neutrones rdpidos tienen muy pocas
posibilidades de inducir fisiones. Pero para considerar esas posibilidades, se define un factor €,
llamado factor de fision rdpida. A partir de una primer generacion de neutrones de fisién ng.
(figura 4), como resultado de las fisiones con neutrones rdpidos, se puede tener un ligero
incremento de neutrones dando lugar a nye neutrones.

Figura 4. Factor de multiplicacién infinita
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Ey 1 LT €: factor de fision ripida .- My = Neepfn

resonancia p: probabilidad de escape a la
[ resonancia
nyep

Erp absorcién en el combustible - ngepf  fisiones

[ factor de utilizacion térmicos n. lifit‘fi”*t'ft? del combustible

k., ="t="0P_eppy

ng ng

Fuente:

Los neutrones que mayor posibilidad tienen de inducir fisiones son los neutrones térmicos.
Para termalizar los neutrones se incorpora a los reactores un material 1lamado moderador cuya
funcién es disminuir 0 moderar la energia de los neutrones desde la energia de fisién hasta la
energia térmica. Los moderadores estin compuestos de elementos ligeros, como el hidrégeno del
agua, el deuterio del agua pesada o el carbono del grafito, con lo cuales los neutrones después de
unos cuantos choques se termalizan. El moderador mds comiin y mds barato es el agua.

Sin embargo, durante el proceso de termalizacién hay una regién del espectro en la cual
hay una gran probabilidad de que los neutrones sean absorbidos. A esa regidn se le llama regidn
de resonancia. Solo llegan a termalizarse los neutrones que escapan a esa regién. Para caracterizar
esa probabilidad, se define un factor p, llamado probabilidad de escape a la resonancia. Asi pues,
partir de una primer generacién de neutrones de fisién n,, el nimero de neutrones que llegan a
ser térmicos es Nngep.

Los neutrones térmicos se absorberdn en el combustible (designado por el superfijo F, del
inglés fuel) que contiene los isétopos fisiles, o bien en cualquier otro material del reactor, sea
moderador o materiales estructurales (designados por el superfijo M).

Si X, designa la seccion transversal macroscopica de absorcién total del reactor, XF
designa la seccién macroscdpica de absorciéon del combustible, y ZM designa la seccién
macroscépica de absorcién en otros materiales, la probabilidad de absorcién total por unidad de
longitud es

L,=zF4+3zM (1.25)
Y la fraccién de neutrones que se absorberd en el combustible es
Iz I
=S — = 1.26
f L, ZZh+zd (1.26)

f siendo llamado factor de utilizacion térmica.

Por tanto, a partir de n, neutrones de fision, el nimero de neutrones que finalmente se
absorbe en el combustible es ngepf.

Del total de neutrones absorbidos en el combustible, unos neutrones serdn simplemente
capturados y otros inducirén fisién; como de acuerdo a la ec. (1.8) 1a captura y fisién son eventos

excluyentes 0, = o, + o5 y solo la fraccion g—f puede inducir fisién. Dado que de cada fisién se
a

producirdn v neutrones, el nimero de nuevos neutrones de fisién por cada neutrén que fue
absorbido en el combustible serd

=vZ 1.27
n=ve (1.27)
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n siendo llamada eficiencia del combustible. En el caso de que mds de un isétopo produzcan
fisiones se deben considerar todas las contribuciones. Esto es

- (1.28)
=v= .
n 3,
Luego, a partir de ny neutrones, el nimero de neutrones de la siguiente generacién es
ny = noepfn (1.29)

Luego, el factor de multiplicacién infinito es la relacién entre el nimero de neutrones en
dos generaciones sucesivas

n _ noepfn
o T

ke = =epfn (130

La cual es llamada la férmula de los cuatro factores.

Constante de multiplicacién efectiva

Dado que los reactores son finitos, o tienen una geometria con fronteras fisicas, en todo rigor se
tiene que considerar que tanto los neutrones rdpidos como los térmicos tienen una probabilidad
de escapar de las fronteras del reactor. Los neutrones que tienen la posibilidad de inducir fisiones
son aquellos que permanecen dentro del reactor durante toda su historia. Para considerar a los
neutrones que no escapan se definen dos factores: el factor de no-escape de neutrones rdpidos
P = Pyg (f ,del inglés fast), y el factor de no-escape de neutrones térmicos Pyry, .

Asi que, a partir de 1y neutrones de fisién. el nimero de neutrones de la siguiente
generacion es

Ny = No€PyrpfPyran
Luego, la constante de multiplicacién efectiva es
Ny No€PypDfPyrnll
kepp = —=———"——"—= €PyppfPyran  (1.31)
g Ng
La cual es llamada la férmula de los seis factores (figura 5).

Los factores de no-escape Pyrp v Pyg serdn deducidos en la teoria de difusién (§ 4.7) y en
la teorfa de Fermi (§ 6.6).

Figura 5. Factor de multiaplicacién efectiva
Ef . My v € s Mg€ » Pyg Prob. No escape Ripido ny = HOEPNHPPNTJI;("
fision rapida '

nye PNH

p | Prob. escape a la resonancia

ng€Pypp
Pyrn Prob. No escape Térmico
E |
Th no€PNgPPyrh - [ Ng€PygPPyrif - 1
utilizacion térmicos eficiencia del combustible

Fuente:
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Uranio enriquecido

De acuerdo aIAEA Isotope Browser, en el uranio natural coexisten tres is6topos. Su abundancia
es

U?38 = 99,2742 %
U235 = 0.7204 %
U?3* =0.0054 %

Es decir, el componente mayoritario del uranio natural es el U238 gin embargo, no es un
isdtopo fisil, por lo que es muy raro que se fisione.

Por definicién, un isétopo es fisil si la energia de enlace del neutrén con el que es
bombardeado es mayor que la energia critica de fisién. Y un is6topo es fisionable si la energia de
enlace de ese neutrdn es menor a la energia critica de fisién. Esto implica que los isétopos fisiles
pueden fisionarse con neutrones térmicos, mientras que los fisionables requieren neutrones
ripidos.

La reaccién mds comtin del U/23® con neutrones es la captura. Por tanto, en un reactor con

uranio natural no se puede sostener la reaccién en cadena de fisién porque el U%38 captura una
gran proporcién de los neutrones, evitando que lleguen al U?3%,

Para mantener una reaccién en cadena es necesario modificar la proporcion de U23® respeto
al U?*8, Al proceso mediante el cual se aumenta de la proporcién del U235 se le llama
enriguecimiento. Este es un proceso que no se puede realizar por medios quimicos, puesto que
ambos isétopos tienen las mismas propiedades quimicas y no se pueden separar mediante
reacciones quimicas ni por extraccién con solventes.

Por definicién el enriquecimiento £ es la relacién entre la masa de U?° y la masa de uranio

W25 W,z2s Wypzs Wpzs

u o u==o u==0.

£= = = 2 = 2 (132)
Wy Wyzs + wyjzs Wyzsg, + Wyzsp, Wyo,

El enriquecimiento es un procedimiento de separacién isotépica que tiene el objeto de
aumentar la proporcién de dtomos de U235, La separacion isotépica es un proceso fisico que hace
uso de la pequefia diferencia en masa entre los isétopos U?3% y U238, para eliminar dtomos de
U?38. A escala industrial existen dos métodos de separacion isotdpica: la difusién a través de
membranas porosas y la centrifugacién. Estd en desarrollo un proceso mis que utiliza ldser para
excitar de manera selectiva las moléculas que contienen al isétopo de interés para, en tal estado,
poderlo separar.

El grado de enriquecimiento a menudo se designa mediante la letra griega €, y representa
la proporcién de U?3° en un combustible de uranio. Un reactor nuclear requiere un
enriquecimiento del orden de 3 < € < 5 %.

Las reacciones nucleares son probabilisticas y dependen de varios factores; en general, son
regidos por la ley de atenuacion de la radiacion.

Ejercicio 1.3. Actualmente el enriguecimiento del uranio natural es €,,2ss = 0.00711. En Oklo,
provincia de Gabdn, la presencia de fragmentos de fisién en un yacimiento de uranio puso en
evidencia que hubo una excursién natural de criticidad. (a) Suponiendo que esa excursién ocurrié
cuando se formé la hidrdsfera, o sea hace 1800 millones de afios, use la ley de decaimiento para
calcular cual debia ser el enriquecimiento en ese momento. (b) Haga el cdlculo inverso, es decir,
asuma que en un momento en que el enriquecimiento del uranio era € = 3 %, y calcule el tiempo
que ha transcurrido desde entonces. (c) ;Como podria usar este razonamiento para calcular la
edad de la Tierra?

[Solucidn: seccién problemas complementarios P 1.1]
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Capitulo 2. Ecuacion de transporte

Dado que los neutrones son los inductores de las fisiones nucleares, es fundamental conocer la
distribucién de la poblacién de neutrones para describir el comportamiento de un reactor nuclear.
Sin embargo, la descripcién de la poblacién de neutrones no es sencilla, puesto que en conjunto
los neutrones se distribuyen en toda una distribucién de velocidades —entendiendo velocidad en
forma vectorial es decir tanto magnitud como en direccidn—y a su vez en una distribucién espacial
y temporal.

Para describir en detalle lo que sucede en un reactor se utilizzal concepto densidad
angular de neutrones (1, u, t), lacual define la poblacién de neutrones, por unidad de volumen,
por unidad de espacio velocidad y por unidad de tiempo. La densidad angular de neutrones es
propiamente una cantidad puntual, es un numero de neutrones que en el instante t se encuentra
en la posicién r y tienen la velocidad u. Al ser una cantidad puntual, probablemente, no haya
ningiin neutrén con esas caracteristicas, entonces es mds comun asociar a la densidad angular
elementos diferenciales de posicion, unidad espacio-velocidad y tiempo. Eso es

Y(rut) d®r du dt (2.1)

que indica el nimero de neutrones en un elemento diferencial de volumen d*r, con una velocidad
alrededor de u que puede variar en una diferencial de velocidad d3u y en una diferencial de
tiempo dt, alrededor de t.

Figura 6. Elemento diferencial de volumen

Fuente:

La ecuacién de transporte es una ecuacién de balance, especifica para cada elemento
diferencial de volumen d3r. Esta ecuaci6n establece que el cambio en la poblacion de neutrones
con las caracteristicas anteriores es la diferencia entre las ganancias y las pérdidas de neutrones.

El cambio en la poblacién de neutrones —en un elemento diferencial de volumen d*r
con una diferencial de velocidad d®u alrededorde u y en una diferencial de tiempo dt, alrededor
de t — se puede expresar como

a
—(r,u,t) drdudt .
37 ( Y d3rdiud 2.2

Pérdida de neutrones

Los neutrones se pueden perder por cualquier tipo de interaccion y por escape del reactor. La
pérdida de neutrones debida a interacciones se puede cuantificar haciendo uso del concepto de
razén de reaccion. En el caso de la ecuacién de transporte, esta tiene que ser especifica para cada
elemento diferencial de volumen d3r con una velocidad alrededor de % que puede variar en una
diferencial de velocidad d*u y en una diferencial de tiempo dt, alrededor de t—. Esto es
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Rr(r,u,t) = Zp(rou, OW(r, u, ) u d?r d*u dt (2.3)
que es el nimero de reacciones que ocurren en un elemento diferencial de volumen dr, con una
velocidad alrededor de u que puede variar en una diferencial de velocidad d*u y en una
diferencial de tiempo dt,alrededor de t.
Para cuantificar el escape de neutrones a través de la superficie de un reactor puede

considerar, primero, un cilindro de longitud u, alineado en la direccién de la velocidad de los
neutrones u y acotado por una superficie dS que se puede designar mediante su vector normal

dS. El volumen del cilindro es u - dS.

Figura 7. Elemento diferencial de volumen cilindrico

Fuente:

Dado que la densidad angular yi(r, u,t) es el nimero de neutrones con velocidad u por
unidad de volumen por unidad de tiempo. el niimero de neutrones que atraviesa o escapa a través

de la superficie ds esel producto de (7, u, t) multiplicado por el volumen u - dS. El nimero
correspondiente a cada elemento diferencial de espacio velocidad d*u y en la diferencial de
tiempo dt es

Y@ u, t) u-dS d3udt (2.4)

Ganancia de neutrones (término fuente)

Pude ser producida por una fuente de neutrones, y por dispersiones de neutrones que
originalmente tenian una velocidad u’ y fueron dispersados hacia la velocidad de interés u.

El término fuente de neutrones, por lo pronto se indicard con un término
S(rou, t) d3r d3u dt (2.5)

donde la letra § proviene de la palabra source (“fuente” en inglés), y puede incluir bien sean
fisiones o una fuente externa.

El termino ganancia por dispersiones, al hacer uso del concepto de razén de reaccidn,
puede establecerse por

dR(r,u,t) = Z,(r, 0’ > u, P, ) u’' d3r d3u dt  (2.6)
donde el termino diferencial dR; significa que solo se considera una direccion u’, el subindice s
proviene del inglés por scattering (dispersién); y (7, u’ = u,t) es la seccién transversal de

dispersién de neutrones que originalmente tenian una velocidad u’ y fueron dispersado hacia la
velocidad de interés u.

Para considerar todas las dispersiones de todas las direcciones u’ a u se requiere integrar
. . ]
sobre todas las direcciones u'. Esto es
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Rg = des d3u’ = jd3u’ Z(ru’ = u,t) Plr,u’, O’ d®rdudt  (2.7)

Luego, al utilizar las ecs. 2.2 hasta la ec. 2.7. la ecuacién de balance resulta
a
a—tlp(r, u,t) d®r d3udt =

= —Sp(r,u, OP(r,u, t) uddrd®udt — Y(r,u,t) u-dS d3udt
+S(r,u,t) d®r d3u dt

+ fd:*u’ Zi(ru’ = u,t) W P(r, v, t) d3r d3u dt (2.8)
Integrando sobre todo el volumen del reactor
d3u dt {j %w(r, u, t) d3r + f Sr(rmu )Pl ut) ud3r + f Y(r,u,t)u-dS
- IS(r, wt) d’r — f f d*u' Z.(r,u’ s u, ) Wiru',t) d3r}

=0 (2.9)

Como todos los términos de la ec. (2.8) estdn factorizados por d>u dt, ambas diferenciales
se pueden cancelar. Adicionalmente, se puede observar que casi todos los términos involucran
una integral de volumen, con excepcién del término de escape (el tercer término, en azul), el cual
involucra una integral de superficie. Por tanto, para aplicar un mismo tratamiento es necesario
utilizar el teorema de Gauss para convertir la integral de superficie en integral de volumen. Esto
es

R
jw(r,u,t)u-dS: ju'VllJ(?‘-“- t) d3r (2.10)

Sustituyendo la ec. (2.10) en laec. (2.9)
d
ja Yl t) d3r + IET(r, ut)Y(rut) ud3r+ ju VY@, t) d3r

- I S(r,u,t) d®r — j f d*u' Z(rou’ s u ) v Yo', t) dir
=0 (2.11)

donde se puede factorizar [ d3r . Esto es

j d3r {%w(nu, )+ (ru, )b, ut) u+u- Vi, ut) —S(ru,t)

- fd:*u’ Z(ru' s ut) u' Yl u',t) } =0 (2.12)

Dado que la integral de volumen es arbitraria, también se puede cancelar o ignorar, de
donde resulta

%q;(r, ut) +Zr(ru )b(ru,Hu+u- vl u,t) =
=S(r,u,t) + f d*u' Z,(r,w’ s u, ) u Yl t) (2.13)

Que es justamente la ecuacion de transporte en términos de 1a densidad angular.

La relacion entre densidad angular (7, u, t) y flujo de neutrones ¢p(r,u,t) se puede
establecer mediante

o(r, u,t) [Cfn?s] = Y(rub) [%]u [?] (2.14)

donde # n significa nimero de neutrones y obviamente es una cantidad adimensional.
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Sustituyendo el flujo, ecuacidn (2.14) en la ecuacidn (2.13) se obtiene

1a
EEQ&' ut)+Zr(ru t)d(ruat) +u-Vo(r,ut) =

=S(r,ut) + J- d*u' Z,(ru’ - u, t) O(r, v, t) (2.15)

que corresponde a la ecuacion de transporte en términos del flujo de neutrones.

Un caso especial de la ecuacién de transporte es la ecuacién de una-velocidad. Esta
resulta de promediar el flujo de neutrones en términos de la velocidad. Es decir, dado que u =
uQ integra el flujo en términos de la magnitud de la velocidad, d3u da como resultado un flujo
dependiente de la direccién del movimiento, pero es independiente de la magnitud de la velocidad.
Esto es

f O(r,u, )d3u = B(r, 0, ¢) (2.16)

Asi que, integrando la Ec. (2.15) en términos de la magnitud de la velocidad d>u, se
obtiene

L2 o(r,0,0) + 0 Vo(r, 8, t) + 5 00(r 0,6) =
=S(r0,¢t)+ fdﬁQ(r.ﬁ.t)Es(r_ﬁ.ﬁ) 2.17)

que es justamente la ecuacion de transporte de una velocidad.

Como se puede observar, la ecuacién de transporte para una-velocidad es una ecuacion
integro-diferencial, en la cual se desconocen las dos funciones de distribucidn, el flujo Gl(r. Q, t)
y la corriente de neutrones ][r. 0 t) =0 VGJ(r. ﬁ.t). Es decir, se tienen dos funciones
diferentes, una escala y otra vectorial, en la misma ecuacion.

Para resolver en forma analitica la ecuacién de transporte (2.17) se establece la relacién
entre corriente y flujo. La regla de Fick, algunas veces llamada ley de Fick que se verd en seguida
(§ 2.2), justamente, expresa la corriente en términos del flujo.

Validez de una serie de potencia para representar al flujo angular (I)If'r_. n,1)

Usar la serie de potencia de la forma
~ 1 ~
o(r,0,t) = o [A(r,t) +30-B(r, t)] (2.18)
T
Para demostrar que la corriente de neutrones J(r, t) estd dada la integral
fd)(r, 0,6)0d0 =)@ t) (2.19)
Para eso se sustituye la serie en la integral y luego se integra. Esto es
PO | ~ PO
f o(r,Q,t)Qd0 = 4—][14(:-. )+ 30-B(r, )]0 d0 (2.20)
T
Desarrollando el lado derecho de la ecuacion

fq:(r,ﬁ, D) df = é;l(r,t)fﬁdﬁ%—%l}(r, t)-fﬁﬁdﬁ (221)
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En el primer término del lado derecho de la ecuacién (321) el desarrollo de la integral es
j Qda = f[nx +0, +0,]d0 = j Q,.d0 + j Q,dQ + jnzdﬁ (2.22)

donde: Q, = senf cosg; O, = sent seng; 1, =cosd y dll = senf dde

Luego, las integrales de cada uno de los términos de la ecuacién (2.22) son

T 2
j Q,.d0 = jf sen@ cosq d dg = f send do f cos@ dp =
0 0

= [lfn(l — COSZB‘)dGI [sen ¢]3™ =0 (2.23)
2/

T 2m
j ﬂydﬁ = 'U sen?0 sen @ df do = j sen?0 dﬁj sen @ dp =
0 0

= [ljn(l — CGSZB')dBI [-cos@]d™ =0  (2.24)
2 Jo

T 2m
j ﬂzdﬁ = 'U cosf senf dO do = f cosO sen@ do j do
0 0
=0 (2.25)

Esta iltima ecuacién se resuelve por sustitucién o cambio de variable. Esto es, si
u=send; du =cosf@df;u; =sen0=0,u;, =senm =10
Por tanto,

T 0 1
j cost senf df = j udu ==[u?]3=0
0 0 2

Luego, el primer término de la ecuacién (2.21) es cero.

El desarrollo de la integral del segundo término de la ecuacién (2.21) (sin el coeficiente

3
—) es
47:)

B(r.t)-fﬁﬁdﬁ =

[Bx(x,t) + By Gat) + B,(z,1)] -j[nx +0, + 0] +Q, +0,]d0
[Bx(x,t) + B, (3, t) + B,(z,1)] -
. f[ﬂx[nx + Oy + 0]+ 0,[Q + 0, + Q] + 0,0, + 0, +Q,]}d0 =

= fo(x, D[ + Q, + 0, ]d0 + fo(y, D0, [Q, + 0, +0,]d0
4 IBZ (z, D20 + Q) + 0,]d0 =

= B,(x,1) f Q[ + Qy + Q,]d0 + B, (y,0 f [0 + 2, +0,]d0
+B,(zt) f Qe [Qy + Oy + 0, ]d0 (2.26)

. . 41
Solo en el caso de productos de componentes iguales las integrales resultan R
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- + . . Al,
Fjercicio resuelto 2.1. Demostrar que j ﬂyzdﬂ ==
] 3

Demostracion

T m
J 0,%d8 = jf sen30 cos?p dO do = j sen®0 do j cos?pdp =
0 0

T 2 1
= j (1 — cos20)send dﬂj E(l +cos2@)dp =
0 0

—[ 0+ -39r1[ +2cos2 rﬁ—“ 2.27
= |—cos 36‘6‘5 02@ 2cc&s qu =3 (2.27)
Ejercicio 2.2. Demostrar que [ ﬂyzdﬁ = %ﬂ y [ Q,%d0 = %ﬂ

Ejercicio 2.3. Demostrar que las integrales con productos de componentes diferentes resultan
cero.

Al usar el resultado de las integrales con productos de componentes iguales, la ecuacién
(2.26) resulta

B(rt) f anda = 43—“3,{(;(. 0+ t}g—T[By(y.t)-i— 2—“32(2. 0
= d;—T[I:i'(r, t) (2.28)
Y sustituyendo la ecuacidn (2.28) en la ecuacién (3.26)
fd)(r. 0,t)0d0 = %A[r, £)(0) + %2—“3(;-, t) =B(r,t) (2.29)
La definicién de corriente en una sola velocidad es
fd)(r, 0,t)0d0 =J(r,t) (2.30)

Por tanto, se concluye que B(r,t) = J(r,t) y que A(r,t) = ®(r,t).

Es por eso que en teoria de difusién, para representar el flujo, se usa la serie de potencia
en la forma

o(r,0,t) = %[d)(r, ) +30-)r, 0] = 4—1n<1>(r, t) + %ﬁ @, t) (2.31)

Deduccion de la regla de Fick

La ecuacién de transporte para una-velocidad es
14 ~ = —~ -
—acb[r, 0,t) +0-vo(r,0,t) + Z(0e(r,0,t) =
u
=S(r,0,t) + f dV®(r, 0, t)z,(r, 0 - Q) (2.17)

Si se sustituye la expansion del flujo, ecuacién (2.18). en la ecuacion de transporte para
una-velocidad se obtiene
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3 . — 1 3 .
uat Lhrcb(r,t)%-an‘l(r,t)]%-Q‘V[EGJ(r,t)-i-Eﬂ‘](r,t)]
+ 2.(r) [4—1HCD(1‘,t) +4—1ﬁ‘1(r, r)] =
1
:as(r, tl) X
+ fd!? [EGJ(r,t) +Eﬁ"](r, t)] (r, - Q) (2.32)

donde el término S(r. Q, t) = iS(r.t) simplemente implica que la fuente direccional S(r.ﬁ, t)
resulta de dividir la fuente total entre todas las direcciones.

Al desarrollar la ecuacién (2.32)
1 4 3 ad 1 3 1
——ClJ(r t)+——ﬂ J(r, t)+— Q-Vo(rt) + —n Q-virt) +—E r(r)e(r,t)

3
+ 4—Er(l‘)ﬂ Jr,t) =

= —S[r t)+—j d o0, )Z(r, 07 - Q) + —jdn J, 0%(r, 0 -0) (2.33)

Luego, multiplicando por (1, e integrando sobre todas las direcciones d{l se obtiene

1 4

——CIJ(rt)Jdﬂn+ Idﬂ.ﬂﬂ. ](rt)+—jdnnn Vo0 0)
4mu dt
3 1
+ ajaznnzn-n-vl(r, t)+EET(r)CD(r,t}fdnnz
3 ~
+EET(r)jdn 0,0-)(r,t) =
1 ~ 1 - ) ——
=—S(r,t)jdﬂﬂ. +—fdnnzj dﬁ?qn(r,t)zs(r,ﬁ?-n)
+ —jdnn jd J ) I(r O (2.34)

En los términos 1°,5° y 6° de la ecuacién (2.34) aparece la integral [ d{ 0, la cual,
como se demostré en (i), es igual a cero. Entonces los términos que contienen dicha integral
desaparecen y la ecuacion (2.34) se reduce a

fdﬂﬂ a-Jar, t)+—fdﬂﬂ Q-Vort)+ —fdﬂﬂ a-0-vj(r, 0
4mu ot

+ —ET(r)j 40 .0,0-)(r,t) =

:—fdnn f dQ'd(r, t)2,(r, 0" - Q)

+— daq, fcm @, O Z(r, @ - Q) (2.35)
El primer término de la ecuacién (2.35) se puede re-escribir y desarrollar como

afcmnﬁ 5=y [aa.a0-

ot 'z ](l‘, )_ Au at](r' ) 'z -

ad ~
—E[Jx(x. D+, +]).20)] - j[nx + 0, +0,]Q.d0 =

= %%[ Je (%) f 0, Q,d0 +],(y,0) f 0,0,d0 +],(zt) f nzzdﬁ] (2.36)
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donde aparecen las integrales [, 0, dQ. [Q,0,d0 y [ Q,2dQ). Se puede demostrar que las
integrales con productos de componentes diferentes resultan cero. Eso es

f 0,.0,d0= f 0,0,d0=0 (2.37)
Mientras que aquellas con componentes iguales resultan
2 =~ 4T
0,°d0 = I (2.38)

Por lo tanto, el primer término se reduce a
3 4m 0

10
4mu 3 atfz(z- t) Zaafz(Z. t) (2.39)

3 0 j 400,010 ¢) =
4u At A1) =
El segundo término de la ecuacidn (2.35) se puede escribir como

1 - - 1 .. _ N
_jdﬂﬂzQ—Vcb(r,t):_vq:;(r_t).j nnzdn:
4 A
110 i K] ~
:E[a e +57 e +57 ‘1’(*‘-0] 'f[ﬂx+ny+ﬂz] Q,d =

170 ) )
s [a ®(r, 1) f 0,0, dQ + 5 o, t)f 0,0,d0
a -
+3, ¢ t)f ﬂzzdn] (2.40)
Z

Donde nucvamente aparecen las integrales [ Q, Q, dQ, [ ﬂyﬂzdﬁ y IQZZdﬁ ya
conocidas. Por tanto, el segundo término (ec. 2.40) queda

1 — ~ = 14w 0
—fdnnzn-vcb(r,t):—
4w

laq:( £) 241
A1 3 0z T (241)

o) = 30z

El tercer término de la ecuacién (2.35) se puede reescribir como
3 o = 3 = PO
Ef dQ,0-0-V](r,t) = EV](r,t)"[ 2,0-0dQ=
3 = ~
= EV](r.t) -f[nx +0,+ 0] [ + 0, +0,] 0,d0 =
3710 a a
=—|z=Irt)+—Jt)+— r,t]
pe Pl (GDR D GO G20
-f[nx +0,+ 0] [Q + 0, +0,] 0,d0 (2.42)
donde aparecerian integrales con tres componentes de {1, o de la forma
fﬂ: Q; Qe dQ (2.43)

Puede demostrarse que todas estas integrales son iguales a cero. Por tanto, el tercer
término desaparece.

Ejercicio 2.4. Demostrar que la integral
f Q2,0,0,d2=0

El cuarto término de la ecuacidn (2.35) se puede desarrollar de la siguiente manera
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.

3 _ 3 o
E;):T(r)jcz.n 0,810 0) =EET(r)](r,t)-J- a0,df=
3
= EET(r)[]x(X; t) +]y(y: t} +IZ(Z, t}]
- f [ + 0, +Q,| Q,d0 (2.44)

donde nuevamente aparecen las integrales [ ., £, dq, fﬂyﬂzdﬁ v fﬂzzdﬁ . las cuales
resultan cero.

Por tanto, el cuarto término queda
3 4nm

=3 SOLEY = 5MLEY (245
El quinto término de 1a Ec. (2.35) se puede reordenar de la siguiente forma

1 . S, o1 - ~
o= f daq, f d'®(r, OZ(r, Q'+ Q) = j o’ j dQ,®(r O5(r,0'-0)  (246)

que contiene dos integrales. La integral de la derecha se puede reducir convirtiendo a
coordenadas polares. Esto es

o(r, O f 48 .0,5,(r, @ -8) = o(r,0) j j sen 8d8 ©,2,(r, cosd) dp (247)

donde d) = senf dO dp, V' - {1 = cos@
De la figura 8 se puede ver que

Figura 8. Relacion entre los vectores unitarios 0 v 7k

Fuente:

De la definicion de coseno, £, = cos @ y de la figura 2 = Q' es evidente que Q', =
Q,0=0Q,.y Q,= Q,cosb.

Al sustituir en la ecuacién (2.47) el lado derecho se convierte en
=o(r,t) J]- sen 0df Q', cosd Z,(r,cosB) dp (2.48)

Haciendo p = cos8, es el coseno del dngulo de dispersion y du = sen 8d6 y
sustituyendo
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=®(r,t) '[[ sen 8dO cos L (r,cos0) dp = ®(r,t) ', j du pZ.(r, 1) j do
=21 ®(r, t) ', j du p E(r, ) (2.49)

Por definicién, el coseno promedio del dngulo de dispersién esta dado por

_ Ldpp Zs(r, W)
=z L 3,00

de donde se despeja .
RE0) = 2r [ s
por tanto, la ecuacion (2.49) se reduce a
= o ORL(NY, (2.50)
Al sustituir 1a ecuacién (2.50) en el quinto término (ecuacién 2.46)
% f daQ, f d0®((r, OZ(r, Q'+ Q) = %d}(r, O Z(r) f doQ’,  (251)

Pero ya se ha demostrado la integral de la forma [ d@’ 0, = 0. Por tanto, se demuestra
que el guinio término es cero.

El sexto y dltimo término de la ecuacién (2.35)

—jdn l(rt)fdﬂﬂz[ -0)  (252)

se puede desarrollar de manera semejante al quinto término; donde se demostré que la integral
del lado derecho se redujo a

f daQ,r(r,0-0)=nz,m0Q’,  (253)

Luego, sustituyendo, queda aiin la integral en d’ que se puede reacomodar de la
siguiente manera

=—j 4X T )0 RE, = 2B M7, ) j AT,  (254)

Ejercicio 2.5. Demostrar que la integral J(r,t) [dO' Q' 0/, = 4?“]2[1‘, t)

La deduccion es similar a la deduccion de la ecuacion (3.44). Por tanto, el sexto
término queda

=@ e [a00,25,0.0-0) = ST E0@0 = B0LED @55
Al sustituir en las ecuaciones (2.39), (2.45) y (2.55), en la ecuacién (2.35) resulta
a 1a
_a.’z (Z, t) + §E q)(]"_ t) + ET(r)IZ(Z- t) = TLES(T)IZ(Z- t) (256)
O bien

] _ 19
—s @0+ (Er ) = REM),(2 0 = -3 -0 (257)

Se llama seccidn transversal macroscdpica de transporte a la asociacién
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I (1) = (Z7(r) — B (1) (2.58)

Por tanto, la ecuacién (2.57) se puede reducir a

140 14
aajz(z. ) +I,)(zt)=— gECD(r. t) (2.59)

Si se repite el mismo desarrollo multiplicando primero por la componente (1, y se integra
sobre todas las direcciones d(}, se obtendra
19 14
aaly(y- )+ I, () [, t) = ~3ay @(r,t) (2.60)

Y si se repite el mismo desarrollo, multiplicando por la componente y {1, y se integra
sobre todas las direcciones d{l se obtendrd

L 0+ B W 0) = —2 200 (2:61)

Al sumar las ecuaciones (2.59), (2.60) y (2.61) se obtiene

14 1
aa](r' ) +I,@j ) =- 3 Va(r,t) (2.62)
que en todo rigor es la regla de Fick.

Una simplificacion de esta regla hace uso del hecho de que la velocidad de los neutrones
1w~ 105 en tal cas » srmino ~ 2 ‘ . are : Obros
esu = 10 en tal caso el primer término " atf(r, t) es muy pequeiio comparado con los otros

dos y se ignora. De donde resulta

1
Jr,t) = — 3.0 Va(rt) (2.63)
o bien
J(r t) = —D(r)V @(r,t) (2.64)
donde
1

es llamado coeficiente de difusion.
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Capitulo 3. Ecuacion de difusion para una-velocidad

La ecuacion de transporte para una-velocidad es
149 _ _ _ ~
aacl:(r, Qt)+0:-Vo(r,Q,t) + I (0 d(r, 0, t)
=S(r,0,t) + f dVo(r, 0, ¢)2,(r, 0 - Q) (2.17)

Se puede obtener una ecuacién independiente de la direccién al integrar la ecuacién
anterior, en todas las direcciones. Esto es

o [anora0+ [ann vo@ran + [ aax@een.y
:fdﬁs(r,ﬁ,t)+fdﬁf (@O, O5(rnT-0) GO

Debe ser evidente que cuando se integra en funcién de la direccién se pierde la
dependencia con la direccién. Esto es

f dQ o(r,Q,t) = o(r,t)
[daQo(r,0,t) = J(r,¢) (3.2)
f d0S(r,Q,t) =S(r,t)

Un poco menos evidente es integrar el dltimo término de la ecuacién (3.1). Para ello,
dicho término se puede reacomodar como

fdﬁ?q:(r,ﬁ?, t)fdﬁzs(r,ﬁ?-ﬁ) (3:3)

Al utilizar coordenadas polares se puede demostrar que la integral del lado derecho es
jdﬁ}:s(r,ﬁ“’ Q) = ,(r) (3.4)

Ejercicio 3.1. Demostrar la ecuacidn (3.3)
Solucion: al utilizar este resultado, la ecuacion (3 4) resulta

J’ d & (r, @, t) J’ dO 2 (r, 0 - Q) = L,(Nd(r, t) (3.3a)
Cuando se utilizan las ecuaciones (3. 2) y (3.4), 1a ecuacién (3.1) se convierte en
%% ST, )+ V- Jr,t) + Er(0)@(r, t) =S, t) + L, () D(r, t) (3.5)
o bien
%%m(r, 4V J,t) + [E,0) = Z,(@)]D0, £) = S(r,t) (3.5q)

Si al nimero total de reacciones se le restan las dispersiones quedan las absorciones,
entonces I7(r) — £,(r) = X, (r), y al sustituir

I—t%tb(r, )+ V- Jir,t)+ E,(0)P(r, t) =S50, t) (3.6)
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Esta sigue siendo otra forma de balance de la ecuacidn de transporte, en la que es evidente
que se desconocen dos variables ®(r,t) y J(#,t). Es aqui donde interviene la ley de Fick
[ecuacién (2.64)].

Al sustituir la ecuacion (2.64) en la (3.6) se obtiene
1a
EECD(?’, t) —D(r)V-Vo(r,t) +Z,(r)®(r,t) =S, t) (3.7)

La cual es la ecuacién de difusién para una velocidad; una simplificacién de la ecuacién
de transporte.

Condiciones a la frontera

La solucién de la ecuacion de difusién, como toda ecuacion diferencial, requiere condiciones a la
frontera para ser resuelta. Dada su naturaleza, hay tres tipos de condiciones frontera

i) Elflujo debe permanecer finito, excepto en la vecindad de una fuente de neutrones.
ii)  Entre dos medios materiales distintos el flujo y la corriente deben ser continuos.
iii) Entre un medio material y el vacio, el flujo debe desaparecer a una distancia.

2o = 0.712,, (3.8)

Demostracion de la condicién en el vacio (iii) y longitud extrapolada

Por simplicidad, se considera que la frontera entre un medio con neutrones y el vacio es plana, de
modo que el flujo y la corriente en la frontera dependen de una sola coordenada, digamos x.

Figura 9. Titulo

Fuente:

Si por l6gica asumimos que la corriente en el vacio, a partir de la frontera plana,
tiende a cero, entonces

f doq, o(r,0t)=0 (3.9
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Al sustituir la expansion del flujo angular, ecuacion (2.31) d)(r, 0, t) =
ﬁ @(r,t) + ;—Hﬁ -J(r,t), la ecuacién (3.9) resulta

1 ~ 3 ~ ~
ey t)jdﬂ O+, t)-fﬂ 0,d0=0 (3.10)
donde, como se ha visto anteriormente, la integral del primer término es
jdﬁ Q=0 (2.23)
y la integral del segundo término es
_ 4
fn Q, di = ?” (2.27)
Por lo tanto, sustituyendo las ecuaciones (2.23) y (2.27) en la ecuacion (3.10)
3 ) )47{ -t 3.11
4}_{4{,\'(1”{. 3 =cte ( )
o bien
Jo(x,t) = cte (3.11a)
Y usando la regla de Fick
ad
Je(x,t) = —Da@.’i(x, t) = cte (3.11b)
En un medio isotrdpico, en la frontera, el flujo se divide entre 2. Esto es
1
Jx(0,8) =50(0,0) (3.12)
Por tanto, igualando las ecuaciones (3.11b) y (3.12)
Dae&( t)—lei(Ot) 3.13
TP T3 ’ (313)
o bien

;—xw(x, t) = —%@(0. t) (3.13a)
Si en la vecindad de la frontera, remplazamos una funcién lineal, es decir
O(x,t) = 0(0,t)(1+ Kx) (3.14)
para derivar
;—xt,?ﬁ(x,t) =K 6(0,¢t) (3.15)

Por analogia entre las ecuaciones (3.13a) y (3.15)
1 3

K=-oo=—35 (3.16)
Evaluando la ecuacion (3.14) x para @(x,t) = 0
1+Kx=0 (3.17)

Al sustituir la ecuacion (3.16) en la (3.17) y al despejar el valor de x, para el cual
el flujo desaparece, es
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2 2

= == 3.18
x= 5= gl (3.18)

donde se ha utilizado la definicién de camino libre medio (ec. 1.17).

A esta distancia denominada X = zg se le llama longitud extrapolada. En realidad, el valor
anterior es una aproximacién burda porque se asumié una funcién lineal. R. Choen, (1970)
establecié que

2o = 0.71044 2, (3.19)

Sila longitud extrapolada se aproxima mediante la ecuacidn (3.18) [zn = é] y se utiliza
la definicién del coeficiente de difusién D = m ecuacién (2.65). zy puede ser aproximada
como

2o = 2D (3.20)

Solucion de la ecuacion de difusion en estado estacionario en coordenadas esféricas

Considérese una fuente esférica de neutrones de radio ry y espesor infinitesimal inmersa en un
medio difusor de neutrones. Se parte de la ecuacidn de difusién

%%Q(r, t)—=D(@)V-Vo(rt) +E,(r)®(,t) =S50,t) (3.7)
]

En estado estacionario, el término ;E‘D(‘r, t) de la ecuacién de difusién (ec. 3.7) es

igual a cero. Y si el medio es homogéneo el coeficiente de difusién y la seccidn transversal de
absorcion son constantes. En tal caso, la ecuacion de difusion se reduce a

—DV2O(r) +£,0(r) = S(r) (3.21)

Como se trata de una esfera, conviene utilizar el laplaciano del flujo D VZ en coordenadas
esféricas. En tal caso, sin considerar dependencia axial ni azimutal dada la simetria de una
esférica, el laplaciano es

d> 2d
VZor)=|-—————|o( 3.22
@) (drz Tdr)() (3:22)
Al sustituir en la ecuacién (321)
d> 2d 2 S(r)
- (@—;a)cp(r)-i—?d)(r)— T (3.23)
En r #ry; no hay fuente de neutrones; entonces la ecuacién se reduce a
d2 2d .
|- —d(r)=0 3.24
( = dr) () + F o) (3.24)
que se resuelve usando el cambio de variable
u(r
w(r)=r@(r) obien B(r) = % (3.25)

Se requiere calcular la primera y segunda derivada de @(r) y sustituir.

Figura 10. Tiwlo
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Fuente:

Ejercicio 3.2. Utilizando la ecuacién (3.12) demostrar que

m=1(du u)

ar 2\ ar
d2e(r) _ 1d?u 2 du 2
drz rdrz r2dr v

Ejercicio 3.3. Demostrar, usando las expresiones anteriores, que la ecuacién diferencial (3.11)
se convierte en

u
—— _K?2u=0 (3.26)

donde

La ecuacién (3.26) es una ecuacion diferencial de segundo orden, que se resuelve
haciendo uso de la ecuacién auxiliar de raices m* — K = 0 de donde m;, = +K. Por tanto, la
solucién general es

u(r) = A;e™*" + Ae*" (3.27)
Y como u(r) =r @(r)
Ay Ay
o(r) =e "+?e T (3.28)

Pero hay que distinguir el interior y el exterior de la esfera. Para ello se deben establecer
las condiciones de frontera:

a) En el exterior de la esfera, cuando r — <o el flujo no puede tender al infinito, por tanto,
la constante A, = 0y

A
@, (r) = fe"“’, r>ry  (3.29)
b) Enelinterior de la esfera, cuando r — 0 el flujo no puede ser infinito. Eso se puede evitar
si AZ = _A3
A A A
@,(r) = ?Ze"" - ?ze’“ = ?zsen h(K7T), r<r, (3.30)
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Las constantes arbitrarias se pueden conocer aplicando las condiciones de continuidad del
flujo y la corriente. Enr =1

01(rg) = @2(ro) (3.31)

Ejercicio 3.4. Aplicando la condicidn (ii), también llamada condicién salto (§ 3.1). demostrar que
A, = A, e¥%0 sen h(Krp). Nota:

¢) La condicién salto implica que 1a suma de las corrientes es igual a la intensidad de la
fuente. Esto es

J1Go) —Ja(re) = ——  (3.22)

A1y

donde, de acuerdo con la ley de Fick

a d
fl(l"u) = —915@1(7') y fz(l"u) = —Dlﬁaz(ﬂ (3.33)

Ejercicio 3.5. Sustituyendo el resultado del ejercicio 3.4, en las ecuaciones (3.29) y (3.30) y
aplicando la condicidn de continuidad del flujo, determinar A, y 4,.

Fuente puntual
En este caso ry — 0 no se tiene que aplicar la ecuacién de difusién a dos medios, sino a un solo
medio. No repetiremos el desarrollo, solo nos remitiremos a la solucién

@) :ée‘m, r>r, (3.29a)

(obviamente no aparece la ecuacién (3.30)).

La ecuacién (3.29) solo tiene una constante de integracién. Para evaluar tal constante se
aplica la condicién de la fuente, que implica que los neutrones son emitidos por la fuente y se
distribuyen en forma radial

. So
0= g P
o bien
. So
: 2 _
J!I_’H[}f(T)T‘ =1 r>rg

Y de acuerdo con la ley de Fick, como J(r) = —D %G’(r)
3 So
. 2 n 2 _ 20
tim [0 5007 = 42

—rKe KT — g—Kr So

lim r2|~DA (—————— || =22

r—0 T 4w

So

; —KT 3 ,—KT
11_1)101 [DA(rKe ™8T 4 e~KT)] yo=

Aplicando el limite y despejando
~ 4nD
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Por tanto, se sustituye en la ecuacién (3.29a)

SD E—KT‘

00 =10

Medio infinito que contiene un conjunto de fuentes puntuales uniformemente
distribuidas 1 homogéneas
El flujo es el resultado de las contribuciones de todas las fuentes puntuales. Esto es
S J‘ e k"
0 3
o@r) = d°r
4D T

Dado que d3r es una diferencial de volumen; se¢ considera una geometria esférica
alrededor de cada fuente puntual d*r = 4mr?dr

Y se sustituye

—Kr

_ So d 2 _ So -Kr _
o) = ther - (4mridr) = D j re dr =
0

Ejercicio 3.6. Demostrar que

<o
1 z
Kr gy = =4
f re T e D
0
Por lo tanto
So
00r) = 5.

Lo que implica que el flujo es constante.

Distancia cuadrdtica media (r*)

La solucién de la ecuacién de difusién para una fuente puntual permite definir el concepto
distancia cuadritica media {r2), 1a cual se puede interpretar como el 4rea, a partir de la aparicién
de un neutrén en un medio, dentro de la cual dicho neutrén interacciona

-Kr
So_ Jr? € a3
(TZ) - AnD
So J'e_m d3
47D r r
Ejercicio 3.7. Demostrar que
6 z
%) =17 = 63“ =612

donde L es llamada longitud de difusién y L2 = % es el drea de difusidn.
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Capitulo 4. Ecuacion de difusion de neutrones en un reactor nuclear

En un reactor nucle fuente de neutrones depende de las fisiones nucleares. La razdn de fision
o niimero de fisiones que se producen por unidad de volumen por unidad de tiempo, como se sabe
de la fisica nuclear, es RRf = Eft;b(r, t). Y como se ha visto, en cada fisién se producen v nuevos

neutrones. Por tanto, en un reactor nuclear la fuente de neutrones es
S(r,t) =vEeg(r,t) 4.1

La ecuacion de difusiéon de una velocidad en un reactor nuclear es

—% ¢(r,t) +Z,¢(r,t) = V- DVP(r,t) = Vqub(T, t)  (42)

Analisis de la dependencia cnﬁicmpo

La ecuacién de difusion (1) es una ecuacion diferencial parcial, puede resolverse por el método
de separacién de variables, asumiendo que el flujo puede descomponerse en dos funciones, una
espacial, y 1a otra temporal

¢, t) =(r) T(t) (4.3)
Al derivar el primer término de la ecuacién (1) se convierte en:
—li?( t) = ¢(r) ( 2 (4.4)
y se sustituye en la ecuacién de difusién
{1 dz(t) +E,T(H)—V- DVT(t)} ¢ (1) = vET () (r) (4.5)

de donde se cancela ¢ (1)

1dT(t)
—— = (vif—Z,+V-DV)T(t) (4.6)
o bien
dT(t)
T - u(vE; — X, + V- DV) dt (4.7)
Al hacer
u(vE; —Z, +V-DV) = —A (4.8)
0
A=u(Z, —V-DV—vE) (4.9)
Asi que la ecuacion (4.7) se puede reescribir como
dT®) = —Adt 4.10
T(t) - ( . )
e integrar
f dT(t) = AJ- dt (4.11)
T '
se obtiene

T(t) = Tge™¢ (4.12)

que indica que la dependencia temporal del flujo es de naturaleza exponencial
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si A > 0 el flujo disminuye (reactor subcritico),
si A < 0 el flujo aumenta (reactor critico),
y si A = 0 el flujo permanece constante, lo que implica el estado estacionario.

Al sustituir la ecuacién (4.12) T(t) = Tye ™ en el cambio de variable [ec. (4.3)]

$(r,t) = () T(E)
¢, t) =) T(H) = ¢(r) Toe ™™ (4.13)

Derivando nuevamente respecto a t

%tﬁ(ﬂ t) = —A¢p(r)e~At (4.14)

y sustituyendo en la ecuacién de difusion [ec. (4.2)]

(— % +3, -V -DV) p(r)e ™M =vEp(r)e™  (4.15)

Y cancelando e ™At

gtp(r) = (2, = V-DV—vE)g(r) (4.16)

Buckling material

En estado estacionario (A = 0) y con un coeficiente de difusién independiente de la posicién, la
ecuacion (4.16) se reduce a

5 -5,
V2h(r) + (va) $(r) =0 (4.17)

Al término:
vEr —ZX
B2 = % (4.18)

Se le asigna el nombre de buckling material (B, ), dado que incluye estrictamente
caracteristicas nucleares de los materiales del reactor.

Asila ecuacién (4.17) se puede expresar simplemente como
VZp(r) + Bip(r) =0 (4.19)

que es llamada ecuacion de difusion en términos del Buckling.

Ecuacion de difusién en una velocidad (reactor placa)
El laplaciano V2 toma la forma de la geometria adoptada, la forma m4s simple, es decir, en una
dimensién (x) corresponde a un reactor placa
d2
Vi=— 4.20
2 (4.20)

En estado estacionario (A = 0), y con un coeficiente de difusién independiente de la
posicidn, la ecuacién (4.17) se reduce a

(Z—DV2 —vip)p(r) =0 (4.21)

que es cero si
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Ea - sz

v? 4.22
> (422)
Expresion que de acuerdo con (4.18) es el negativo del buckling material. Esto es
Vi= B2 (4.23)

Surgimiento de eigenvalores
El reactor placa nos remite al problema de eigenvalores. Para un reactor placa la ecuacién de
difusién en estado estacionario (4.19) se expresa como:

d?¢(x)

dx?
que se resuelve al hacer uso de la ecuacidn caracteristica o ecuacién auxiliar de raices; siendo
m;, = £B,,i. Lo que implica que las raices son imaginarias, por tanto
¢(x) = ¢pocos(Bx) + ¢ysen(Bx) (4.25)

donde momentineamente se ha omitido el indice m.

+ B4 p(x) =0 (4.24)

Las condiciones a la frontera son tales que

i) el flujo en x = 0 no puede ser cero, por tanto la 2* solucién se deshecha, lo que
hace ¢p; = 0
i) en la frontera extrapolada (x = +a') el flujo debe ser cero. Es decir,
p(£a’) =0

Hay una infinidad de valores para los cuales la funcién cos(Ba') = 0

. o p 2n+1
El conjunto de argumentos que cumplen esta condicion esta dado por (nT) T,conn =

0.1,..

Esto es, en todo rigor no pueda haber una sola B sino que hay un nimero infinito »n de
valores, que se 1laman eigenvalores y a los cuales se asigna un subindice. Por tanto

2Zn+1
Bpa' = ( )ﬂ'.’ (4.26)
y
In+ 1\ w
= ()7 27
En todo rigor el flujo (en estado estacionario) incluye la sumatoria de eigenfunciones
P(x) = Z a,cos(Bpx) (4.28)
n=0
Mientras que la solucién general (ec. 4.13) toma la forma general
b(x, t) = Z a, Toe ntcos(B,x) (4.29)
n=0

donde, en correspondencia con B,,, a A también se le ha asignado el subindice n.

A medida que n aumenta, tanto A, como B,, aumentan. Sin embargo, A,, en la solucién
anterior estd afectada por un signo negativo, por lo tanto, a medida que n aumenta el efecto de las
componentes temporales disminuye.
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El coeficiente que produce la contribucién dominante del flujo a medida que el tiempo
aumenta es el menor de todos, A. Las contribuciones de los demds coeficientes se desvanecen
ripidamente conforme pasa el tiempo.

Al estado estacionario corresponde Ay = 0 y a este le corresponde el valor B el valor
mis pequefio de los eigenvalores B,. De la ecuacién (4.26) se observa que este equivale a
By = — (4.30)
[V 2a' .
donde estd implicita la dimensidn o el tamaiio del reactor. Por tanto, a B, se le llama buckling
geométrico. Esto es
Po=Po =3a
De hecho, el desarrollo comenzé con B,,. siendo este el buckling material, pero del
andlisis de la solucién emerge By, en el caso de estado estacionario. Esto implica que son iguales,

(4.30a)

pero solo en caso de estado estacionario
By =By (4.31)
Ecuacion de difusién de neutrones en un reactor esférico
Se parte de la ecuacién de difusién de una velocidad para un reactor nuclear

%%qb(r. t) +Zp(r,t) —V-DVG(r,t) = vipp(r,t)  (4.2)

En estado estacionario y en términos del buckling, 1a ecuacién de difusidn se reduce a

Vip(r) + Bhp(r) =0 (4.19)
En geometria estérica, el laplaciano es
V2 d(r) = ¢ 24 &) 431
"= \arr " rar r (4:31)

Por tanto, la ecuacién de difusién para geometria esférica es

2

2d
Wq:(r) - FEQW +BL o) =0 (432)

Que se resuelve al hacer uso del cambio de variable

. u(r)
u(r) =r@(@) obien o(r) = —=

r
Puede demostrarse que
do(r) 1 ( du )

dr r2

arZ rdr? ridr 3¢

Luego, al sustituir en la ecuacién (4.32) la ecuacién diferencial se reduce a
d*u
T+ Bu=0 (4.33)

Donde el subindice del buckling m se ha cambiado por ¢ para enfatizar que se trata de
un reactor critico.
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La ecuacién se resuelve al usar la ecuacién auxiliar de raices m? + B2 = 0 de donde
my, = +iB,

Y la solucién general es
u(r) = Aje BT + A, eiBer (4.34)
Y como u(r) =71 @(r)

A , A,
@(T)Z ?18—(Bcr+?23135r (4.35)
o bien
Aysen B.r  A,cosB.r
0() =—"———+—"——— (436

Donde se toma A, = 0 dado que si ¥ — 0 @(r) - oo
La solucién especifica para el reactor esférico por el momento se reduce a

15en B.r

0(r) = B 4.37)

T

Para conocer A, se requiere aplicar la condicion de frontera @(R") = 0, que implica que
en la frontera extrapolada del reactor de radio R, el flujo debe desaparecer. Al aplicar esta
condicién a la frontera

Aysen( B.R")
R -
que nos remite a un problema de los enigenvalores, puesto que hay muchos valores de B.R' para

los cuales sen( B,R") = 0; por tanto el subindice ¢ se cambia por n. Los valores que puede tomar
B, R'son

0 (4.38)

B,R' = 0,7, 2T ... (4.39)
El primer valor (0) serfa un valor trivial, por lo tanto, el primer eigenvalor real es
BR =1 (4.40)
de donde
By =1 (4.40q)

En el cual se ha cambiado el subindice ¢ por g, dado de que R’ es un parimetro
geométrico. By se le llama buckling geométrico. Y dado que surgié del hecho de haber establecido
la ecuacién de difusién para estado estacionario, debe ser igual al buckling material. Esto es

By = By, (4.31)
Por tanto, para un reactor esférico
1.2
2 _
BZ = (F) (4.40b)

Ecuacion de difusion de neutrones en un reactor cilindrico

Se parte de la ecuacién de difusidn de una velocidad, que para un reactor nuclear es

190
79t d(r,t) + Z,p(r,t) = V- DVG(r,t) = vEep(r,t)  (4.2)
En estado estacionario y en términos del buckling la ecuacién de difusidn se reduce a

V2¢(r) + BLo(r) = 0 (4.19)

47




En geometria cilindrica el laplaciano es

2 2
V2 ®(p,z) = (;? + %;—p + %) (p,2) (4.41)
Por tanto, la ecuacion de difusion se convierte en
a—ZCIJ[p,z) + 13<12'(,c',z) + —2¢(p, z)+ B2 ®(p,z2) =0 (4.42)
ap? pap dz2 m

Que se resuelve por el método de separacién de variables, para lo cual el cambio de
variable es

®(p, 2) = R(p)Z(2) (4.43)
de donde

%cp(p, D) =R(p)Z(2) (444)
3
5700 =R'OZE)  (445)

32
@dﬂ(,o.z} =R(p)Z"(z) (4.46)
Al sustituir en la ecuacion (4 42)
R (p)Z(z) + %R’(p)Z(z) +R(p)Z"@ 4+ R(p)Z(2)BE = 0 (4.47)

y dividiendo entre x(p)Z(z)

R'(p0)  1R(p) , 2"(2)
R() "pR(p) " 2@

+ B3 =0 (4.48)

Sia

R"(p) 1R'(p) o2 Z"(z)

- - _ _ _ p2
R(p) ' pR() Yz T f
Al separar variables
R"(p) + j—)R’(p) +a?R(p) =0 (4.49)
y
Z"(2)+ p?Z(z2) =0 (4.50)
donde
B =a?+p2 (4.51)

La ecuacidén (4.49) es una ecuacién de Bessel (§ A 2). En esta ecuacién no aparece n?,

esto implica que n = 0, por tanto la ecuacién es de orden cero. Pero aparece a? en lugar de 1.
Por tanto, en todo rigor la solucién general es la combinacién lineal de las dos funciones de Bessel
Jo(ap) y Yo(ap), en las cuales el argumento no es (p) solo sino (ap) Esto es

R(p) = AJo(ap) + B Yo (ap) (4.52)

La ecuacidn (4.50), como ya se ha visto, es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo
orden, se resuelve al usare la ecuacién auxiliar de raices. Las raices son imaginarias, por tanto, la
solucion es una combinacién lineal de sen Sz v cos fz. Esto es

Z(z) = Zycos Bz + Zysen Bz (4.53)
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Condiciones a la frontera
i) El flujo de neutrones debe ser real y finito.

a. Enelcasode la dependencia radial, como el flujo debe ser real, B = 0 dado que
si p—0, Yp(p) = —co.Por tanto, la solucién (cc. 4.49) se reduce a

R(p) = AJo(ap)  (4.54)

b. Enel caso de la dependencia axial, el flujo tiene que ser simétrico a partir de z =
0 y no puede ser cero en z = 0, por tanto, en la ecuacidén (5.53) no se requiere la
funcién seno y para ello se hace Z; = 0 y la solucion se reduce a

Z(z) = Zycosfz  (4.55)
ii) En las fronteras extrapoladas el flujo debe ser cero.
a. Para la envolvente del cilindro x(R") =0

Por tanto
0=AJ,(aR") (4.56)

En la figura 5.1 se observa que la primer raiz de J, es 2.405. Luego aR' = 2.405.
Por lo tanto

2.405
o = T

Luego sustituyen en la ecuacion (4.54)

(4.57)

2.405
R =A)o(“2p)  (458)
b. Para las base y latapadel cilindro Z(+H") = 0.
Por tanto 0 = cos(£BH"), como se sabe hay muchos valores de +8H" que
cumplen esa condicién, el primer valor es g Por tanto
8 b1
- 2H

Luego sustituyen en la ec. (4.55)

(4.59)
TZ
Z(z) = Zy cos (ﬁ) (4.60)

Y se sustituyen las ecuaciones (4.58) y (4.60) en la ecuacion (4.43)

mZ

®(p,2) = Do Jo (2'4%5’0) cos (ﬁ) (4.61)

donde @y = AZ,

Adicionalmente, al sustituir las ecuaciones (4.57) v (4.59) de la ecuacion (4.51) el
buckling geométrico resulta

g7 — 2.405\2 n)z 6o
g_(R’)+(2H’ (4.62)

Analisis de la criticidad

En la ecuacion

%qb(’r) = (2, - VDV —vI)¢(r) (416)
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A representa la constante de decaimiento del flujo de neutrones. Y de acuerdo con la ec. (4.23)
V2= —B2 .Luego, al despejar A, sustituir la ecuacién (4.23), factorizar £,y simplificar, A puede
expresarse como
D sz
A=uZ, (1 +—BZ - —) (4.63)
I, Zq
De acuerdo con (§ 4.3) hay muchos eigenenvalores de buckling geométrico y dado que

en criticidad B; = B,'f,‘, a A, lo mismo que a B se les puede asignar un indice n. en tal caso, la

ecuacion (4.67) se convierte en
v
A, = uZ, (1 +12B2 — z—f) (4.64)
i
donde
D
12 = = y BZ = B2
Para Ay = 0, es decir, para un reactor critico
vE
0 =uz, (1 +12B% - —f) (4.65)
Zq
De donde, al depejar:
vE vE
E_f N z L-1
2 _ a _ a
By ==t—=""5 (4.66)
Zq
o simplemente
vE, — X
B} =Bz =—1_—"¢ (4.67)
D
Un reactor no necesariamente critico tiene un buckling material cualquiera
vEf—Z
J8f T Sa (4.18)

B2 =
D
mientras que un reactor critico, de acuerdo con la ecuacién (4.32) su buckling geométrico es

Vele — 2
2 Ye=f a
= 4.68
aq D ( )
donde v, denota un valor hipotético, que tedricamente habria que ajustar para obligar al buckling
material a ser igual que el buckling geométrico o buckling critico.

De la ecuacion (4.68) se puede despejar v,
BZD + &
=4 =2 (4.69)

Ve x,
La relacién entre v real y v, hipotético es justamente la constante de criticidad
% v 12
kepr =5 = BZD +3, BID+I, (4:70)
Lf

O bien, haciendo uso de 1? = =
a
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‘I.-’Ef

v
keff == (471)

Ve Zo(BI?+1)

La constante de multiplicacién en funcidn tanto con el buckling geométrico como con el
buckling material se puede obtener utilizando la expresién de buckling material

sz - Ea

B2 =B = (4.18)
D
de donde
D By =vis—3, (4.72)
L, =vE;—D B (4.73)
y sustituyendo X, en la ec (4.70). Esto es
sz VZf

Keps = = 4.74
T~ DBZ+vE;—DBZ D (BZ- BZ)+vi (474)

En el caso de la teoria de difusién de una-velocidad, a menudo se puede considerar que
el producto de, la probabilidad de escape a la resonancia por el factor las fisiones rdpidas, es pe =
1; lo que implica que los neutrones que producen fisiones son los que ya escaparon a laresonancia.
En tal caso, puede demostrarse que

Xy
ke =fn=vz= (4.75)
Zq

En dado caso, como una simplificacion, la ecuacion (4.70) se reduce a
[
B{D+E, X,(BZI?+1) (BZL2+1)

(4.70a)

p . v P
De acuerdo a la ecuacién (4.75), si kg = Eﬁel término debe corresponder a la
(23

(BELZ+1)
probabilidad de no escape de los neutrones térmicos, Pyry, . Esto es

1
- (476)

P (B2L2 +1)

En tal caso, mediante la teorfa de difusién de un grupo, la constante de multiplicacién
efectiva estd dada por
kerr = KooPyrn (4.77)
o bien, por la ecuacién (4.70a)
kes = .
(B212 +1)

Al utilizar la expansién en series puede demostrarse que para valores pequefios del

(4.70a)

producto B2L? el término (B;LZ + 1) puede escribirse como e~BiL% por tanto, la ec. (4.70a)
puede escribirse como

kefs = ke B8Y (4.78)

Ejercicio 4.1. Deducir la ecuacién (4.75)
b4

Solucién: De acuerdo con la ecuacién (1.20) g = v%ﬁ y con la ecuacién (1.29) f = 5

Multiplicar
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O’f Zg
nf=v 53,
Multiplicando y dividir entre N
O'fNE-Eg_ O'stZS_ O'st Eg _ Z_f

. &= =v
o NF £, o NF Z, 2, oyNE Zq

donde Z; = gy Nf y Zf = o,N§

nf=v

Probabilidad de no-escape de los neutrones en un reactor

La probabilidad de no-escape Pyq;, es Eidfelacion entre el nimero de neutrones absorbidos en el
reactor con relacién al nimero total de neutrones producidos. El nimero total de neutrones
producidos es la suma del nimero de neutrones que escapan del reactor mds el nimero de
neutrones absorbidos.

5 [em)
Pvrn =TTy -ds + 3, 6(r) &or

Para un reactor esférico el flujo estd dado por

(4.79)

sen B.r
o) = LSBT 5y
r

y

4m T 21

d3r = rzdrf dQ = r2dr f senf do f de = 4nridr  (4.80)

0 0 0

Ejercicio 4.2. Demostrar que para un medio isotropico d3r = 4mr2dr [ec. (4.80)]

Solucién: la diferencial de dngulo solido d{} = r? senf d@ d¢ dr, en un medio isotrépico se
puede integrar todas las direcciones y dejar como variable la posicidn; en tal caso

41 T 2m
d3r = r2dr dQ = r2dr J- sen@ d@ dep = 4nridr  (4.80)
0 0 0

El niimero de neutrones absorbidos en el reactor estard dado por la integral en el volumen
total del reactor

J‘ sen E-BCT)

j-ti)(r) d3r = 4mg, ridr = 4ng, J-r sen (B.r) dr (4.81)

La integral de la ec. (4.81) se puede resolver por partes
f rsen (B,r) dr = uv — f vdu (4.82)
haciendou =ry dv =sen (Br);du=dryv= —;cos (Br).Estoes

1
J’sen (B.r) rdr = uww — J’ vdu = — 1cc&s(Br) — —J’ cos(B.r)du =
B, B,

RJ’
T T
=|——cos (B sen (B, =
[ B o(cr)+82 n(cr)L

c

52




K 05 (BR) + - sem (BR)| ~ |~ cos (@) + ~ sen (0)
=1— B, cos (B, + Bcz sen (B, —9— B, cos + BCZ sen =
r r

R R
= —g cos (B.R") + pzsen (B.R") (4.83)

c C

e s . . ‘.
De acuerdo a la ecuacion (4.40a) B, = B = PG Después se sustituye en la ecuacion

(4.83)
R’ T R’ T R’ R’
[—B—ccos (FR’) + ?sen (F R’)l = [—B—Ccos (m) + B_cz sen (ﬁ)l
Rr‘
=— 4.84
. (484)
Luego, se sutituye en la ecuacién (4.81)
Rr‘
jqb(r) d3r = 4dn g, B (4.85)
(s

Mientras que el nimero de neutrones que escapan estard dado por la integral a través de
toda la superficie del reactor

f J(r)- dS (4.86)

De acuerdo con (§ 2.1)
J@) =-D()Ve() (2.64)

Y para geometria esférica y un medio isotrépico V@ (r) = —D % ®(r). Luego, se deriva
la ecuacidn (4.37) y se sustituye en la ecuacion (2.64)
a B sen (B.r
Jr) =Va@E)=-D = d(r) = =D, [?“ cos (B,r) — %‘ (4.87)

Usando el teorema de Gauss

f](r)-dS: fv-](r) d3r (4.88)

Por lo tanto, la integral de superficie se convierte en

[vam er= | < {—u b [%cos (Ber) - _Se"fff”l} =
= D, j{_ B.%sen (B.r) _ Bccos (Br) B cos (Ber)

r r2 r2
2 sen (B.r
#}%rrzdrz
r
B.2 sen (B.r B. cos (B.r 2sen (B.r
:M%Hc (Ber) | e cos (Br) _ 3(c>}r2d _
r r r
R’ R’
=47ID¢U{ B2 j r sen (B,r)dr + 2B, j cos (B.r)dr
0 0
Rl’
sen (B.r
-2 f #dr} (4.89)
n r
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La primera integral ya fue resuelta, [procedimiento en la ecuaciones (4.82) — (4.84)] y
R’ . . ..
resulta o la segunda se incluye en el procedimiento de la ecuacién (4.83) y resulta 0. La tercera
C
integral es una integral impropia que también resulta igual a 0.

Luego, la integral de la ecuacién (4.89) resulta

f](r) -dS = fv J(r) d3r = 4n0¢0352g— = 47DpyB.R' (4.90)

Al sustituir las ecuaciones (4.85) v (4.89) en la ecuacion (4.79)

R' I,
o Za [ ¢() dr _ AndoXa g B 1
NTh — - r -
JI@) -ds +Z, [¢(r) dr 4nDoB.R' + 4n¢nzag; B.D + ZB—ﬂ BCZE£+ 1
[ C [=
1
= 4.91
B212+1 (4.91)

que es el mismo resultado obtenido en forma intuitiva en la ecuacién (4.76). Es importante
enfatizar que esta expresién solo es apropiada a un reactor desnudo.

Efecto del reflector en un reactor nuclear

Para un reactor homogéneo con reflector se necesita formular las ecuaciones de difusién para el
nicleo y el reflector. Para el niicleo, region 1

Za11(r) — V- DV, (r) = sz¢1 () (4.92)

Y para el reflector, regién 2

Za2¢2(r) =V DV,(r) = 0 (4.93)

Para un reactor placa sin reflector
¢,(x) = A;cos B.x (4.37)
donde
By= B.=B; = Z = = 4.30

0= Fem T 2d 7 2(a+ zp) (4:30a)

al ser
=— 4.30b
a= 2B, —Zo (4.30b)

la dimension de la mitad del ancho de la placa, @' = a + zy la dimension extrapolada y zg =
0.71044 A, lalongitud extrapolada.

Para un reactor placa con reflector
El flujo en el reflector es tal que
X
¢(x) =Aze'L (4.94)
Condiciones a la frontera, en, la frontera entre nicleo y reflector x = a

i) Lo (a) = ¢’2(CE)
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. A, .
il -D,— =-D,—
) 1 ax x=a 2 ax x=a

Aplicando las condiciones a la frontera

a
Ajcos B.a = A,e Lz (4.95)
D, _a
AD; BisenBia= A, T2e’ T2 (4.96)
2

Al dividir la ecuacion (4.96) entre (4.95)

D,
Ditan B.a = I, B, (4.97)
de donde la dimensidn del reactor con reflector es ahora
1 2
a = —arctan (4.98)
Bc li:]1'(‘2 Br:

El ahorro correspondiente al reflector es la diferencia entre las dimensiones, sin ecuacién
4.30b y con ecuacién (4.98) reflector
1

T a
0 = |z—=—zy| — = arctan
2 B, B, D,L, B,

(4.99)

Tedricamente hay un espesor de reflector x, en el cual el flujo de neutrones se hace cero
cuando; y, si b es el espesor del reflector, el mayor ahorro se obtiene cuando

_a+b+zg
p.(a+b+zy)=Ae” L =0 (4.100)
Pero, dado que el flujo disminuye exponencialmente en el reflector, eso implicaria que
a+b+z
— £ = n(0) = —o0 (4.101)

o b=oo,
Se puede considerar que para x = 6 X; el flujo de neutrones es despreciable, en tal caso

a+b+zy=06L;

b=6%—(a+z) (4102)

(El agua podria actuar como un reflector?

Para un reactor esférico

El flujo en un reactor esférico estd dado por la ecuacién

Ajsen B.r
¢1(r) = % (4.37a)
A,sen Lyr
b2(r) = ———— (4.37b)
el buckling critico estd dado por
T
By =1 (4.40q)

Y el buckling material por
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vEf —Z
2 f a
=—— 4.18
=L (418)
Condiciones a la frontera, en x = a, la frontera entre nucleo y reflector

i) ¢1(a) = p2(a)
ii) p, %~ _p,%

Bt 61x=a_7 2 0% y=g
La continuidad en el flujo implica que

Aysen Boa = Aysen Lya

4y = 4,205 4.103
2" Nsenl,a (#103)
La continuidad en la corriente
d [Alsen B.r ] —_p d [Azsen L,r ]
Ldx T rea | tdx r r=a
DA, [a B.cos(B.a) — sen(B.a)] = D,A,[a Lycos(Lya) — sen(L,a)] (4.104)

De las ecuaciones (4.104) y (4.103) se puede conocer A; y A,. Sin embargo, conocer a
es muy complicado, se tendria que obtener por iteraciones.

;Seria suficiente aproximar el valor del ahorro del tamafio de un reactor, asumiendo que
el tamafio del reflector de cualquier reactor se puede asimilar al de un reactor placa?

Potencia térmica

La potencia de un reactor es la energia liberada a partir de las fisiones nucleares por unidad de
tiempo. De acuerdo con la definicién de razén de reaccién nuclear

R, 4t) =0 F 4,08, 1t (1.12)

Un reactor homogéneo puede caracterizarse por una seccién transversal de fisién
representativa de todo el reactor. Para obtener la potencia total del reactor hay que integrar la
razén de reaccidn total y multiplicarla por el factor de conversién que da cuenta de la energia de
cada fisién. Dado de que en cada fisién se liberan 200 MeV o 3.20x10711 J, la potencia total de
energfa liberada en el reactor puede expresarse por

P =200 sz(p(r) d3r(M§V) = 3.20x10'1lsz¢(r) d3r (W) (4.105)

En el caso de un reactor esférico, la integral del flujo estd dada por la ecuacién (4.85)
!

j o (r) d3r = 4y g— (4.85)

Para otra geometria habrd que calcular la integral del flujo.

En el caso de una geometria cilindrica la diferencial de volumen depende de las
coordenadas (p, @, z). es decir, d®r = pdpdeg dz. Y el flujo estd dado por

2.405p Tz
®(p,2) = 0o /o (T) cos (5777) (4.61)
Por tanto, la potencia liberada en un reactor con geometria cilindrica estaria dada por

p= 3.20x10‘112fj¢(p,q3,z)p dpdedz (W)  (4.106)

Y al sustituir la ecuacién (4.61) en la (4.106)
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Rl’
p= 3_20x10'11>:f@[,j 2o Jo (T
1]

2.405p

!
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Capitulo 5. Cinética de reactores nucleares
Problemas de dependencia en el tiempo

Dimensionalmente puede verificarse ficilmente que la relacién entre el camino libre medio y su
velocidad tiene unidades de tiempo. Por tanto, la relacién entre ambos puede definirse como la
vida media de los neutrones antes de ser absorbidos. Esto es

Aq(cm) 1
l(s) ="2—2=—— 5.1

Considerando que los dos eventos que pueden experimentar los neutrones son, la
absorcién y el escape, de manera semejante a la absorcién, puede definirse una vida media de los

. . L1
neutrones ante de escapar. Esta se puede caracterizar mediante la relacién T Entonces, se puede

definir la vida media efectiva de los neutrones como

A 1
o = ';ff =G TT55 (5.2)
De la ecuacion (4.73)
vE = k(BEAD + Z,) (5.3)
Y de la ecuacion (5.2)
(Z, + DB%) = (5.4)
ulgrr
Sustituyendo la ecuacién (5.4) en la (5.3)
VEp = k (5.5)
wlypp

La componente temporal del flujo de manera general estd dada por
T(t) = Tye ™ (4.12)
donde:
A=u(Z,-V-DV—-vif) (49)
O bien, de acuerdo con la ecuacién (4.23) dado que V - V= —B?
A=u(Z, +DB? — vx)) (5.6)
Luego al sustituir en 1a ecuacidn (5.6) en la (4.12)
T(t) = Tye Mt = Tne—u(zaﬂmz—vzf)t (5.7)

Al sustituir las ecuaciones (5.4) y (5.5) en (5.7)
_(L_L)t
T(t) = Toe ‘leff leff/7 (5.8)
O bien

k=1
T(t) = Tne('eff)‘ (5.84)

La vida efectiva de los neutrones es
]Eff = 10_3 s

Si se asume que k es 1 milésimo por encima de la criticidad; es decir k = 1.001, se
sustituye en la ecuacidn (5.8)
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(1.001-1)t
T(t) = Tye\ 0001 /° = Tpet

Esto implicaria que basta 1 segundo para que el componente temporal de flujo aumente
en un factor e, 0 sea 2.71828182 veces. Lo que querria decir que con una reactividad de tan solo
un milésimo por encima de la criticidad se tendria menos de un segundo para controlar el aumento

en el flujo en un factor e, lo cual seria muy dificil para cualquier operador de un reactor por muy
atento que fuera.

Se llama periodo T al tiempo en el que aumenta el flujo en un factor e. En este caso el
periodo seria de 1 segundo.

De la ecuacidn (5.8a) puede ser evidente que el periodo estd dado por
k-1
less

Afortunadamente, solo alrededor del 99.3 % de los neutrones de fisién son emitidos en el
instante de la fisién, a ellos se les denomina neutrones prontos; el restante 0.7 % son emitidos
con un cierto retardo, que va desde una fraccién de segundo hasta practicamente un minuto, estos
se les denomina neutrones retardados.

T= (5.9)

En la tabla 1 se presentan las caracteristicas de los neutrones retardados, distribuido en 6
grupos, siendo A; la constante de decaimiento caracteristica de cada grupo, [3; la abundancia de
cada grupo, = 0.0065 de los neutrones retardados y 3;/f la abundancia relativa.

Tabla 1. Grupos de neutrones retardados para U%*>

Grupo | A; (s™1) | Bi/B
| 00124 |0.033
2 0.0305 |0.219
3 0.111 0.196
4 0.301 0.395
5 1.14 0.115
6 3.01 0.042

Fuente:

Dados los neutrones retardados, la vida media de los neutrones en un reactor no es
: ~ 10-2 ¢ <«
propiamente l.sr = 107 s, sino

6
I=(1=B)lyr+ > Al (510)
i=1

Ejercicio 5.1.Usando la ecuacién (5.10) y los datos de 1a tabla 1, calcular la vida de los neutrones
[ para el conjunto de neutrones (prontos + retardados) b). luego, adaptando la ecuacion (5.9)
calcular el periodo de un reactor, para varios valores de exceso de criticidad, y construir una
grifica.

Ecuaciones cinéticas de los neutrones retardados

Los neutrones de cada grupo de neutrones retardados son liberados por fragmentos de fisién que
tienen una constante de decaimiento caracteristica de cada grupo 2;. A tales fragmentos de fisién
se les llama precursores y a la concentracién se les designa mediante C;.
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La ecuacidn cinética de los precursores de cada grupo establece que el cambio en el nimero
de neutrones emitidos por concentracién de precursores de cada grupo es el resultado la diferencia
entre la formacién y decaimiento de los precursores, Esto es

ac(r,
C(a(tr 2 Bivisd(r,t) = 4,Ci(r,t)  (5.11)

donde ;S‘(-vEfd)(r, t) es la razon de produccion de precursores de neutrones retardados del grupo i
(una fraccién de las fisiones), y A;C;(r, t), 1a razdn de decaimiento de los precursores (liberacidn
de neutrones).

La ecuacidn (5.11) debe estar acoplada a la ecuacién de difusién o de flujo de neutrones,
considerando que no todos los neutrones son prontos. Por tanto, la ecuacién de difusién que
considera ambos tipos de neutrones es

%%:p(r, t) = ((1 — BV — %, — DBR) p(r,0) +Zl MGt (5.12)

Al hacer uso de la ecuacion (5.5) Vi = uk—f la ecuacién (5.11) se puede reescribir en la

lef
forma
ac;(r,t) k
— = f;—n—1C;(r 1) (5.11a)
dt lofs
y dado que qb(r'”: n, donde n es la densidad de neutrones y usando las ecuaciones (5.3) a (5.5),

n
la ecuacién (5.12) puede escribirse como

a sk Bk =
n
—= ( - )n+ LG (5.12a)
at ]!?ff ]Eff =

Asumiendo un decaimiento en el tiempo similar y de tipo exponencial, tanto del nimero
de precursores como del flujo

C;(r,t) = C;e®t (5.13)
¢, t) = Pet (5.14)
se sustituyen en la ecuacidn (5.11a)
wCie®t = vipPe@t —1;Cie®t  (5.15)
donde se puede prescindir de e®®, quedando

¢ = Bivif
R

Y la ecuacion (5.12) se convierte en

] (5.16)

n
W~ - -
on Wt — ((1 —BIVEF -2, — DB,%) P e”t + ewaA(-c(- (5.17)
i=1
donde se puede prescindir de e®t, obteniendo
W -
u

F = ((1 — BIvE, — X, —DBZ) @ + Zn:)qé(- (5.18)
i=1

Al sustituir la ecuacion (5.16) en la ecuacion (5.18)
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g ((l—ﬁ)vEf 5, —DBZ) @Hvzfz ej (5.19)

se puede prescindir de @.
Haciendo uso de las ecuaciones (5.4) y (5.5). laecuacion (5.19) se convierte en

rG(' ?L(
u]eff ~ (l.)+}L(

(5.20)

1
[@lepr+ 11—k +Bk] =
u]eff

donde dividiendo entre k

2 ];f s 1ok ,3] 5 ‘ (521)

Ejercicio 5.2. Verificar la deduccién de la ecuacién (5.21).

Reactividad
Ahora bien, se define la reactividad como el exceso relativo de criticidad, esto es
k—1
p= 0 (5.22)

dado que

B=Y8  (523)

i=1

La ecuacién (5.21) se puede escribir como

oy S[EE ] 2

de donde la reactividad resulta

_wlgpr Cr B
=) [55] 629

Pero de acuerdo con la ecuacidn (5.22) k es funcién de la reactividad. Esto es

1 )
k=1 (5.22)

Por lo tanto, al sustituir la ecuacién (5.22) en la (5.25)

n
o Wl @ Z[ 4 (5.26)
1+w]Eff 1+w]eff('—l (l.)+?k[ '

Se puede observar que la reactividad p es una curva de n+l ramas que tiene
discontinuidades siempre que w + A; = 0. También se puede observar que p — 1 cuando w —

0o,

Por tanto, se puede sumir que a cada valor de A; le corresponde un valor de w, por lo que
deben existir n valores w;. Ya que al flujo se le asignd un comportamiento exponencial, el flujo

debe ser la suma de las contribuciones de todos los modos de decaimiento w;. Esto es

G(r,t) = Gpe®ot + @, et + @ew2t + - + @, e¥nt (5.27)
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donde, dado que los valores de w; son negativos, wy > wq > = > Wy
Lo que implica que el valor determinante del comportamiento del flujo es
P(r,t) = Poe®* (5.28)

La cantidad T = ™! es llamada periodo del reactor. Un reactor operado en estado
critico tiene un periodo T = co.

Haciendo uso del periodo, la ecuacién (5.26) puede escribirse como

mn
]eff ﬁ(’
P=0r [—1 o) 62

La cual se denomina formula horas inversas.

La reactividad equivalente a 1 hora inversa (in-hour) es aquella para la cual el reactor se
estabiliza en 1 hora (T = 3600 s). Pero esta formula no es practica, porque evidentemente no es
lineal, por tanto, pricticamente solo tiene interés histérico. Si en un cierto tiempo la reactividad
del reactor se cambia en una cierta cantidad, el flujo comenzard a cambiar de acuerdo con la

ecuacion (5.27) y después de una fraccion de segundos el flujo se comportard acorde ala ecuacidon
(5.28).

Periodo estable de un reactor, en un grupo de neutrones retardados

Si se considera el conjunto de los neutrones retardados en un solo grupo, usando los datos de la
tabla 1

n
B = Z,s(- = 0.0065
i=1

n -1
1\ B

En tal caso, la ecuacién (5.25) puede aproximarse como
= ol + 22 (530
p=wlep+ - (5.30)

que es la ecuacidén de la reactividad en un grupo de neutrones retardados. Esta es una ecuacién
cuadrética en w, cuyas soluciones son

—-p +Al 4ip 1
Eop s | g |y Hlar
2]9ff (ﬁ_p‘+’lleff)

Esta expresién se puede simplificar un poco mds. Al considerar que f§ = 0.0065, A =

adpl, -
— 2/ es del orden de 1075,
(B=p'+2lers)

wi=—

(5.31)

0.077 y si la reactividad p es del orden de 1072 el termino
por tanto, la raiz se puede simplificar, de tal forma que
_B=p Ay [1 . 22p lopf

2 less (B—p +21;

Wy =

)2] (5.32)

De donde
_ Ap
B—p + Al
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—-p + Al
B Ay g gy
lesy
Dado que A1.5; = 0.0005y B — p = 0.0065, A 1,55 se puede despreciar, por lo tanto
Ap
w, =—— (5.33a)
T B-p
y
o =-P7P (5340
lefs

Una forma prictica de evaluar la reactividad es utilizar la relacién entre la reactividad y la
abundancia de los neutrones retardados; a tal relacion se le denomina dolar $ (o reactividad en
dolares)

$=== (5.35)
B
Sustituyendo en las ecuaciones (5.33a) y (5.34a)
= A5 5.36
y
1-%
___pa=9 (6.37)
ler
De modo que el flujo solo depende de la combinacién lineal de dos funciones
1% _(BG=$r),
o(r,t) = @ne('g—p‘)t +0,e ( leff ) (5.38)

Ejercicio 5.3. Medida de la reactividad.

Supdngase que un reactor opera en estado estacionario y en el instante ¢ = 0 se aplica un cambio
de reactividad de 1¢ de délar con el fin de determinar qué tan rdpido decae el transciente. De
acuerdo con la ecuacién (5.67)

0.0065(0.99)

= = —6435"!
@ 0.001 *
y el periodo correspondiente es
T_=0156s

asi que el decaimiento del transciente es muy ripido.

Mientras que de acuerdo con la ecuacién (5.37)

(0.077)(0.01) -
©+ = 00065 —0.01  /7*107s
y
T, = ,1;3; =1285.7s = 21.4 min

Lo cual determina el periodo estable.
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Es interesante calcular el valor de 1 in-hour (hora inversa) en $. En tal caso el periodo
estable es 3600 s

1-3§
T+=T=3600

$ =0.0036
lo que equivale a cercade 1/3 ¢: o sea una cantidad de reactividad muy pequeiia.
En caso de 2 in-hour puede demostrarse que la reactividad es $ = 0.0018
Ejercicio 5.4. Demostrar, aplicando un 1% de reactividad, que los periodos del reactor son
T_ =
T,

0
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Capitulo 6. Teoria de frenado
La relacidn entre la energia de un neutrdén antes y después de la interaccién con un nicleo de masa
A esti dada por
1+ A%+ 2AcosB.

E =E
0 [1+ A2

(6.1)

donde Ej es la energia cinética del neutron antes de la interaccion, 6 es el dngulo de dispersién
del neutrén en coordenadas de centro de masa.

Ejercicio 6.1. Demostrar la ecuacidn (6.1) [Demostracion: Anexo A 1. ecuacién (A.26)]

Dado que
—1<cosf:<1
Para cos8, = —1
1+A%2-24 A-17?
B TR ]:E°A+1] ©2)

mientras que para cos@. = 1

1442424
=E, W] =E, (6.3)
esto implica que
— 172
E, [A - 1] <E<E, (6.4)
o« = [E ’ (6.5)
A+1
se le llama factor de frenado. Por lo tanto, la ecuacidn (7.4) puede reescribirse como
x E; <E <E, (6.6)
siendo E la energfa inicial y ¢ E; la energia final promedio después de una primera interaccion.
Para el hidrégeno A=1, luego x=10
Para is6topos pesados (digamos U%3%) A >» 1, ox=1

Sustituyendo o en la ecuacién (7.1) puede demostrase que
14+ 1—ec
E=E, [(T) + ( > )CG‘SGC] (6.7)

Ejercicio 6.2, Demostrar la ecuacion (6.7) (Resuelto: Anexo Al).

Derivando respecto a 8

dE 11—

F& =-E, (T) senf; (6.8)
La probabilidad de dispersién de un neutrén en la direccién 6 en un dngulo diferencial

dO; puede definirse como
dan
P(6c)dbc = 7 — (6.9)

Dado que d() = 2mwsenf.d0; se sustituye
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ZHSE'RGCdGC

P (GC)dGC = AT

(6.10)

O bien

send
p (gc) = 2 <

La correspondencia entre P(E) — P(8;) es tal que P(E)dE = P(0:)d0,,
de donde

(6.10a)

do.
P(E) = P(0c) (6.11)
Se sustituyen (6.8) y (6.10a) en (6.11)
senf.
P(E) = 2 e (6.12)
_EU (—150:) SE‘RGC ED(]._CC)

De acuerdo con la teoria de las probabilidades 1a integral

f P(E)dE =1 (6.13)
Pero ;cudles son los limites de integracién para que esta integral sea igual a 17
Conaociendo P(E) de laecuacién (7.11) y se sustituye

B dE 1
j P(EYIE = - j E,(1—x) En(l—oc)f dE (6.14)

Para que la integral sea igual a I, los limites de integracién deben ser de E; a o¢ E;. En
consecuencia, al sustituir en (6.14)

By wEp

1
j P(E)dE = *m j dE=1 (6.14(1)
Ep Eg

De esta manera la integral resulta igual a 1.

La conclusién es que la suma de las probabilidades se refiere a un solo choque o a una solo
interaccién; puesto que en un solo choque la energia de un neutrén disminuye de £y a E = aE,.

La funcién de probabilidad de dispersién [ecuacién (6.11)] permite entre otras cosas
calcular la energia promedio de los neutrones después de un solo choque. Esto es

«Ey «E,
- B EdE 1 o2 Byt — E,?
E= Ef E P(E)IE = _Ej Eo(1-) [En (1—«)] [ 2 l
'  By(14%)
=== (6.15)

Esta expresién muestra que E depende de o . Asi. para

x=0 E=h
2

lo que implica que un neutrén en un solo choque pierde la mitad de su energfa en promedio.

Sin embargo, para isétopos pesados
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o= 1 y sustituyendo en la ec. (6.15) E = E,
lo que implica que un neutrén al chocar con niicleo pesado practicamente no pierde energia.
La pérdida promedio de energia en un solo choque esti dada por

— _ Ej(1—cx
AE=E,—E = % (6.16)

Letargia

La letargia puede ser definida, en forma diferencial, como la disminucién relativa de le energia
de los neutrones por difusién

au= -2 6.17
u=-7 (6.17)

A cada nivel de energia debe cormresponder un nivel de letargia. Integrando la ecuacién
(7.17) desde una energia inicial E, hasta una energia E

u E
J’ du = J’ dE 6.18
u= A (6.18)
Up Ey
se obtiene
E,
Au=u—uy =—[InE — InEy] = In=2 (6.19)

E

De esta expresion se puede verificar para E = Ey, es decir, Au = 0

Ey
Au=In—=Inl=0
Ey
Esto implica que la escala de la letargia comienza en Ey, a cuyo valor correspondiente de
letargia puede asigndrsele ug = 0.
La letargia u aumenta a medida que disminuye la energia. Dado que 1y = 0 la ecuacién
(6.19) muestra que
E

u=-In— 0 —u=mh= (6.20)
Eg Eg

que puede ser considerada como la formula general de la letargia.

Asi pues, los neutrones de fisidn tienen una energia del orden de Ey = 2 MeV, mientras
que los neutrones térmicos tienen una energia Ey;, = 0.025 eV, la letargia correspondiente a la
termalizacion es

0.025
2x106

u=-In =18.19

Lo que significa que entre la energfa de fisién y la energia térmica hay 18 unidades de
letargia.

En forma exponencial, la ecuacion (6.20) puede expresarse como

=L (6.21)
E,
o bien
E =Eget (6.21a)
Asicomo en forma diferencial
aE _ —Eget (6.22)
du
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La correspondencia entre P(E) — P(u) es tal que —P(E)dE = P(u)du

Al despejar
dE
P(u) = —P(E)—— (6.23)
du
Al sustituir (6.12) v (6.22)
dE 1 e ¥
P(u) = *P(E)a = [* m] (*EDE ) = - (6.24)

El cdlculo de la letargia promedio después de un choque puede hacerse de forma similar al
cilculo de la energia promedio

_ ue ™
u= | uP(u)du= du (6.25)
1—e¢
Como en un solo choque, la energia de un neutrén disminuye de E; a E = aE,;dadala
definicién de letargia u = —In EE como uy = 0, la letargia al cabo de un choque es
o
x Ey
u=-lIn =In—
Ey oC
Por lo tanto, al utilizar estos limites de integracién
Iné
T (LA o +1]d 6.26
= = — [t In « — .
“ 1— u 1—e n u ( )
0
o bien
_ olno 1 6.26
u=—- +1=¢ (6.26a)

¢ se denomina pérdida de energia por choque, la cual es equivalente a la ganancia de letargia.

Dado que u = ¢ de acuerdo con (6.20)

=l E 6.27
f=-tnp (627)
Para n choques el cambio de letargia es
E
né =—-In— (6.28)
Ey
Por lo tanto,
E =Ege™ (6.29)

En la tabla 2 se presenta, para algunos isotopos utilizados en reactores nucleares, las
propiedades de dispersion. El mejor moderador es aquel para el cual el nimero de choques, para
descender desde energia promedio de fisién hasta la energia térmica, es minimo.

Tabla 2. Pérdida de energia por choque y niimero de choques desde energia de fision hasta la
energia térmica, para algunos niicleos

A [ £ n
H 1 0 1 18
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D 2 0.111 0.726 25
He 4 0360 0.425 43
Li 7 0563 0.268 67
Be 9 0.640 0.209 86
C 12 0716 0.159 115
0 16 0.779 0.200 150
Na 23 0840 0.085 220
Fe 56 0931 0.036 505

U2 238 0983 0.0084 2172

Fuente:

Probabilidad de escape a la resonancia

En un medio caracterizado por las propiedades nucleares Z, y £, el poder de frenado estd dado
por la expresion

¢

— 6.30

5 (6:30)
mientras que el inverso

Zq

— (6.31)

I

representa el poder de captura.

Asi, la probabilidad de absorcién o de captura de un neutrdn en el intervalo diferencial de
energia dE estd dado por

%, dE
5
y la probabilidad de escape a la absorcién
¥ dE _EIgdE
p=1—z—ic?=e I E (6.33)
'S

Esta expresion se utiliza para calcular la probabilidad de escape a la resonancia; para ello
debe de integrarse esta expresion entre los limites de energia en los que se encuentre un pico de
resonancia.

Flujo de frenado

La dispersién de un flujo de neutrones se caracteriza por la seccién transversal de dispersién. El
nimero de neutrones dispersados que llegan a la energia E alrededor de dE estd dado por

F(E) = X;(E)¢(E) (6.31)
F(E)dE = 2, (E)$(E)dE (6.34a)
Este concepto se le llama densidad de dispersion.

A laenergia E los neutrones podrin llegar en uno o en varios choques. Si S, es el neutrén
inicial o de una fuente, con energia E, el nimero de neutrones que pasa de E; — E alrededor de
dE en un solo choque, se podri representar por
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_ SydE

m=—7 (6.35)
o usando el concepto de probabilidad de dispersién
ny = SyP(E)dE (6.35a)
Se sustituye la ecuacioén (6.12)
SodE
n, = m (6.35h)

Nota: el signo menos de la ecuacién (6.12) puede ignorarse tomando en cuenta que dE es
negativo, puesto la energia va disminuyendo.

El nimero de neutrones que llega a la energia E en m choques después de un primer
choque, es decir, a partir de la energia E' es

f 5y (B') b (E')dE"
Ny = | —7————

i % (6.36)

Z.(EN¢(E") es la densidad de dispersiones de los neutrones con energia E' y el signo
menos se ha suprimido, invirtiendo los limites de integracién.

A la energia E alrededor de dE los neturones podrin llegar en uno o en varios choques. Es
decir,

2 (E)P(E)AE = ny + n,p, (6.37)
Se sustituye (6.35b) y (6.36)
SodE [ Z.(E)p(E")dE'

ZS(E)d:'(E)dE:ED(l_OC)JrE T =) dE  (6.38)

Se utiliza la notacién de densidades de dispersion
Er
SodE F(E"dE'

F(E)dE = RG] Faw (6.39)
derivando
Et
d d So d F(E"dE'
E[F(E)]:E(En(l—oc)) dE !E’(l—oc) i (639)

El primer término del lado derecho implica la derivada de una constante, por lo tanto, es
cero. El segundo implica la derivada de una integral.

El 2° teorema fundamental del cdlculo establece que :—xf;f(t)dt = f(x).Porlo tanto, se
aplica este teorema

EJ’
d | [ F(EYdE'| F(E)
dE Ef EG==) (7 E(1-x) (6.40)
F(E)dE
d[F(E)] = “Ed0 (6.41)

O bien
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dF(E)] 1 dE

F(E)  (1-x) E (641a)
de donde, nuevamente se integra
InF(E) = — InE +InC (6.42)
o bien
F(E) = % (6.42a)
C=EF(E) (6.42b)

En la condicién inicial para Ej los neutrones iniciales o fuente de neutrones es Sp, y el
nimero de neutrones que pasa de Ey — E no es otra cosa que la densidad de dispersién. Es decir,

SodE
F(E))dE = =2 (6.43)
por lo tanto € = S,. Por lo que para cualquier otra energia
So
F(E)=— (6.44)

E
Y de acuerdo con la ecuacién (6.34) F(E) = E,(E)¢(E). Por tanto

S
E(E)E) =7 (6.45)
Despejar el flujo en funcién de la energia es
So
() = T(E)E (6.46)

Por analogia, con la ecuacién (6.34) la densidad de dispersién puede definirse en funcién
de la letargia

F(u) = Z:(w)¢(w) (6.47)
La relacién con la densidad de dispersién en términos de la energfa es directa
F(E)dE = —F(u)du (6.48)
Se despeja y utiliza la ecuacién (6.17) y la ecuacidn (6.44)
dE So
F =—F(E)—=—-——=(-E)=S5 6.49
() =—F(B) — =-2(-E) =5, (649)
Al utilizar (6.47) y despejar el flujo se sustituye en la ecuacién (6.49)
S
pw == (6.50)
Zs

lo que implica que el flujo, en términos de la letargia, es constante.

Corriente de frenado o corriente de moderacion q(E)

La corriente de frenado se define como el niimero de neutrones que pasan por unidad de tiempo,
por unidad de volumen, de laenergia E' — o E'.Si E es cualquier energia dentro de ese intervalo

q(E) = F(x E') — F(E) (6.51)
La densidad de dispersidn total puede expresarse como

FE)Y=F(E)+ F(E)+ -+ E/(E) (6.52)
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donde i = 1,2, ..,n es el numero de choques.
El primer choque es E; > E > E, de la ecuacién (6.35b)
SodE

n, = F,(E)dE = m

(6.53)
Para un segundo choque se parte de la energia final del primer choque E’. En lugar de S, de

la energia, hay que usar la densidad de dispersion a esa energia, es decir, la integral de la ecuacion
(6.41)

E; E;
—F(E)E— 'R (E)E B = — 0 | dE 6.54
2 = *fE*(l—oc) ’En(l—oc)f E'(1—) (654)
E E
O bien
Eg
S dE’ S, E,
F(E)=—2 | = =20 )0 6.55
2(F) Eu(l—oc)zj- E E,(1-x)? 'E (6:55)

g

El rango de energia correspondiente para este segundo choque es «? Ey < E <« Ej

| a
o o
F,(ENdE’ So dE’ So E
F(E) = = = = I 6.56
2(E) fE’(l—oc) Ey(1—)? f F " E(1-0? "azg, (659
®Ey % Ep
Generalizando la ecuacion (6.56)
E
{ F(E)d
F(E"dE'
FIE)= | 5—— 6.57
® = [T (657)
E
La corriente de frenado puede expresarse como
E
{FE)dE’
F(E)dE
E)= | =———(E—x E' 6.58
0®) = [ T E—E) (6.58)
E
Se utiliza la ecuacion (6.42a)
, C
F(E") = T (6.42b)
Y se sustituygn la ecuacién (6.58)
| a 2
o o ol
(E)_j' CdE' E “E,)_j' CE dE' j‘ C o dE' €.59
TEI= | Fr—x) = |t ) o ©9
E E E
La primera integral resulta
E
o E

) (1—) EZ  (1—) | E'l;

CE dE' CE 17
] =C (6.60)

y la segundad es
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R/lm

C o dE' Cocl 1 Cocl 661
— —_——— = —— « Il
(1-x) E' (1—c) " (1-x) n (6.61)
E
Por lo tanto. al sustituir en le ecuacion (6.59)
a(E) = C [1 g oc] I (6.62)

donde se identifica £, 1a pérdida de energia por choque, en la ecuacidn (7.26a)

Se utiliza la condicidn inicial

q(Eq) = Sp = €¢ (6.63)
Por lo tanto,
So
c==2 (6.64)
§
Se sustituye en la (6.62)
4(E) = S, (665)
Se reemplaza C de la ecuacién (6.64) en F(E) en la ecuacién (6.42b)
c S
F(E) = ;= o (6.42¢)
Y la correspondencia entre F(E") — F(u') es tal que
F(ENdE' = —F(u')du' (6.48)
Se despeja F(u'") y sustituye F(E") de la ecuacién (6.42¢c) y Z—i a partir de la definicién
diferencial de letargia, ecuacién (6.12), du = — i—E
r ' SD
Fu) = F(ENE' = -7 (6.66)

lo que, nuevamente, implica que F(u") es constante y no depende de la energia, a diferencia de
F(E") (ec. 6.42¢).

Se puede enfatizar la distincién entre densidad de dispersion eldstica para un solo
componente y la densidad para cada componente i

F(E) = Z,(E)$(E) (6.34a)
Fi(E) = 25 (E)p(E) (6.34b)
Se despeja €l flujo de ambas ecuaciones y se iguala
F(E) = 2,(E) T ! (( E)) (6.67)
o bien
F(E)
Fi(E) = 25 (B) 5 XG) (6.67a)

Para una mezcla de isétopos se utilizan las ecuaciones (6.62) gq(E) = C¢, (6.42b)
C = E F(E) y se sustituye la ecuacidn (6.67a) en la (6.34)

So= D al®) = Y = Y ERE =y S TDE (seg)
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de donde resulta una expresién para la densidad de dispersién

SUES(E)
F(E) =L(E)P(E) = s —F7F (6.69)
: EY Iy(E)E
Asfla expresién del flujo para una mezcla de isGtopos, como expresidn alterna a la ecuacidén
_ _So :
(6.46) p(E) = ST es
S S
O(E) = 0 0 (6.70)

EY 3a(E)&  E €
Donde 2.& = Z(E)¢; esla pérdida de energia por choque de la mezcla de isétopos
Se sustituye la ecuacién (6.70) en la (6.50)
So
¢o(uw) = E¢p(E) =—= (6.71)
DR

Donde, nuevamente, queda de manifiesto que el flujo dependiente de la letargia es
constante.

Y de acuerdo con la ecuacién (6.63) g (E,) = S,
q(ug) = q(Ep) = S (6.72)

Al utilizar la ecuacién (6.70) la razén de reacciones de absorcién en resonancia Ry = Z, ¢
entre las energias Ey y E resulta

Ey
S, dE
R, = J’ 2, (E) z“‘f? (6.73)
B 5

Y la probabilidad de escape a la resonancia es

Ey Ey
E Y z dE z dE
p(E) :ﬁz —Uexp _j- ot T - exp _j- - (6.74)
q(Eg) S ] Lo+ E E ] I+ E E

Teoria de edad de Fermi

La difusién de neutrones puede establecerse como una funcién de la corriente de moderacion o
corriente de frenado en términos de la letargia. La ecuacién de difusion se escribe en la forma

daru) , 3 ; ;
Td rdu =Sk, wd*rdu—X,(r,u)d(r, w)drdu—V](r,u)d*rdu  (6.75)
Para cualquier punto r, las ecuaciones (6.70), (6.71) y (6.72) puede escribirse como
So
¢(r,E) = E T (6.70a)
¢(r,u) = E $(r E) (6.71a)
q(r,u) =q(r,E) =S, (6.72a)

Por lo tanto, al combinar las ecuaciones (6.70"), (6.71") y (6.72), larelacion entre flujo y
corriente de moderacién es tal que

¢(ruw) = % (6.76)

y al sustiuir en la ecuacién de difusién (6.75) se obtiene una ecuacién en funcién estrictamente de
la corriente de moderacidn y de la letargia
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aq(r,
dqCrw) 5
du

d3r du + VD)V %d% du (6.77)
s

q(r,u)

= S(r,wd3r du —Z,(r,w) T

Para un medio estrictamente difusor:
Si el medio es homogéneo D(u) = cte
Si el medio no es absorbedor £, = 0y Z; =X,

Sino hay fuente de neutrones S(r,u) = 0. Por tanto, la ecuacién de difusion se reduce a

9q(r,w) q(r,u)
= D(u)Vv? 6.78
Esta ecuacidn permite caracterizar un medio difusor.
Edad de Fermi y ecuacién de difusién de Fermi
La edad de Fermi 7 se define como
u
f b _, (6.79)
T=| ——=du .
Is(u)¢
0
lo que implica que
dr = 2@ (6.80)
T = U .
s (w)é

Se hace uso de la regla de la cadena y se sustituye la ecuacién (6.80) en la (6.78)

dq _dqadr _dq D)

=——=— 6.81
du adtdu ot I (u)é (6.81)
Luego la ecuacién (6.78)
dg(r,u dg D(u U
qr,w) _9q D(w) _ _,q(ru) (6.784)
du at T(u)é X.€
de donde
DO_OvZ Q(T- u)
0q _ L@ o
ar D(uw) ’
zs(u)f
o bien, se reduce
dg(r,u
L = Viq(r,w) (6.82a)
ot
que es la ecuacion de difusion Fermi.
De acuerdo con la teoria de difusién
V2= —B2 (6.83)
Por tanto, la ecuacidn (6.82) puede escribirse como
dq(r,u
% = —B2q(r,u) (6.84)
T
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La cual puede integrarse por separacién de variables. Asi, entre dos corrientes de
moderacion, o dos niveles de energia, de la energia de fision (ripida) a la térmica

qTh 3 T
B _ _ge f ot (6.85)
q
o 0
Esto es
arn _ v (6.86)

qo

que es justamente la probabilidad de moderacidn de los neutrones rdpidos, o probabilidad de no
escape de los neutrones ripidos Pyg, 0 permanencia de los neutrones dentro de los limites de un
reactor durante su moderacion, y se expresa

Pyg = e BT (6.87)
Puede demostrarse que
Pyg =e BT =1-B2t =~ _1 (6.88)
1+ B?t
Luego, el coeficiente de multiplicacién efectiva es
kefr = KeoPng Pyrn (6.89)
y dado que la probabilidad de escape de los neutrones térmicos es
Pyrn = ; (6.90)
1+ [?B2
por lo tanto, se expresa
kefr = Koo (6.91)
(1 + L?B?)(1 + B21)

Para un reactor critico si k¢r = 1. a partir de (7.91) puede demostrarse que

Koo —
B} = ——— 6.92
™o 1Z4t (692)
o bien
vE
-1
2 il
Bh="151T (6.92a)

Al denominador de esta ecuacion se le llama distancia de migracion o, mais
apropiadamente, cuadrada de migracién

MZ=12+1 (6.93)

Distancia cuadrdtica media de moderacion r2(T)

La solucién de la ecuacién de Fermi para una fuente puntual, se puede obtener asumiendo que en
un medio infinito la densidad de frenado depende estrictamente de la distancia respecto de un
punto de origen de la fuente. La densidad de frenado a una distancia r a partir de una fuente
puntual depende de la edad de los neutrones T a la distancia r. y resulta

rZ

e 41

q(r,o) = @R (6.94)
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La densidad de frenado en funcién de la edad de Fermi permite definir el concepto

distancia cuadrética media de frenado o moderacién 72(t), la cual se puede interpretar como el
drea, a partir de la aparicién de un neutrén en un medio, dentro de la cual dicho neutrén
interacciona

(=] (=] _ﬁ
I, r*lanriq(r,Oldr [ rteTaT dr

() = —
) = fnm Amr2q(r,D)dr J-:’Tze-g dr =0T 699
De aqui que
rZ
T=— (6.96)
Ejercicio 6.3. Demostrar la ecuacidn (6.95).
Ecuacion de difusion de Fermi
La edad de Fermi 7 se define como
u
T= jﬂdu (6.79)
) Is(u)¢
lo que implica que
ar=2 4 (6.80)
s (w)é

Se hace uso de la regla de la cadena y sustituye la ecuacién (6.80)

dq _dqdt _dq D)

== 6.81
du dtdu dt Z(w)é (6.81)
Luego, se igualan las ecuaciones (6.78) y (6.81)
dg(r,u dg D(u T, U
atr) _0g D) qC)
du dt Z,(w)¢ ¢
de donde
2 q(r,u)
99 POV I@E e
ar D(u) )
Es(u)f
o bien, se reduce
aq(r,
M = Viq(r,u) (6.82a)
dt
que es la ecuacion de difusién Fermi.
De acuerdo con la teoria de difusién
VZ= —B? (4.23)
Por tanto, la ecuacion (6.82a) puede escribirse como
dq(r,
% = —B%q(r,u) (6.83)
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La cual puede integrarse por separacidn de variables entre dos corrientes de moderacién,
por ejemplo, para dos niveles de energia, de fisidn (rdpida) y térmica

qTh 3 T
B _ _ge j ot (6.84)
q
o 0
Esto es
arn _ v (6.85)

qo

que es justamente la probabilidad de moderacidn de los neutrones rdpidos, o probabilidad de no
escape de los neutrones ripidos, o permanencia de los neutrones dentro de los limites de un reactor
durante su moderacidn, y se expresa

Py = e Bt (6.86)
Puede demostrarse que
Pyg=eB7T=1-B%r =~ ﬁ (6.87)
Luego, el coeficiente de multiplicacién efectiva es
kefr = KeoPng Pyrn (1.22)
y dado que la probabilidad de escape de los neutrones térmicos es
Pyrn = # (4.87)
1+ L?B2
por lo tanto, se expresa
keps = oo (6.88)
(1 +L?B?)(1 + B21)

Para un reactor critico, si ks = 1. a partir de (7.91) puede demostrarse que

koo —

B = 6.89
™o 1Z4t (6:89)
o bien
vy _
B2 — 2a (6.90)
moe247 )

Al denominador de esta ecuacion se le llama distancia de migracion o mas
apropiadamente distancia cuadrada de migracion

M2=12+41 (6.91)
Que permite escribir la ecuacidn (6.89) como

p2 = Ko —1 (6.89a)
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Capitulo 7. Teoria de multigrupos

Se parte de la ecuacién de transporte de neutrones en su forma general

140
aﬂtb(r, ut)+Zr(ru t)®(rut) + u-ve(r, ut)

=S(rut) + I d*u' Z(r,u’ = u, t) d(r,u',t) (2.15)
Donde el iltimo término puede expresarse como
j du' I (ru 5u @ -Q)oru, )

En estado estacionario la dependencia en el tiempo de la ecuacién (2.15) desaparece, el
primer término es cero y la ecuacién (2.25) se reduce a

Ir(ru)Oru) 4 u-Vod(r,u,) = S(ru) + j d*u'Z(ru' >0 0 -0) eo0ru’)  (7.1)

En tal caso, es méds conveniente desarrollar la ecuacién en términos de la energia y la
direccion (E, 2) y no en términos de 1a velocidad vectorial (u). Es decir, el flujo tiene que pasar
de

®(r,u) - o(r,E0) (7.2)

Para eso hay que tomar en cuenta la relacidn entre rapidez y energia cinética

E= %m u? y dE =mudu (7.3)
Luego,
or,w)d*u= o(r,EQ0)dE dQ (7.4)
Y como
d*u = u?dudl y dE dQl = m u du dQ) (7.5)

Por lo tanto, se despeja ®(r, 1) de la ecuacién (7.4)
m ~ m3 ~
o(r,u) =— o(rE0Q) = [== ¢, EQ) (7.6)
u 2FE
Después se sustituye la ecuacién (7.6) en la (7.1)
3 E)o(rEQ)+u-Vo(r,EQ) =
=S(rEQ)+ j dﬁ'] dE'S(E' > E, @ -Q) o(r,E,Q) (7.7)

donde
- 2E
S(r,E,Q) = — S(r, u) (7.8)
. 2E —_—
L(E-E, W -0)= E>:5(1r-.u’—>u. n-Q) (7.9)

Se integra la ecuacién (7.7) sobre todas las direcciones
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IET(r,E)q:(r,E,ﬁ)dﬁJrfu-vq:(r, E0)dQ =

=IS(r.E.ﬁ)dﬁ

+fj dﬁ’de’ L(E-E, 0 -0)o(rE,Q)dd (7.10)
Se hace uso de las integrales

jd)(r, E,Q)d0Q = (r,E) (7.11)

j ®(r,E,Q)0d0 =) (,E) (7.12)

S(E-E,0-0)o(rEQ)da=5(E->E) (7.13)

y la ecuacién (7.10) se reduce a

L, E)P(r,E)+ V- J(r,E) = S(r, E) + f dE' £0 (E - E") &(r, E") (7.14)
Al utilizar la expansion serie [ecuacidn (2.31)]
— 1 — 1 3 .
&(r E,Q0) = P [ E)+30:](r E)] = E(D(r,E) +o-0 J(r E) (7.15)

Y se sustituye en la ecuacién (7.14)

4—;[2T(r, E) +QV][®@r,E) +30- J(r,E)]
=5(r,E,Q)
+ ﬁ” dE' 59 (E — E') (1, E)
+ 3;(:-.5)] do' 0’2 (E-E,Q'- ﬁ)] (7.16)

La integral del dltimo término se resuelve utilizando los cambios de variable &' - {l =
cosB y dfl = send dO dg. Asi, de manera semejante a la deduccién de la ecuacién (2.49)
jd‘h’ QL2 (E-E,Q-0)= Q2 (' - E)
Donde se usa la definicién de coseno promedio del dngulo de dispersion
20(E'-E)= 27:]1 dup2 (' - E,p) (7.14)

=1

Para luego sustituir en la ecuacién (7.16)
1 - =
o [£,(rE) + QV|[@(r,E) + 30 J(r,E)]
=5(r,E Q)
1 =
+ 4—[[ dE'I2 (E - E") ®(r,E)+3J(r,E) QX2 (E' > E)] (7.16a)
T
Al seguir el procedimiento de (§ 2.1), se multiplican por (1, e integran sobre todas las
direcciones d{l. Luego, se hace lo mismo para Q2 y Q. Al sumar las ecuaciones vectoriales se

obtiene

.(r E) J(r, E) + %Vd)(r. E)= jdE’ J(r,E)IL(E' > E) (7.17)
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donde

3 (E' > E) =pxl (' - E) (7.18)
Para un medio isotrdpico I (E' = E) = 0 y de la ec. (7.17) se obtiene la regla de Fick
JGrE) = — mwﬂr, E)= —D(r E)W®(rE)  (7.19)
donde
D(r E) = _ (7.20)
33, E)

Se sustituye en la ecuacién (7.16a)
L.(r, E)d(r,E) — V- D(r, E)Vd(r,E) = St E) + j dE'30 (E » E) &(r,E")  (7.21)

El flujo de neutrones de un grupo k, de energia comprendida entre Ej ., y Ej, puede
definirse como
Ey
& () = j dE o(rE)  (7.22)

Ejya

Se multiplica la ecuacién (7.21) por dE e integra el componente z entre los limites de
energia del grupo

E Ey Ey
f $.(r E) &(r, E ) dE — f V- D(r, E)VO(r, E)E = f S(r. E) dE
Epyq Epyq Epyq
n Ey Ey
- Z f dE [ dE o(rE) 50 (B - E) (7.23)
=1"E'k+1 Egt1

El dltimo término se convierte en una sumatoria, puesto que incluye la ganancia de
neutrones en el grupo k por dispersiones de todos los grupos de energfa.

Se integra

Zri®) B (1) = V- D0V, (r) = S, () + ) 5,4 Dy () (7.24)
k'=1
Las fisiones son fuente de neutrones y el total de neutrones de fisién es la suma de las
fracciones y;, de los neutrones de cada uno de los n grupos de energia

S(1) = v Z S (r) B, (r)  (7.25)
k'=1

Se sustituye en la ecuacién (7.24)

Zrp(r) @p(r) = V- Dk(l'r?vq’k (r)

n
= Ve ) B D) + D Ty By () (7.26)
k'=1 k'=1
Si 2,4 (r) es la seccién transversal de dispersién de los neutrones dentro de un cierto
grupo de energia, el conjunto de todas las dispersiones se puede reescribir como
n
D B P () =SB+ Y T @) (7.27)
k'=1 k' k
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Es decir, dispersiones en las que no cambia la energia, mds las dispersiones en donde si
hay intercambio de energia.

Por lo que la ecuacién (7.20) puede escribirse como
ETk (I')(Dk (T') — Ekk (I')CD# (T) -V Dk (I‘)V(Dk(“r)
= Vi Z Zpps (1) Dps (r ) + Z Zpne s (1) (7.28)
k'=1 '+ k

Se puede definir la seccién macroscépica de eliminacién del grupo k, designado por el
subindice R de Remouve

Zrie(r) = Zpp(r) — Ze (1) (7.29)
La ecuacién (7.28) se puede rescribir como
Zrie (D@ (r) — V- D (VD (r) =
n
= V¥k Z e (1) @y () + Z S P s (1) (7.23)
k'=1 k'+ k

Esta es la forma general de 1a ecuacién de difusién de multigrupos.

Teoria de difusion de dos-grupos

Para dos-grupos de energia —el numero / es el grupo rdpido y en el que se producen neutrones de
fision, y el 2 es el grupo térmico, en el que se pierden neutrones por escape o por absorcion y
ganan neutrones por dispersion del grupo 1 al 2— las ecuaciones de difusién toman la forma

=D, (r)vz¢1 M+Z,OP, )=V E:f1(r)q:‘1 (mM+v Zry (1P, (r) (7.24)
=Dy (r)V2D,(r) + 22 (D) @, (1) = 1, ()P4 (1) (7.25)

De acuerdo con la teoria de difusion, en estado estacionario la ecuacion de difusion
puede tomar la forma

V2p(r) + B2p(r) = 0 (4.19)
de donde
V2= —pB2 (4.23)
Se sustituye la ecuacién (4.23) en las ecuaciones (7.24) y (7.25)
[D, (B2 + 2, (1) —=vEH (D] @, (1) — vE, ()P, (r) =0 (7.24a)
=21, (DD, (1) + [Dy(DBZ + 24, (D], (1) = 0 (7.25a)
O en forma matricial
[Dl(r)Bg +Z5(r)—v Efl(r)] —vIp()
—Z12(1) [D, (r)Bf +Zq; (0]

D, ()

oy =0 (720

7.1 Constante de multiplicacién para dos-grupos
De acuerdo con la teoria de las ecuaciones lineales y ®,(r) tienen solucién diferente a
cero si el determinante es igual a cero. Esto es, si
[Dl(r)Bg + 2,(r) - vZfl(r)] =V Zp(r)

=10 727
() [D2(9BZ + 20y (0] .27
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lo que implica que
[Dy(MBZ +5,,(r) —v zfl(r)éuz(r)gg +Z5(M] = [Z12M][v ()] =0 (7.28)

Se divide entre el producto D, (r) D, (r)
[D1(0)BZ +215(r) = v Zp (0] [D2(0BZ + 202 (D] [2:,(0)] [v Ep (0]

D,® D, D DB U
y se reduce
2 2,0 —vIg (T)l [ 24 Za2(r) _ (21, (D] [V Zra (I')]
[Bf" o 7 om T b b 70
Se utiliza el concepto de drea de difusién
[£12(0) = v Ep (0] 1 Zga(r)
nw 2 0 nm o Y
1 [212 (1] [V Efz (I')]
[ l [32 BT no 709
O bien
2 2
[BZ13 +1]|[BZI2 + 1] = () LivEa(D Ly (7.30b)

Dy(r)  Dy(r)
Donde, nuevamente, se utilizan los conceptos de drea de difusién (ecuacién 7.31)
Z12(r) v Ep (1)
() —v Zp (r) Zgx(r)
De la definicién de probabilidad de no-escape de los neutrones ripidos que se obtiene de

la teoria de Fermi, seccidn (§ 6.6),al hacer L3 = 7 se puede concluir que el primer término de la
ecuacion (7.30c) es

[B212 +1][B21Z + 1] = (7.30¢)

272 1
Bili+1=5—  (687a)
NF
De forma similar, de la seccién (§ 4.7), el segundo término de la definicién de
probabilidad de no-escape de los neutrones térmicos equivale a

2712 1
B2IZ +1= (4.87a)
Pnrn

Por lo que la ecuacién (7.30¢) se puede rescribir como

le(r) szz (r

1= PyrnP,
Z12(r) = vEZp1(r) Zga(r) NTRENE

(7.30d)

En la seccion (§ 4.6) se definid el producto 1f como
v, (r)
Za2(r)
Por tanto, de acuerdo con la definicién de constante de multiplicacién efectiva (ecuacién
1.12), el pendltimo término de la ecuacién (7.30d) debe ser equivalente al producto de la
probabilidad de fisién rdpida por la probabilidad de escape ala resonancia
Z15(r)
———— e (732
N OET O R G

=nf (4.74)
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Dado que la ecuacién (7.30d) es igual a 1, se concluye que el ensamble de parimetros
nucleares correspondiente a la constante de multiplicacion infinita en estado estacionario es

kesr =1= €PygpfPyrnn (1.22)

De manera general, es decir, en estado no necesariamente estacionario, la ecuacién
(7.30d) se puede escribir como

Z,,(r) VI (r)

k = P,
T 20 +VEL() Zp0) VN

(7.33)

Graves (1979) escribe una expresion alternativa

o = vEp () + Z15(1r) vEfz(r)P P
efr Za2(r) + Z45(r) NF I (1) + Z41(r) Zgp(r) NTRENE

Esa expresion hace

(7.34)

v Zeq(r
ke, = fil() (7.35)
Za2(r) + Z45(r)
Vv Zo(r)
f2
=— 7.36
2 Zaz 6] ( )
y reconoce la probabilidad de escape a la resonancia como
Xy,(r)
Pr (7.37)

N Zi2(r) + 241 ()

La constante de multiplicacién infinita (ecuacién 7.33) en forma simplificada resulta
ke = ky + prk, (7.38)

Y la constante de multiplicacidn efectiva como

kesr = k1Pyp + prk; PyrinPyr (7.37)

Ecuacion general de multigrupos
Para 3 grupos de energia se utiliza la ecuacién de difusién de multi-grupos
Zpi (D)@ (r) = V- D (r)Ve, (1) =
n
= VXk Z L (1) p () + Z L P, () (7.23)
k=1 k= ke

Esta ecuacion se puede desarrollar como

—D,(r)V? Zp1 @,(r)
—Zi =D, (r)VZ + Xp, Dy(r) | =
-2, -, —D5(r)V2 + Zp, ] [ P3(r)

ViXalrr VaXaZpa VaxaIp|[d, (r)
=% ViXaZrr VaXaZrz  VaxaEea| [@a(r) (7.38)
ViXzLpr VaXaZpz  VaXsLps||Ps(r)
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Capitulo 8. Ecuacion critica de un reactor nuclear

Cerca de la criticidad de un reactor nuclear B2 = B; (§ 4.3), y de acuerdo con la definicién de

Vvif-I,
D

buckling material B2, = (ecuacién 4.18), la diferencia entre el nimero de neutrones de

fisién y el nimero de neutrones absorbidos es muy pequefia; por tanto, el buckling es muy
pequeiio.
Como se ha visto en la teoria de frenado (§ 6.6), si el buckling es muy pequeiio, la

probabilidad de no-escape de los neutrones termalizados puede expandirse en series de tal forma
que

1
— ,-B%1 _ 2
Pyp=e T_I_BT_1+BZT (6.87)
De ahi que la constante de criticidad, para dos-grupos, se haya expresado por
koo

Kepr = (1 + 12B2)(1 + B21) (6.88)

0, al adoptar la ecuacién (6.87), en su forma general se expresa como

ke,e BT
kerr = 1y 282

Si un reactor tiende a la criticidad k¢ =~ 1, por lo tanto es

(6.88a)

k_e Bt
—(1 T 1289 =1 (8.1)
o bien
ko
1 (8.1a)

(1+ 1?2B?)(1 +B21) ~
Esta expresién se conoce como ecuacion critica de un reactor nuclear.
El producto del denominador puede simplificarse al desarrollar el producto, dado que si

B? es muy pequeiio, el término que contiene B* puede despreciarse. Por tanto, la ecuacién critica
puede expresarse en la forma

ke

T3 @+~ - (82)

. . . Z = . .
De acuerdo con la teoria de Fermi, la edad de Fermi es T = o donde r? es la distancia

cuadrada media que viajan los neutrones desde su emisidn hasta su termalizacién. Por tanto, la
ecuacion critica se puede expresar también por

ko
1+ B2 (L? + ﬁ)
6

A la suma L? + 1 se le conoce como drea de migracion

~1 (8.2)

r2
MZ:LZJrr:LZJrg (8.3)
koo
]_-{—T%Mz =1 (83(1)

donde el término
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1

T 1+BEM? @4

Py

designa la probabilidad de no escape de neutrones tanto rdpidos como térmicos.

En el caso de un reactor finito, para que este sea critico la constante de multiplicacién
infinita debe ser mayor a 1, dado que la probabilidad de no escape de los neutrones rdpidos es
siempre menor a 1, de tal forma que la constante de multiplicacion efectiva debe ser

keff = kOOPN =1 (85)
Por lo tanto, se expresa

1
ko, =—=(BiM?+1) (8.6)
Py

de donde
koo —1
M2
Esta expresion puede ser considerada de manera general como la definicion del buckling
material para un medio con factor de multiplicacién efectiva cercano a la unidad. Aunque aqui

ha sido derivada de la teoria de frenado, es una ecuacion general independiente de la forma de
deduccion.

B2 =

(8.7)

La probabilidad de no escape de neutrones rdpidos, de manera semejante a la ecuacién (6.87),
puede expresarse como

1 2
— —_ ,—B
=1 = @8
Luego, la ecuacidn (8.5) puede generalizarse como
Kef = kooPyg = ke 7 (8.9)
Para n grupos, la ecuacidn critica puede expresarse como
koo

(1+ LiB2)(1 + L3B?)....(1 + L4B?) =1 (8.10)
o bien
ko = (1+ 4B +158%) ... (1 + iBY)  (8.10a)
donde
lim L =t (8.11)

n—oo
Al aplicar logaritmos en la ecuacién (8.10a) esta se expresa

Inke =Ln(1+ [2BH( +13B?)....(1 + [4B?)

n-1

= ZLn(l +17B?) + Ln (1 + L34B?) (8.12)
i=1

Y dado que, si el buckling es muy pequeno, se utiliza el principio adoptado para la
deduccion de la ecuacion (6.87)

e~B’Li = 1 — B2/2 (8.13)
o bien
B2l =In[1-B2%?] (813a)
Al utilizar la ecuacién (8.13a), 1a (8.12) se puede reescribir como
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n-1
Ink, = BZZLE- +Ln (14 L2B?) (8.12q)
i=1
Y cuando se utiliza la ecuacion (8.11),
la (8.12a) se reduce a
Lnk, =B?t+Ln (1+ L4B?) (8.12h)
Y aplicando exponenciales
kme-Bzr
eV 1 (8.14)

que es esencialmente similar a la ec. (8.1), para cada uno de los n grupos. Tedricamente implica
que conociendo T, ke, y cualquier L3 se puede calcular B2,

Laecuacién (8.14) pude generalizarse para cualquier valor de k.. Esto es
k E—Bzr
kopp = —s—u 8.15
“F 7 (1+L2B2) (8.15)
Calculo del buckling material para un reactor subcritico

Para calcular el buckling material de un reactor cilindrico subcritico se tiene que partir de la
solucién de la ecuacidn de difusién en coordenadas cilindricas (§ 4.5). Para el componente axial
conviene utilizar una solucién exponencial, para lo cual, en lugar de la ecuacidn (4.50), se utilizard
la siguiente ecuacién:

Z"(2) - y*Z(z)=0 (4.50a)
De esta manera
Z(z)=Zye1* (4.55a)

El buckling material resulta

B% =a? —y? (4.51a)
y el flujo es
2.405
CD(P. Z) = G[] ){D (Tp) e 1z (46]{1)

Al aplicar logaritmos a la ecuacidn (4.61a) se expresa

infa(o, 91 = n [0 Jo (22 )| - vz

En la gréifica de esta ecuacién cualquier valor de r es una linea recta con pendiente y . De
. . 1 .
la ecuacién (4.61a) es evidente que a una altura z = —, el flujo se reduce en un factor e, a esa
¥

distancia se le conoce como longitud de relajacion [.
Y el buckling material , en términos de la longitud de relajacién, resulta

(2.405)2 1

2
bn=\"%") &

m

(8.16)
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Calculo de la relacién de densidades nucleares entre combustible y moderador para un
reactor critico

En el caso de teoria de difusién de un grupo se puede asumir que en la férmula de los cuatro
factores ko, = fnep [ec. (1.29)] el producto es ep = 1, por lo tanto

ko=nf=n—=2—  (817)
EaU + EQM
que se puede reescribir como
z
Koo = n; 1 (8.18a)

Za aay N
donde z ==Y =—2U_U
Zapy gap N

La longitud de moderacién de una mezcla, de acuerdo con la definicidn, es la relacién

L2 b b (8.18)
Ea ZaU + ZaM
Como la relacién entre las densidades nucleares del combustible y el moderado es muy
pequena, las propiedades de difusién o moderacién de una mezcla homogénea son esencialmente
las del moderador, por lo que la ecuacién (8.6) se puede escribir como

Dy
Dy 3 1
L2 = == 3 8.19
Yoo +Zay z+1 Mz+l( )

Y se sustituyen las ecuaciones (8.18a) y (8.19) en la ecuacién critica (8.1)

ke B _ nze BT =1 (8.20)
(1+12B2) z+1+13B2 '
de donde
1+ 13,82
A 8.21)

Se estd hablando de un reactor cuasi-critico B2 = B2, = B;

EEIU e .
Pero, dado que z = .- Para que un reactor sea critico requiere que z > 0. Paraello
an

ne Bst > 1 (8.22)
Lo que implica que para cada tipo de combustible el buckling geométrico debe ser tal que

Inn
B; < — (8.23)

T

En la tabla 3 se presentan las caracteristicas nucleares de los moderadores més comunes. Y
en la tabla 4 los valores limites o los limites maximos del buckling critico para reactores térmicos
homogéneos de mezclas de uranio U?3> (cuyo = 2.07), con los moderadores comunes. Si el
buckling geométrico es igual al buckling limite, el denominador de la ecuacién (8 21) se hace cero

yz =00,

Tabla 3. Caracteristicas nucleares de los moderadores comunes

Ty,0 (b) Zy,0lem™) D (cm) T (em?)
H,0 0.66539 0.017 0.142 33
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D,0 1.196 x1073 0.00008 0.80 120

Be 8.27x1073 0.0013 076 98

C 3.87x1073 0.0036 0.0903 350

Fuente:

Tabla 4. Valores limites mdximos del buckling para reactores de uranio segiin el moderador

7 (cm?) B}
H,0 33 0.022047
D;0 120 0.006063
Be 98 0.007424
C 350 0.0020787

Fuente:

Volumen minimo de un reactor critico (caso reactor cilindrico)

El volumen mds pequeifio que corresponde un reactor cilindrico con un buckling especifico puede
determinarse a partir de la ecuacién (4.62), que define el buckling geométrico

, _ [2405\% w2
B2 = (—R, ) +(57) (4.62)
De la cual, se despeja

a (2.405)? H?
~ BfH? —n?

2 (8.24)

Dado que el volumen del cilindro es V = TR?H , se expresa
_ m(2.405)2H3

8.25
B"g‘?f-f2 — 2 ( )

Al derivar e igualar a cero
BZH? = 3m? (8.26)
o bien

i V3w 54414

(8.27)
B.E? B.E?
se sustituye en la ecuacién (8.24)
P (2.405) _2M55 o
2 Bg Bg
También se reemplaza en la ecuacién (8.25)
148.26
min = gz (8.29)
g

Un procedimiento similar puede deducirse ficilmente para el caso de un reactor esférico.
En tal caso puede verificarse que
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130

— (8.30)
Bg

min —

Determinacion del tamafio y masa nuclear para un reactor con una composicion z

La ecuacién (8.15) se puede reescribir como

1
e BT = ’?_Z(Z +1+L1%B?) (8.15a)

Al hacer
14z 13
x= B¥; A= y =2 (831
nz nzt
Por lo que la ecuacién (8.15a) se puede reescribir como
e* = A+ Cx (8.15h)

Esta ecuacién puede resolverse por iteraciones. Puesto que x no es grande, e ™ puede
tomarse como 1 — x y como A y C de la ecuacién (8.8b) son conocidas, un valor preliminar de x
es

_A_
T C+1

Después ese valor se vuelve a sustituir en la ecuacién (8.15b), y asi sucesivamente hasta
llegar a una mejor aproximacion.

x (8.32)

Factor de multiplicacion

Si en un reactor subcritico, cuya composicidn es tal que tiene una constante de multiplicacién
k¢, se introduce una fuente extema que emite un niimero S de neutrones rdpidos, al final de una
primera generacién habrd k.rr S neutrones térmicos, al final de la segunda generacién habri

2 . . . e .. . ..
kepr© S neutrones, y asi sucesivamente. Por tanto, la multiplicacion de neutrones serd la relacion
Kopr S+ kops” S+ keps® S+ 1
eff eff eff —

M= = 8.33

Esta expresién es 1til no solo para reactores subcriticos, sino porque permite medir la
constante de multiplicacién correspondiente a diferentes posiciones de las barras de control de un
reactor al serreiniciado después de un shut down. Para ello simplemente se mide la multiplicacién
del flujo a medida que se extraen las barras. La posicién critica de las barras se puede extrapolar

1
cuando — = 0.
M
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Capitulo 9. Ecuacion de difusion en una celda unitaria cilindrica

Un reactor consiste en una red de celadas unitarias compuestas cada una por el elemento
combustible cilindrico en el centro, rodeado por una regién moderadora de la velocidad de los
neutrones. Las redes pueden ser de dos tipos, hexagonales o cuadradas.

El cilculo de la red se realiza partiendo del cédlculo de la celda y se generaliza para toda la
red.

En estado estacionario, la ecuacidn de difusién de una velocidad estd dada por
2.0(p,2) =D Vp(p,2) =S (42a)

Para una geometria cilindrica el laplaciano es
V2 d(p,z) = d2+1d+d2 ®(p,z) (9.1)
,Z) = iz oa @z Z .

Ecuacion de difusion para el moderador

En un reactor térmico, la fuente de neutrones S = q,; se ubica en el moderador, mientras que en
el combustible no hay fuente de neutrones. Si M y F designan el moderador y el combustible, las
ecuaciones de difusién para cada regién son respectivamente

8t 19 09?2
—Dy a_pZ”LEE”L@ + Zam|du(p2) =qy  (42a)

a2 1d 92
—Dp $+E$+ﬁ 4+ Zap|dr(p,2) =0 (4.2b)

Ignorando el procedimiento de separacion de variables @y (p, z) = Ry (p)Z(z), para el
moderador:

La componente radial
d> 1d q
| — 4= 2 =M
(dp2 + pdp) Ru(p) + kiyRu(p) Dyt (9.2)

Sam _ 1
by Ly

Se ha usado el inverso del drea de difusién, haciendo k% =

La ecuacion homogénea es

d> 1d
- (d_PﬁEE) Ry(p) + kiRy(p) =0 (9.3)

que es una ecuacién de Bessel ordinaria de orden cero, cuya solucién es

Ry(p) = Aly(ky p) + C Koy p) (9.4)

Donde I y Kj son las funciones ordinarias de Bessel de primera y segunda clase, mientras
que A E son constantes de integracién arbitrarias.

La solucién general es la suma de la solucidn homogénea mas la integral particular

Ry(p) = Ry(p) + Rp (9.5)
Esta integral es en caso de que no haya variacion de Ry (p) o las derivadas sean ceros. En
tal caso

_ Am
k2% Dy

Ry (9.6)
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La componente axial
Puede admitir una solucién de la forma
Z(z) = ZycosPBz  (4.59)

La frontera extrapolada de la base y la tapa del cilindro el flujo debe ser cero Z(+H") = 0;
lo que implica que 0 = cos(+BH") .Y como se sabe hay muchos valores de +8H’ que cumplen
esa condicidn, el primer valor es g Por tanto,

=— 4.63
B=gm (463
Después se sustituyen en la ecuacién (4.59)
2(2) = Z, cos (2 = ) (464

Por lo tanto, al sustituir en @y (p,z) = Ry (p)Z,(2) la solucién general es

@ y(p,2) = Ry(p)Zy(2) = [A Io(epp) + C Koy p) + quh; l cos (ZH ) (9.7)
mPu

Las condiciones a la frontera para el moderador son
i) @y(p,£H)=0

Entre una celda y otra (p = Ry ) la corriente debe ser cero

R d z
ii) ]M(RU+M-Z) =0 o —Dy ¢Ma(p ) =0
‘ p=Ru+m
La condicién i) queda autométicamente satisfecha puesto que a z = H'
i
cos (E) =0
Para la condicidn i)
Ay (0, Ryim) Tz
Dy~ = Dy e[ A L Gk Ry ) = € Ky Rusan)] cos(575) =0 (98)
0z 2H'
de donde
¢ = o leuRyn) 99)
Ky (kyRy4m) '
Se sustituye en la ecuacién (7)
L(kKyRy i u) Ay
Dy (p,2) = Ally(kyp) + —————= Ky(kp p) | cos +—=— (9.10
m(p o\Kmp Ky Gy Ryant) o\Km P ZH) Kf., Dy ( )

g puede considerarse constante, pero es mds real considerar que puede representarse por
una funcidn que sea cero en el fondo y en el domo de la celda

D) =aucos(z5)  O1D)
En cuyo caso
Py (p,2) = {4 |lo(x )+MK(K N+ = cos(m) (9.12)
M ' 0 MP Kl(KMRu+M) 0 MP 2 DM ZH’ )
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Ecuacion de difusion para el combustible

@p(p,z) = [Ay Io(kpp) + AzKo (kg p)] cos (%) (9.13)

. . v ZarF 1
Se ha usado el inverso del drea de difusién, al hacer Kf- = DL =z
F F

Pero en el centro del combustible, cuando p — o la funcién K — oo, porello A, = 0. Por
tanto, el flujo se reduce a

®r(p,z) = Ay Iy(ipp) cos (ZT[;,) (9.14)

i) La continuidad en el flujo en la frontera del combustible p = R}; implica que

D (Ry,2) = Py (Ry, 2)

Esto es
I (ke Ry 401) qm Tz
All Ry)+——7——"7K Ry)|+ cos | =
{ [ olkmRy) Ky (s Ry on) olkmRY) Kf, Dy, (ZH )
TZ
= [4, Io(krRy)] cos (ﬁ) (9.15)
o bien
I (kp Ry i) qm
All R —— K R —— = A4l ] R
[ olkmRy) + ACHIN) olikem Ry)| + 2 Dy 1[ lo(kpRy)]
=0 (9.16)
i)  La continuidad de la corriente implica que
Ay (p,2) ddr(p,2)
— Dy 67 = —Dp T
Z p=Ry Z p=Ry
L(kyRysm)
A Dykeyy [fl(mMRu) + Kl(mMRu)] = Ay Dekp[ L (keRy)]  (9.17)
Ky (ks Ry vaa)

Se despeja A; de la ecuacién (9.17)

Dykm [1'1(KMRU) Lk Rysm) Ki(kp Ry)
L (kgRy) L(kgRy)  Ki(eyRyspm)

Luego se sustituye en la ecuacién (9.14)

Dyky [ I (kyRy)
Dr(p,z) = Aly(k _—
F(p,2) olkep) Dep | 1,(krRy)

Ii(kyRyyn)  KiQepr Ry) os (E) (9.18)
‘rl(KFRU) Kl(KMRU+M) 2H’ '

A,=A (9.17")

Diicg

Factor de utilizaciéon térmica para una celda heterogénea

El factor de utilizacion térmica f se puede definir de varias formas, la méds comiin considera que
es la relacidn entre el nimero de neutrones absorbidos en el combustible respecto al nimero de
neutrones totales, es decir, los absorbidos en el combustible méas los absorbidos en otros

materiales.

Tomando en cuenta que el combustible y el moderador en una celda heterogénea ocupan
diferente volumen, y utilizando la definicién de razén de reaccién
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Fuente:

f= ZaubuVy
LaubuVy + Zapm®uVu

(9.19)

Figura 11. Titulo

Para efectos précticos, y de acuerdo con la figura 11, es comin encontrar cualquiera de las

siguientes formas

donde

Dy(p,z) = [A [ID(KMP) +

o bien

donde

l — EaU‘;UVU +EEM(5MVM =1 +EQM(J-5MVM _
f EQU¢UVU

=1+

a2 -1+ [®g + (du __CDD)] LoV
ZauPuVy ZouduVy

ZamVu [Po by — q’o] (9.20)

EaVy |y du J .

®g, Py y ar pueden ser determinados a partir de las ecuaciones (9.14) y (9.18).

hiv4
Pr(p2) = Ay Io(kep) cos(37)  (9.14)

L (ky Ry om)

_LTMIURMY e (k p)]+q—M] cos(E) (9.18)
Ki(euRyen) 0 ity D 2H' '

®y(p,z) = [C["D(KMP)Kl(KMRU+M) + 1 (kpRy4m) Ko Gy p)]

qm Tz
+ cos
K% DM] (ZH’

K, (,py Ry +p¢) del denominador de la ecuacién (9.18) ha sido absorbido en C.

) (9.21)

Las constantes A, y € pueden determinarse mediante las condiciones a la frontera (i)

continuidad de flujo y (ii) continuidad de la corriente.

iii)

La continuidad en el flujo en la frontera del combustible p = Ry; implica que
@z (Ry,z) = ®y(Ry,2). Estoes

q
Clig(ky Ry) Ky (kR yspe) + 11(kpRysm) Ko(repr Ryl + o2 2

1 Du
= [A1 Io(kpRy)] (9.22)
Se despeja C de la ecuacién (9.22)
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Ay Ly(kpRy) — ZQM
= kit Dy (9.23)
[Io (kepe Ry ) (kg Ry ) + L (kR ygpr) Ko (g Ry)] .

iv) La continuidad de la corriente implica que en p = Ry,
d¢s(Ry,2) Ay (Ry, 2)
Dy =Dy,
dp dp
Se deriva la ecuacién (9.14) respecto a p
e (p, z) Tz
5y = Auke (kpp) cos (ZH,) (9.24)
También se deriva la ecuacidn (9.19) respecto a p
9 (p,2) TZ
5, = (€ xaulhGaup Ky CerRy ) = (s Ry ) Kalisg P} 05 (37) - (9.25)
Se evaldaen p = Ry y sustituye en (ii)
DpAskp I (kpRy)
= Dy C iy [y (ke Ry)Ky (kg Ryyypp)
+ Li(km Ry m) K1 (i Ry)] (9.26)
de donde

DeAikp I (kg R
C= rA1kp I (kpRy) (9.27)
Dy sepg [I1 (kg Ry Ky (kg Ry ) — 11 (g Ry an) Ko (iepg Ryp)]
Se sustituye la ecuacion (9.27) en la (9.22)
dm
Kty Dy

=4 { Iy (kpRy)

_ Dp g I (kg Ry) g (kg Ry ) K (kg Ryppg) + 1 (kg Ry a0) Ky (’CMRU)]} (9.28)
Dy iy 1 (g Ry)DK (g Ry ieng) — 11 (KpgRypips) Ky (kpp Ryp)] .

. z
o bien, dado que k% = ;M
M

5€ expresa

v Adum

k& Dy Zam
Por lo que la ecuacién (9.28) queda
1
4

_ EﬂM

{l’n (ke Ry)

M
_ D ik I (kg Ry [y (ke Ry Ky (kg Ry am) + 1 (g Ripnr) KD(KMRU)]} (9.28a)
Dy kpg[ I (kg Ry K (R Ry ong) — 11 (kg Rypyng) K (ipg Rip)) .

El factor de utilizacién térmica se puede definir, en forma alterna a la ecuacién (9.19), como
la fraccién del nimero de neutrones moderados que son absorbidos en el combustible
ZaupuVu
AmVum

donde q, es la densidad de moderacién, o nimero de neutrones térmicos producidos por unidad
de volumen.

f= (9.29)
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Al considerar la barra de combustible, el nimero de neutrones absorbidos por unidad de
longitud por unidad de tiempo es
Ry

S PuVy = j T ®r(p) 2mp dp
0

Ry 2nX A
=22 Ay [ lolke )P dp =2 p 1 (e )5V =
0 F
2nEy A
= =" Ry I(kp Ry) (9.30)
F

Dado que V; = mRy2, el flujo promedio en el combustible es

— 271—141 2A1
$v =—F—Ry Li(kp Ry) =
TR, Kp

I (kg Ry) (9.31)
Keliy

El volumen del moderador por unidad de longitud es Vy; = Ir(RU.,_Mz - Ruz), por lo tanto,
el nimero de neutrones producidos por frenado por unidad de volumen es

GeVar =7 Ay (Rysn® — Ry®)  (932)

y se sustituyen las ecuaciones (9.31) y (9.32) en 1a (9.29)

EZWQMKF(RU+M2 _Ruz)i (9.33)
f 2 Lo Ry Iy (kg Ry) Ay .

Esa ecuacién tiene la ventaja de que el término Ai ya ha sido deducido en la (9.28a). por
1

tanto, ahora se expresa

1 T QMKF(RU+M2 - Ruz)i
f a 21 Zop Ry I (kg Ry) A,
_T KF(RLHMZ - RUZ)EQM { lo(kpRy)
a 2w Ry Zar [ (kg Ry)
Dg kp[lo ey Ry) Ky (e Ry 4pr) + Iy (eygRy 41) Ko ey Ry)) }

" Dy k[ ey Ry Ky (ke Ry ag) — 1y (e Ry ) Ko (g Ry))
1 VyZgw [ kp Ry lo(kpRy)

f a VeZar 2 I (kg Ry)
_km (Rysm® — Ry®) [lo(epRy)Ky (epRysm) + 11 (cpRyan) Ko Gy Ryp))
2Ry Ul(KMRu)Kl (KMRU+M) - 1L (KMRU+M) K, (KM Ru)]
1 _ VuZaym [ ki Ry lo(kpRy)
f Vilae 2 L(kpRy)
Ky (RU+M2 - Ruz) [o(kpRy)K1 (K Ryam) + 11 (K Ry sm) Ko(keyRy)]
2Ry [ L (KMRU+M) K, (KM Ru) -1 (KMRU)Kl (KMRU+M)]
(9.34)
La ecuacion (9.34) puede abreviarse en la forma
1 VyZaym
—=14+——+-F+(E-1) (9.35)
f VFEaF
donde
kp Ry lo(kpRy)
F= —_— 9.36
2 hOeky O30
y
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E_q=u (Rysm® = Ry®) [loGepRy)Ky (g Ryaag) + 11 (ygRypiag) Ko (i Ryy)] (9.37)
2Ry [ 11 (kmRysne) K1 (iepg Ry) — 1y (e Ry Ky (g Ry pn)] .
Puede demostrarse que el término F equivale a la relacidn entre el flujo en la superficie de
la barra y el flujo en el interior de esta (figura 11).

p=2o
bu
Ejercicio 9.1. Demostracidn.
De acuerdo con la ecuacién (9.14), si ®g(p,z) = A, I4(kpp) cos (%) se evaldaen p =
Ry
Py (Ry) = Ay Iy(kpRy) (9.38)
Y conforme a laecuacién (9.31) el flujo promedio en la barra de uranio, o en el combustible
es

_ 24,
by = KRy L (kg Ry) (9.31)

y se dividen las ecs. (9.38) y (9.31)
F= ﬁ _ kpRy 1o (kpRy)
by 2 L(kpRy)
De forma semejante, puede demostrarse que

_kn (Rysm” = Ry?) [o(rnRy)Ky (kg Rysag) + 11 Gy Ry ing) Ko (63 Ryy)]

(9.39)

E—-1=
2Ry _ [ 13 (R y ) Ky (kpg Ry) — 1 (g RyKG (g Ry )]
_ ZamVm [‘f’M - q’n] (9.40)
ZavVy by
Probabilidad de escape a la resonancia

De acuerdo con la teoria de frenado, la probabilidad de escape a la resonancia para un medio
homogéneo estd dada por la expresion

En En
a(E) S, J' L, dE f z,
p(E) B S, P ) T+ I E p ] Bt I E (6.74)

Sin embargo. en el caso de un medio heterogéneo o una celda unitaria, hay evidencias
experimentales de que la probabilidad de escape a la resonancia no depende exclusivamente de
las absorciones en el interior de la barra de combustible; las absorciones que suceden en la
superficie de la barra, por retrodispersién de neutrones por el moderador, suelen ser mayores.

En el caso de uranio metilico la integral de resonancia en el volumen de la barra de combustible
es

dE
IGW?: 9.25 b (9.41)

mientras que en la superficie de la barra es

dE
J’Gas? =247b (9.42)
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Pero la integral de resonancia en la barra de combustible depende, ademds, de 1a geometria
de la barra y, en particular, de la relacion entre la superficie S y el volumen M, esa relacidn es la
masa en g por unidad de longitud de la barra. Esto es

dE S
fc“ff?: (9,27+ 24.75) b (943)

Se puede verificar dimensionalmente que la densidad de moderacién o el nimero de
neutrones moderados que llegan a la energia E en el moderador es

q(E) = ‘f_?M Vi & EsmE (9.44)

La razdn de absorcién de neutrones en resonancia R ;5 es igual al cambio en la densidad de
moderacién con respecto a la energia

dq(E)
dE
Al dividir la razoén de moderacion entre la densidad de moderacion resulta

1 dq(E) _ tf!_iu Vy Ny Gay ‘fEsVu Ny ogs S|1 (9.46)
q(E) dE & V& Zom buVu &y M|E
Y se integra desde la energia de fision E; hasta la energia de resonancia E
Fdq(E) _ VyNy ((Fy(E) dE' S (Fgs(E)  dE
Lo a(E) ~ V€ Zom { b0 o (E) "V ET T M g gu(E) "V E
lo que resulta

o) _ | VulNy { “duE) dE' S (0 gg(E) d_E} (0.48)
1) P Wt Zew Vs B E) TVE T M)y FyE) VU E '

donde E’ es cualquier energia de dispersion y el signo menos se debe a la inversion de los limites
de integracidn.

_ - S
Rag = ¢y Vy Ny ogy + dsVy Ny 045 M (9.45)

} (9.47)

Justamente la ecuacion (9.48) equivale a la probabilidad de escape a la resonancia
q(E)
p(E) =——— (9.49)
q(Eo)

En el caso de celdas de uranio optimizadas geométricamente se considera que, en la region
de resonancia, el flujo en la superficie de 1a barra es igual al flujo en el interior, y que la relacién
entre flujos es independiente de la energia.

b _ bs
bum  bu
La ecuacidn (9.48) se reduce a

V, N, &, [E S dE’'
p(E) = exp {—g‘i’” L (cavwcw)—} (9.51)

(9.50)

Vié Zsu bu E'
0 se conjugan ambos tipos de absorciones, tal como en la ecuacion (9.43)
VyNy ¢y (B dE’
E)=e —_—— — 9.51
p(E) xp{ ol LR (951a)

Puede definirse un factor de utilizacion en resonancia f, de manera semejante al factor de
utilizacién térmica. En tal caso, el factor de utilizacidn en resonancia f,. se calcula mediante la
ecuacion (9.52).
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l -1+ VaZarm kry Ry Lo(kry Ry)
fr VuZary 2 I (kg Ry)

KrM(erw - RE') [l’u (kras Ru)Ky (erpg Rag) — Ko (eens RiD Ty (g Rag)

2Ry Iy (Kppg Ry)Ky (kg Ryy) — Ko (tppg Ry (pps Ryp)

(9.52a)

donde, Wry = Ky Wry = Krpts Zarm ¥ Bary = g—: [9.25 + 24.7 %]JEIO'Z‘t son las constantes
nucleares en resonancia; S y M son la superficie y masa de cada barra por unidad de longitud y
S 2mRyH 2

M~ 7R,2’Hd Ryd

A partir de 1a definicién de utilizacién térmica de la ecuacién (9.19), por transposicién, el
Jfactor de desventaja puede expresarse por
b ViZam (1 VigEam (1—
?_M: MZaM (__ 1) _ M aM( fr) (9.53)
¢U VUE::U f;" VUE::U f;"
y se sustituye en la ecuacidn (9.51a)
VyNy ¢y jEn dE’
__uv'v ru & -
Vi€ Zou oy Je “TE

{ Vy Ny VyZam (1 —fr)on dE’}
= exp §— a _— =
Vard Zom ViZau \ f /g CTE

Ny Z 1- Eg dE’
- exp{_ u m( f)j Gﬂeﬁ?} (9.54)
E

p(E) = exp {

‘fEsM EaU fr
De acuerdo con la teoria de frenado
ZaMm 1
=—7 (9.55)
f ESM ]n El/EZ
y
Eq dE’
S Jg Cacrr
2 E. (956)
U In 1/E2
Por tanto,
Ny Zau [P0 '
—=1 9.57
$Zou Zau L Oaefl g ©.37)
y

Factor de fisiéon rapida

El factor de fisién ripida, te6ricamente, se calcula a partir de la expresién
9

|v-vZL]p

vor + g,
l—P’(#)
a

e=1+ (9.59)
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donde P es la probabilidad de que un neutrén de fisién producido en la posicién r; interaccione a
una distancia menor a .

n(rl)e'z |7y =13

Iy — nl? drydr

z jrz jr-l

4” J,, n(r)dn

n(r ) es la distribucién de neutrones en el combustible, dry y dr, son elementos diferenciales de
volumen, y P’ es la probabilidad de interaccion cuando n(ry) = cte.

Se ha encontrado experimentalmente que, para uranio natural metélico, el mdximo valor es
€ = 1.2, mientras que para un reactor heterogéneo moderado con agua es € = 1.031 y moderado
con grafito e = 1.029
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Problemas

P1. Ejercicios complementarios

Excursion de criticidad en Oklo

Ejercicio |. Actualmente el enriquecimiento del uranio natural es €,,; = 0.00711. En Oklo,
provincia de Gabdn, la presencia de fragmentos de fisién en un yacimiento de uranio puso en
evidencia que en ese lugar hubo una excursién natural de criticidad.

a) Asuma que en aquel momento el enriquecimiento del uranio era € = 3 %, y calcule el
tiempo que ha transcurrido desde entonces.

b) Haga el cdlculo inverso, suponiendo que esa excursién ocurrié cuando se formé la
hidrésfera, o sea hace al rededor de 1800 millones de afos, use la ley de decaimiento para
calcular cual debia ser el enriquecimiento en ese momento.

¢) ¢(Como podria usar este razonamiento para calcular la edad de la Tierra?

Solucién. De acuerdo con la definicién [ecuacién (1.31)] el enriquecimiento actual del
uranio natural puede escribirse

_WUS_ 5

w
e=—L=—o (1)

wy  wS+wS

Y el enriquecimiento en tiempo de la excursién es
wy®
0= St wgt (2)
donde los superindices 5 y 8 indican el dltimo digito de la masa isotdpica, de tal forma que 5
corresponde al UZ23°y 8 al U238,

De acuerdo con la ley de decaimiento radiactivo, en el momento de la excusién las
densidades atémicas del UZ35 y del U?3® eran, respectivamente,

No® = N%e®t y NP =NBeAt  (3)

y dado que
Np© AS Np® 48
Wus = N, y WDB = N, C)]
Se sustituye la ecuacion (4) en la ecuacion (2)
Ny® AS
Ny
£n = 5
0 Np® A5 No® 4° )
Ny Ny
.. Ng5 A5
donde se divide entre
A
1 1 50)
£y = = a
0 Np® 48 N,® A8
N 1+ NS A5
14+——4
Ny~ AS
Ny

y se sustituye la ecuacién (3)
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1 1
= i aweer O
1 _
+ NDS AS A5 Nselst
. - . N5 A5 .
De forma similar, se sustituye ws = v n € (ecuacion (1))
A
NS A45°
Ny 1
S_NSAS N8A8_1+N8A8 (7)
NA +_NA NS AS
de donde
N® A8
£ (1 + W) =1 (8)
y
N8 A8 1-c )
NSA5 ¢
Después, se sustituye la ecuacién (9) en la (6)
1 1 (10)
SD = 57 —
1— g et 1—-¢ (AB—A5)t
() G ()
y se despeja f
1—¢
£ (1 + ( ) e(ls-ls)f) =1 (11)
1_
E(’IE_ At &o _ e(1- 50) (12)
(1— 3) g(1- &)
£
1 e(1—¢g)
t= l 13
PO Lpw s (13)

donde &; y t quedan uno en funcién de la otro. Es decir, para conocer uno se tiene que asumir el
otro.
Si las vidas medias de ambos isotopos son Tlps =713 Ma y Tlﬂg = 4510 Ma. las
constantes de decaimiento son
In 2 In 2
713 Ma 4510 Ma
a) Se asumne que para inducir criticidad se requiere un enriquecimiento del orden 3 %; esto
es £g = 0.03; sustituyendo
, 1 0.00711 (1 — 0.03)
T (1.53691x10* — 9.72156x10-*)Ma-* ' 0.03(1 - 0.00711)

A° =09.72156x10"* Ma™' y 28 =1.53691x10"* Ma™*

=1787 Ma

b) También se asume que la excusién pudo ocurrir hace 1800 millones de afios, es decir,
cuando se formd la hidrésfera

Se utiliza la ecuacion (10)
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1 1

T— &\ 8150, 1— 0.0711 i .

()1 -4 )t - (1.536917{10 =9.72156x10 ]1800

1+(s ) e 1+(&mn ) e
=0.03225 = 3.225%

SU:

Conclusion: ambos incisos son coherentes con la hipétesis.

¢) Repita el cdlculo suponiendo que en el momento de la excusién el enriquecimiento era
g =0 .05.

La respuesta probable es 2437.1 Ma.

Ejercicio de repaso conceptual: relacién absorciones por fision

Ejercicio 2. De acuerdo con la ec. (1.8) las reacciones de captura y fision son eventos mutuamente

excluyentes g, = g, + o7 y solo la fraccién =L puede inducir fision, mientras que la relacion a =
TJg

a, . s e
a—f representa la relacion entre capturas y fisiones.

1. Demuestre que (1 4+ «) corresponde con el niimero de neutrones absorbidos

D e gy | )
rrocedimiento a

De acuerdo con la ecuacion (1.27), el niimero de neutrones producidos por fisién por neutrén
absorbido en un cierto isétopo fisil es
o
f
=v—= 1.27
n=v (1.27)

e

Dado que 0, = 0, + 0y, le ecuacién se puede desarrollar como

o
n=v L
ac + of
Y se divide entre of
i
n=v—t =y
e, % a+l
Or  Of
De donde se despeja
n's
Vv (—)
L0
S
n (absorsi én)

Y dimensionalmente se concluye que equivale al nimero de absorciones por fisién.

D
rrocei

ento b
De acuerdo con la definicién de «
O
lta=1+—
of
Se desarrolla y usa la ecuacién (1.8)
g o0, Of+0o. 0y

l+a=—+ =
9 Of Of i
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Que es la relacién entre nimero de absorciones por fisién.

2. Demostrar que una absorcién equivale a

a capturas 1 fisiones
1abs:(1+ ) bsorci6 +(1 ) orci
a’/ absorcion + a/ absorcién
Para eso hay que demostrar que cada término corresponde con las dimensiones
( a ) capturas _
1+ a/ absorcién
Se desarrollan
9e 9c
44 _ of _ of _ o8 ( capturas )
1+a 14+% 9+  of+ 0. \absorciones
of —af
Por otra parte
1 1 1 of fisiones
1+a 1 +% Toto o5 + o, (absm"ciones)
Of ar
Por tanto, al sumarlos
O capturas of fisiones of +oc
of + o, (absm’ciones) oy + o, (absm"ciones) - of + o, B

Energia promedio de una distribucion de Neutrones
Ejercicio 3a. Calcule la energia promedio para los neutrones de fisidn, si su distribucién estd dada
E
por la ecuacion n(E) = ae *sT, donde: kg es la constante de Boltzman y T es la temperatura de
fision.
Solucién. La energia promedio, como cualquier promedio estadistico, puede calcularse
mediante la ecuacién (1.19)

_ [V E-nE)dE
E="F ——
[ n(E)dE
En ambas integrales hay que sustituir la funcién de distribucidn. Para el denominador
© w _E_
j n(EYdE = aj e ksT dE
0 0
Que se resuelve usando los cambios de variable: u = — £ cdu = — d—E; de =
kgT kgT
Y los limites de integracién son u; = 0y ugy = —oo

Se sustituye

jﬂmn(E’)dE’ =-a kBTj

0

-—Ca

e du= —akgT [e*];”

—akgT(e™® —e% = akgT

Para la integral del numerador se utilizan los mismos cambios de variable, al sustituir
oo -0
j ue du
0

n(E)E dE = a (kyT)? f

0
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que se resuelve por partes

J- n(E)EdE = a (kBT)ZJ- ue du=a (kgT)?|lue* —ue*]g™
0 0

=akpgT)*{(0—0) = (0 —1)} == a (ksT)*
Sustituyendo en la ecuacién (1.17)
J E-n(B)AE _a(ksT)? _

E="% = = kgT
J, n(E)E akgT g

Ejercicio 3b. De acuerdo con Winberg and Winger el espectro de neutrones de fisién estd dado
por la ecuacién (1.5) n(E) « VEe %775 en tal calculo, el cdlculo de la integral queda

j n(EYdE = a j VEe 0775E gF
0 0

w
0.775

1/2
Y los cambios de variable: u = 0.775E ; dE = du :VE = ( ) . Los limites de

0.775
integracién son u; = 0 y u; = oo y se sustituyen

L 1/2p-uyg :L[‘(l): a
(0-775)”2L N (VTS PERAY (0.775)1/2ﬁ

Mientras que la integral

[22]

Lmq(ﬁ')dﬁ' =

o a o a 3 a N
E)E dE = ————— | u32e™%d =—r(—): __a
,[J n(E) (0.775)3/2 ,[J b Y= 0775372 ' \2) T (0.775)%2 2
Se ustituye en la ecuacién (1.17)
[~ - a m
_ E-n(EYdE  [0.775)372 2
=T (EYdE (_0'77a5) =200775) ~ 0.6452 MeV
Jon (0.775)1/2 Vr '
Lo cual concuerda con la literatura.
Dependencia de la seccion transversal microscopica de la temperatura
Ejercicio 4. Considerando que las secciones transversales microscépicas son funciones %_ es decir,

1 . PR
o & -, demuestre que para una temperatura T, diferente a la temperatura térmica Tpy, las
v
secciones microscopicas estin dadas por la expresion
Trn

Or = Orh |~ (1.23)

Solucién. Se parte de la funcidn de distribucién de Maxwell

2m

W'E_E’ wVE (121)

n(E) =

La probabilidad de que los neutrones de una distribucién tengan una energia E en una
diferencial de energia dE esta dada por

P(E)E = —2F ¢ "*hryE dE
(TKT) /2
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En términos de la velocidad, dado que E = %mvz, la diferencial dE = mvdv y la

probabilidad de encontrar un neutrén con la velocidad v y una diferencial dv estin dadas por

2 _ 1 1/2
P(v)dv = . e ™ e (— mvz) mv dv
(KT)"/2 2
Se utiliza el cambio de variable w = my? R m_uZ: kTw . dw = mv dv y mydv =
2kT 2 Kt
kT dw
2n 1 2
P(w)dv = —————e™" (kTw)Z kT dw = — e " \lw dw
KT (TKT) /2 =~

. . . N 1 1
Si. de acuerdo con la teoria, las secciones transversales son funciones o estoes 0 o . lo
que implica que ov = ¢ y para dos velocidades

Oy Vg

cwv=0gyvy y ow)= >

Ahora bien, la seccién transversal promedio estard dada por

oo oo d
o Py oovy [, PO)T

g = o0 - o0
fn P(v)dv fn P(v)dv
Y se sustituye
2 o . dw
Oy Vo —= e VAW ——
0 ”xfr_rj” 2T "
~ o vw g v f, e™Vdw JW[—E'W]SO
g = = = v, —
2 (oo O TON2kT (1
< - 2kT oo =
\/Efn e~Wyw dw 7_[0 e=W~w dw F(Z)
_ m 1
IR Py o=

La seccién microscdpica promedio para la temperatura térmica Th es

— 0y Vp m
(T =
™ Nm |2k Ty

Y para una temperatura T cualquiera es

_ oy, vy [M
Op = —_—
T~ " Jz \N2kT

Luego se dividen ambas

0g Vg m
o _ Ja N _ [T
O0r  ogpvy | M Trp
Vit NZ2kT

De donde
Gr = Grp | L1
T Th |7

110




Diferencial de dngulo solido en coordenadas esféricas
Ejercicio 5. Demuestre que un elemento diferencial de volumen d3u = u?dudil.

Solucién. Se trata de un cambio de coordenadas rectangulares o cartesianas a coordenadas
esféricas. Una integral de laforma [ F(u)d3u se puede expresar en coordenadas cartesianas como

J- Fuw)d3u = J- F(uy, uy, uz)du,duy,du,

donde u, = ucos@ u, = usen @ yu, = ucosf siendo u,8 y ¢ son las coordenadas esféricas:
u es la magnitud del vector posicidn, 8 es el dngulo cenital y ¢ es el dngulo azimutal.

Para cambiar de coordenadas rectangulares (uy, Uy, U;) a coordenadas esféricas u, 8, @ se
tiene que usar el teorema

a(ux,uy,uz)

J’ Fuy,uy, uy)du,duydu, = J- F(u,8,¢9) 20, 0) du df dg
donde
du, Oouw, Ju,
du 00 e

O(uy,uy,uy)  |0uy, du, Ju,
o(wb,9) |odu 090 do
du, OJu, Jdu,

u 88 dg

es el jacoviano de 1a conversion de coordenadas rectangulares a esféricas.

Se efectian las derivadas, sustituyen en el jacobiano y resuelven el determinante

a(ux u uz) senfcosg wcosfcosp —u senfseng
Tgy) = |senfseng uwcosfsenp usenfcosg|=
il cos@ usenf 0

=u? sen®d cos®p + u? sen 0 cos?8 cos?@ + u? send sen?p + u? sen 0 cos? senp =
= u?sen 0 cos?@ (sen?8 + cos?0) + u? sen 0 sen?p (sen’0 + cos?8) =
= u?send (sen’p + cos’gp) = u’sené
Se sustituyen en el teorema
a(ux,uy, u,)
a(u, 0, )

Donde, se separan los componentes relacionadas con la magnitud, de los componentes
relacionados con la direccién

d3u = du,duydu, = dudf do = u? du sen 6 df do

d*u= u?dudfl
Siendo

dO =sen0de de

Integral de dngulo solido
Ejercicio 6. Demuestre que f dQ = 4m

Solucién. Al utilizar la definicién de d{l, resultado del ejercicio 1
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2

s
jdﬁ = '[[ sen 8 df de = j sen 6 dﬂj de = [cos 8]7 [@]3™ =
0
0

= [cosm — cos0][2n — 0] = 4w
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P2. Ordenes de magnitud de un reactor nuclear PWR DE 1000 MWe

Para calcular los requerimientos de combustible de un reactor de potencia, lo més ficil es
establecer la potencia correspondiente al reactor que se pretende construir y enseguida calcular la
razon de fisioén o nimero de fisiones por unidad de tiempo que se requiere para sostener dicha
potencia. Deben tomarse en cuenta las caracteristicas del combustible y el volumen del reactor.

Razén de fision

Asumiendo que la energia de fisién es del orden de 200 MeV de energia, en joule esta energia
equivale a

g 200MeV (10691/) (1.602x10-19,!
fision = e

— _11){ . .
MoV v ) 3.204x10 /fmén (2.1)

Esta energfa resulta de la conversién de una fraccién de la masa del isétopo fisil en energia
cinética de los fragmentos de la fisidn.

En el interior de las pastillas del combustible y de las barras de combustible la energia
cinética de los fragmentos se transforma en calor, por choques con los dtomos vecinos.

Para enfriar las barras de combustible se requiere un refrigerante —un fluido que por
conveccion elimina el calor de la superficie de las barras de combustible y traslada la energia
hacia la turbina— para convertir la energia mecédnica en energia eléctrica.

La eficiencia térmica de un reactor nuclear es 7 = 33 %. Esto implica que solo un tercio
de la energia térmica producida en un reactor nuclear puede ser convertido a energia eléctrica.

Por lo tanto, para que un reactor tenga una potencia eléctrica de 1000 MWe o 11{1()9);r es

necesario que se produzca en el reactor una potencia térmica de 3000 MWth o 3x10° );r Esto es

1
1000 MWe = §P

o bien

P =3000MW = 3x109£

donde Pgp, = potencia térmica.

La razon total de reacciones de fisiones en un reactor RT‘E ,de acuerdo con la ecuacién (1.15),

se define como el nimero de fisiones producidas por unidad de tiempo. Esta puede calcularse
como la relacién entre 1a potencia térmica y la energia de fisién

]
P 3x10%% isiones
RL = = S — 09363x1020 L S0mES.

Efision 3_204x10'11ﬁ§!m

Quemado de combustible

Es la cantidad de material fisil que se consume durante la operacién de un reactor nuclear. Cada
fisién implica un dtomo de U235consumido o fisionado, por lo tanto, la razén total de reacciones
de fisidén equivale a la razén de dtomos consumidos

RT‘E = Numero de atomos de U235 consumidos

Puede verificarse mediante andlisis dimensional, que el niimero de dtomos contenido en
cualquier muestra de peso w, se puede calcular mediante la expresion
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whN,
4 (1.9a)

N : = —
(atomos) A
donde A = peso atémico y Ny = Namero de Avogadro = 6.022x1023 ﬁ—m:_s‘g.
combustible

consumido ¢ quemado de

Por tanto, el peso del uranio
B (del inglés burning) se puede calcular al conocer el nimero de fisiones o dtomos fisionados,
y calcular el peso correspondiente al nimero de dtomos en de material fisil. De expresidn anterior

N4 atomos g
g AT mal
B(Z)=w= : B1
s N, atomos ( )
mol

Dado que la razén de fisiones es igual a la razén de dtomos consumidos N = R{ se

sustituye
(0.9363x10%° W) (235:2))

023 atomos

B =
6.022x1
mol

B = 0.0365g
<

Esta cantidad en términos de masa parece insignificante, y es justamente lo que refleja el
rendimiento de un reactor nuclear. Implica que un reactor de 1000 MWe al 100 % de potencia

consume tan solo 0.0365 g/s. O bien
g (36005) ( 24h

0.0365 ) \Tdia
_ T de U35
B =115 /aio

) (365dias) _
lafio /

Consumo doméstico de electricidad
La energia generada por una central eléctrica con un reactor de una potencia eléctrica de

1000MWe es
30 dias
) = 2.592x10%% J_
mes

1 mes

1000MWe = 109,’ (36005‘) (24!1) (
=75 ) \ddia
Si se asume un consumo doméstico mensual aproximado de 250%, la energia

h 3600s
’1—( 5) — 9x108 L
mes

equivalente consumida es
KWh .

250 = 250x10

mes smes

Al dividir la energia generada por una central nuclear entre el consumo doméstico,
ficilmente se puede concluir que una central puede proveer de electricidad a 2.88 millones de

casas-habitacion
i

2.592x10%° o5
jm S — 2.88x10%casas

9x10%8 ———

mes - casa
Evidentemente el destino de la produccion eléctrica no es solamente casas habitacidon.
Faltaria considerar el alumbrado, transporte, servicios, industria, etc., pero este cilculo permite

hacer énfasis sobre el potencial de la energia nuclear.

Masa de uranio en un reactor de potencia
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El combustible en un reactor se encuentra en forma cerdmica, para minimizar la dilatacién térmica
y esfuerzos mecdnicos. La molécula que cumple esas caracteristicas es U0,. El volumen del
combustible equivale a la mitad del volumen del reactor.

Para un reactor de potencia tipico de 1000 MWe con dimensiones: altura H = 3m y radio
R = 1.46m, el volumen del reactor es

Vg = m(1.46m)2(3) = 20.09 m?

El volumen del combustible es del orden de la mitad del volumen del reactor, por tanto
1 3
VF = EVR =10m de U02
La densidad del diéxido uranio es aproximadamente

g
=10——
Puo, m3
La masa total del didxido de uranio en €l reactor es
10%¢cm
1

3
— — g 3 — |2 J—
Myo, = pr - Ve = (10$) (10m )(T) =108g = 100 T de UO,

La figura 12 muestra la composicién de un ensamble de combustible, como se observa,
cada ensamble estd constituido por un nimero de barras igual a 289 (17x17 barras), que a su vez
contiene del orden de 200 pastillas de U0, .

Si cada barra de combustible tiene 0.9 cm de didmetro y la longitud de cada barra es del
orden de 270 cm, entonces el volumen de una barra es

d? T
Viarra = Th = Z(O.9cm)2(270c‘m) =171.77cm?

Por lo tanto, el nimero de barras sera
Ve  10m? 106cm?
Vparra 17177 cm3\  1m3

o
Nbarms -

) = 58 218 barras

y el nimero de ensambles

. 58218 barras
N -

ensambles — = 202 ensambles

barras

289 ensamble

Si se considera que cada pastilla de uranio es un cilindro de 1 pulgada de altura, el niimero
de pastillas de combustible es
pastillas
barra

Sila masa de uranio en un reactor nuclear de 1000 MWe es wy,, =100 T

Ny pastitias = (58 218 barras) (106 ) = 6 188 528 pastillas

Figura 12. Reactor nuclear PWR y composicion de una barra de combustible y un ensamble de
combustible
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Analiss—T

Rod canwral

Peller——0"%  Cizer g

I

1

Fuente: Duderstandt (1976).

En un reactor que contiene 100 t de U0, con un enriquecimiento & =4 9%,1a masa de diéxido
de uranio que contiene U?® es

Wyzsg, = € Wyp, = 0.04 100t =41t

La fraccién de U235 enel diéxido de uranio (U2°0,) es

N25425
x25 = 2uE Na = A% = ﬁz 0.88
— NUZ0,4U%50, U0, 267 :
Ny
La masa de U?3> en el reactor es

Wyes = xzswuzs..JZ =088+4t=352t¢t

: e B — T de U?35 ) 235
Si el quemado por anoes B = 1.15 /ﬂ.ﬁﬂ esto da cuenta que no todo el U=~ se

consume. Sin embargo, hay que recargar los reactores con combustible nuevo porque en los
ensambles gastados los fragmentos de fisién absorben muchos neutrones y reducen la razén de
reacciones de fision.

Potencia volumétrica

La potencia volumétrica del combustible se calcula de la siguiente manera:

Prp 3000MW W
F 10m3 (1_ “21)
107*m

Esto quiere decir que cada pastilla de combustible, de aproximadamente 1 cm’, produce
una potencia de 300 W.

116




Potencia especifica

Se define como la relacién entre la potencia térmica y la masa de combustible. En el caso de un
reactor hipotético del 1000 MWe o 3000 MWt, dado que la masa de combustible es del orden de
100 t de uranio, 1a relacién que se obtiene es de 30 kW/kg.

En la tabla 5 se presentan las caracteristicas macroscépicas de los reactores de potencia
comerciales. Se observa que la potencia especifica tipica de un reactor PWR es 37 kW/kg, esto
es de un orden de magnitud similar al calculado anteriormente.

Tabla 5. Caracteristicas fisicas de los reactores de potencia comerciales

Tipo de reactor Potencia especifica Flujo (m:zs)

(kW/kg) £
PWR 375 2.99x10'"* 4
BWR 259 1.997x10' 4
PHWR 188 1.85x10™ 0.71
RBMK 1575 1.48x10' 1.8
AGR 109 8.75x10'* 2.6
GCR 332 2.66x10" 0.71
WWER 458 3.747x10" 5.36

Fuente: Intemational Atomic Energy Agency (2007).

Como se vio en § 2.2, 1a razén de fisién equivale al nimero de dtomos de U?35consumidos
o fisionados por unidad de volumen por unidad de tiempo. Se puede entonces determinar el flujo
de neutrones de un reactor de 1000 MWe utilizando la ecuacidn (1.15). Para ello, primero es
necesario conocer la seccién transversal macroscopica de fision del reactor }¢.

Seccion transversal macroscopica de fision

La seccién transversal macroscdpica de fisién 3 representa la probabilidad por unidad de
longitud en la que los neutrones induzcan fisiones. De acuerdo con la ecuacién (1.17)

(em™) = N atomos U235 cm?
cm™) =
Ly cm3 % \ atomos U3

El problema fundamental para conocer la }; es que las secciones transversales
microscépicas dependen de la energia de los neutrones y de la temperatura del reactor.

Las secciones transversales microscdpicas de los neutrones térmicos se pueden consultar
en miultiples fuentes, entre otros en IAEA Nuclear data. Para extrapolar a otra temperatura, por
ejemplo, la temperatura de operacién de un reactor nuclear (300°C = 573K), se debe utilizar la
ecuacién (2.4) [consultar demostracién en § P1.4]

_ Trp
Or = Otp T

La seccion transversal microscopica de fision para el U?*® es g ryy = 500b. Por tanto, a
la temperatura de operacidn de un reactor nuclear (300°C=573 K)
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Trn 293K

= — =550b [———==13933b
ot = 9t |77 573K
Flujo promedio de neutrones de fision
De P2.1, resultd que la razdn de reacciones es
fisiones

Ry = 0.9363x102%°

Y de la definicién de razdén de reaccion

[ (rear: ) (neutrones
; _

) Z;(em™) ec (1.14)]

cm3 s cm?s

al considerar que por cada fisién se producen v nuevos neutrones, la densidad de neutrones, o

P . . . ns
ntiimero total de neutrones generados por unidad de volumen y unidad de tiempo, esn (cm3 S) =

v (ms) Rp ( & ) Lo que es equivalente al lado derecho de la ecuacién (1.14). Luego, al despejar

E em?®s
se puede obtener el flujo de neutrones que induce las fisiones en un reactor nuclear. Con los datos
obtenidos

o) e ()
:

cm2s/ Ef(r:m‘l) _Nuzssﬁfs(m_l)

Con los datos anteriores

neutrones o0 fisiones ) ( 1m? )
¢( n ) ~ (2.41 7}"555671 ) (0.9363x10 < 10m3) (105cm?)
2o/ 2 ) 235
cmes 4.683x102° (%) «393.3x10-24(cm?)
— 1225101 neutrones
T e cm?-s

Conclusién. El orden del flujo de neutrones que inducen las fisiones en un reactor nuclear

hipotético de 1000 MWe es superiora 10** n—e::;:es

Para efectos de comparacidn, en la tabla 1 se presenta el orden de magnitud del flujo total
de los reactores comerciales. Evidentemente el flujo total es mayor que el flujo que induce las
fisiones, puesto que una cantidad importante de neutrones son capturados por isGtopos no fisiles.

Densidad molecular del diéxido de uranio
La densidad molecular del U0, se puede calcular por andlisis dimensional mediante la expresién

Puo, " Na
NUOZ = Az— (25)
U0,
donde py;p, es la densidad, Ny es el nimero de Avogadro y Ayg, es el peso molecular. Asi pues

para el U0, puro

g 23 moléc‘ulas‘)
puo, NA (10—Cm3) (e.ozleo o

Nyo, =
2 Ayo, 270 —3
mol- g

moléculas de U0,

Nyo, = 2.23x10%* o
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Como se menciond anteriormente, en un reactor nuclear el volumen del combustible es
aproximadamente la mitad del volumen del reactor e igual al volumen del moderador

1
Ve = EVR = VHZO

1
- NUOZ = Nureactor = ENUOZ puro

Nyo, = 1.115x10%*

Luego

atomos de U?3°

Nyzss = (1.115x10%%) () = (1.115x10%%)(0.042) = 5.683x10° S

cm
atomos de U238
Nyz3zs = (1.115x10%22)(1 — &) = (1.115x10%2)(0.958) = 1.095x10%2 >
cm
g -3 moléculas
1\ Puyo * Na 1 (1 Cm3) (6.022x10 mol- g ) ,, moléculas
Ny,o = (E) - (5) 3 = 1.673x10% ————
H,0 18 cm

mol - g

Gasto mdsico y volumétrico del refrigerante

El calor generado en las barras de combustible debe ser continuamente eliminado a través de un
fluido de trabajo. Para los reactores nucleares PWR y BWR el fluido de trabajo es agua ordinaria.
El mecanismo de transferencia de energia de las barras al refrigerante es por conveccidn, por lo
cual se utiliza la ley de Fourier

Q = mcpAT (B.2)

Suponiendo que AT —o diferencia entre la temperatura de las barras y la temperatura del
refrigerante en la salida del reactor— no puede exceder los 100° C el gasto mdsico de refrigerante

€5

m= Q
cp AT

Q = Prp = 3000 MWy, = 3x109£

cp= 5.184L
g°C

leog’i
5

GON( AT T
m= 7 = (7.177x10°2) (W) =7.177~
(5.184 g—C) (100°C) S 5

Y el gasto volumétrico es

m  7177x10°< m3
S | ’

Esto da cuenta de la cantidad de refrigerante que hay que utilizar para el funcionamiento
de una planta nuclear.
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P3. Ordenes de Magnitud de un Reactor Nuclear de Th?32 — U233 de 1200 MWe
Anadlisis de los pardmetros nucleares de un reactor reproductor Th?3% — U*33

U233 h232

Considere un reactor de alta temperatura que utiliza como material fisil y T como
material fértil. Este reactor es moderado con grafito y refrigerado con helio, su potencia eléctrica
es de 1200 MW y su rendimiento puede ser considerado en 40 %. El reactor trabaja 280 dias por
afio. El combustible es una mezcla de diéxido de uranio 233 (U0,) y diéxido de torio 232 (Th05).
La mitad del combustible se recarga cada 18 meses. En cada recarga se introduce en el reactor
0.8t de UO, y 16 t de ThO,. Se asume que este combustible aporta la mitad de la energia total
producida en el niicleo del reactor durante el periodo que permanece en el reactor. Cuando se
recarga el combustible se constata que se produce 0.3 t de U?33 a partir del Th y quedan 0.2 t de
233

Datos: 0y U23% = 525 b, 0, =50 b, v = 2.5, E; = 200 ——

fison’

oy Th?3? = 52x107%b

a) ;Se puede hablar de enriquecimiento en un reactor de Th232-(/2337

Si se alimentan 0.8 t de U0, y 16 t de ThO,, la proporcién de material fisil en el
combustible es equivalente al enriquecimiento. Por tanto, puede considerarse que el
enriguecimiento es

08¢t

= —= ). = 50
€ =177 0.05 = 5%

b) Calcule en MW-d la energia producida por un gramo de U233 consumido en el reactor.

La energia liberada por 1 g de U233 puede ser calculada al multiplicar el niimero de dtomos
en un gramo por la energia de fisién de cada dtomo

atomos
E(lg)=N (7) Ef
g
w(g) N4 (am:nos)
Donde N puede obtenerse a partir de la formula N = T‘L;L se sustituye
at g
1(g) 6.023x1023 (%)
N = 9/ — 2.5849x1021atomos
233 ( )
at g

Luego

E(1 g) = N(atomos) Ef = (2.5849x10%! fisiones) |2 f ) (1.602x10' = ﬁ)

1d \ (1MW
—8.2822x101 ) = 82822 1010 L (E) ( ) ( ) ( )
g g ‘s/\3600s/\24h/ \105W

Mwd
= 0.9586 T

¢) (Qué cantidad de energia se produce en 3 afnos?

0.40

24 hy /3600 s\ (10°W / 1]/s)
252100 wwa (240)(36003) (10 (179 _
1d 1h J\1mw )\ 1w

P 1200 MW 280 d
E(t) = Pppt = e;"' t= ( ) (3 a)(T) = 2.52x10° MWd

=2.1773x1017

d) ;Cuil es el quemado B de U?3? para producir esa energia?
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E(3a) 2.52x10°% Mwd

E(1 Q) B 0.9586 M—W’d
g

B(3a)=

=2.62881¢
k
B(1a) = 876.26 Tg

Respuesta (procedimiento alterno utilizando el concepto de razén de reacciones de
fision).

De la definicién de potencia térmica [F = RR; Ef], donde RRy es la razén de reacciones

de fision, Efes la energia de fisién, P = PEI“', y p = 0.4 es el rendimiento o factor de conversién
de energia térmica a eléctrica
10°W) (J/s
i, = b Petee. _ 1200 MW (1 MW) (W)
7 E,~ pE;  (0.40) (200 MeV /fisén)(1.602x10-13]/MeV)
fisiones
=9.3633 x1019 ———
esto es equivalente al nimero N de dtomos fisionados
W(g] NA atomos’
De la definicién de densidad nuclear N = A( g ai_ ),e] peso de U233 o quemado de
at-g
combustible B es
NA 93633 x1019 2LMOS 933 (L)
o _ S at g/ _ g
w(g) =B = — = ' =0.036222 = =
Ny (6 023x1023 w) s
! at g
B = 0.036222 g (3600 5) (24 h) (280 d) ( 1t )_ 876.28 kg
o s\ 1h 1d la 106g/ ' a

que es igual al obtenido en d).

e) ¢Cuil es el coeficiente de conversién del reactor?

El coeficiente de conversion es la fraccion entre la cantidad de U233

entre la cantidad de U?33 consumido.

producido o criado

De los datos del problema, se sabe que se introduce en el reactor 0.8 t de U0, y 16 t de
ThO,. El peso neto de U?3*? alimentado es el peso alimentado multiplicado por la fraccién que
representa el uranio respecto a la molécula de U0,. Esto es

233 9
at g

g
mol g

w(U?*®) =08t = 0.7034 ¢

Si después de la recarga quedan 0.2 t de U233 guiere decir que se consumieron 0.5034 t de
233

Por otro lado, si se alimentaron 16 t de ThO,, la cantidad de Th?32 alimentada fue

232 -9
232 at g
w(Th?3?) =16t ——2 — 1406t

f) (Se puede considerar al reactor de cria?

Como se produjeron 0.3 t de UZ33 el coeficiente de conversidn es
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f 0.3 t producidas de U?33 0.8959
"~ 0.5034 t consumidas de UZ33
Lo que implica que el reactor no es de cria, porque no produce un dtomo nuevo de U233
por cada dtomo consumido, aunque si es un reactor reproductor de combustible.

g) Calcule la tasa de conversién en MW d/t de combustible de este reactor.

Conviene utilizar el resultado del rendimiento energético del inciso ¢) porque ya estd en

las unidades pedidas. Solo hay que dividir esta cantidad entre la cantidad de U?3? consumida
entre recarga y recarga

‘ 2.52x105 MWd . Mwd
tasa de conversion = m = 5x10 m

h) Calcule el flujo promedio de neutrones

gb( n ):VRf(%)

cm?s Le(em~1)
Ef(r:m'l) = Nje3s O’f233 + Noppzsz O’f232 (em™1)
El problema es que no se conoce la densidad nuclear del U?33

n's
: v Rf (Cm3 - S)

- N 23 st(c‘m‘l)

Si se considera que el combustible estd confinado dentro de una barra cuya densidad es
10 cf1_3' La densidad molecular se obtiene mediante la expresion

ol m (562)

7
g
" (@)

Al ser x; la fraccién del isétopo en el combustible y x50, = € = 0.05 y X70, = 0.95, se
sustituye

(0.05)10 (-Z3) 6.023x10% (w)

1 moleculas
Nyo, = T2 7 - 1.1364x102! ——— = Nzs
) cm
265 (moi g)
0.95)10 (=2) 6.023x10% (Moleculas
(0.95) (cm:*) Hesx mol g ,, Mmoleculas
NThDZ = g = 2.1674x10 T = NThzaz
264 (moig)

La densidad nuclear es igual a la densidad molecular, puesto que cada molécula solo
contiene un dtomo U233,

Luego, la seccién macroscdpica de fision es
Ef(r:m'l) = Njz3s (Tf233 + Nppesz Gf232 (em™1) =
= (1.1364x10%21)(525x1072%) + (2.1674x10%?) (5.2x1072°) = 0.59661 cm™*

Nota: puede verificarse que las fisiones en el Th?3? son insignificantes.
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Se sustituye en la expresién de flujo

n's
(2.5) (9.3633 x1019 T)

n _ cm® s/ 20
¢ (c‘mzs) B (0.59661 cm™1) = 3.9234x10 cm?s

Este valor es superior al orden de magnitud del flujo en los reactores comerciales tipicas,
Jesto es correcto?
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P4. Calculo de reactores nucleares simples haciendo uso de Teoria de difusiéon
Pardmetros nucleares de un reactor esférico desnudo

Para un reactor esférico desnudo compuesto con UZ3® (U?°) y H,0 en una proporcion
Ny,0/N 25 = 1000, calcular

a) el buckling material

b) el radio del reactor

¢) la masa critica

d) la probabilidad de escape de los neutrones
e) el nimero de neutrones generado por fision
f) el factor de utilizacién térmica

g) la constante de multiplicacién infinita

h) la constante de multiplicacién efectiva

i) lapotencia térmica

Datos nucleares considerando un grupo de energia son los siguiente:

OIENCIEICI

H,0 | 0.58 69.5
Uzs | 603 10 500 | 2.47

Solucion.

a) Cilculo del buckling material.

2 _ sz - Ea
™D
donde
Vi = 425 stcfzs
3, = N25¢ 25 4+ NHz0 ¢ H20
Se puede asumir, como una simplificacion, que la densidad numérica del agua en la mezcla

— H, 0 es del mismo orden que la densidad numérica del agua pura, dada la proporcidn del
agua comparado al uranio. Por tanto,

U235

g 23 (moleculas
N 1|=5)6.023x10*° | ———— moleculas
Ni20 = PH20TTA (t‘m ) 7 ( mol )z 3.3461x10% ————
My,0 18— cm
mol
Y
NS = NHz0 — 334612101 atomos de U*®
1000 " UM cm?

Se sustituye
vEf = V25N250'f25 = 2.47 *3.3461x10%cm ™3 * 500x10%*cm? = 0.0413243 cm™?
£, = N256,25 4 NH20g Hz0

=3.3461x10%cm ™3 * 603x1072* + 3.3461x10%%2cm ™3 « 0.58x10~2*
=0.039843 cm™!

T = stctrzs + NHZOG.”HZO
=3.3461x10%cm ™3 « 10410 2*cm? + 3.3461x10%2¢cm™3
¥ 69.5x10%*em? = 2.3259 cm™!
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1 1
= E: 3(23259 om0 =0.143315cm
Luego
Vi —Z; 0.0413243 em™! —0.039843 em™?

D 0.143315cm
b) Cilculo del radio.

En criticidad B; = B2
~ By = By, = 0.101666 cm™*

BZ = =0.010336 cm™?

Para geometria esférica se expresa By donde R' es el radio extrapolado

:;,

Luego
R u ° 30.90
=_——- . cm
B, 0.101666cm™1

Como R’ = R+ zy donde z; es la longitud extrapolada
0,71 0,71
zg=——=——"""""—=03052cm
X 23259 em™?
R=R'— 2, =3090cm —0.3052 cm = 30.6 cm

Nota: observe que la longitud extrapolada es muy pequeiia. Eso se debe al efecto de gran
poder de difusién que tiene el agua.

¢) Cilculo de la masa critica.

El volumen del reactor es

4 4
Vg = §JTR3 = §n(30.6 em)® =120 000 cm?
La densidad del U?3> en el reactor es
19 fatomos
NV L. 33461x10%7 (T2RR) « 235 (at g)
Pryz3s = = 5 =0. 013055 —
NA 6023x1023 (w)
’ at. g

M 235 = pyeasVp = (0. 9 (120 000 cm®) = 1566 g
u u Cm3

d) Cilculo de la probabilidad de no escape de neutrones térmicos.

Solucién. Para este cdlculo se usa la ecuacién (4.90) Pyrp, = (BZL—Zl) donde L? = ﬂ Se sustituye
P, ! ! ! = 0.96415
NTh = = :
B212 41 D N 0.143315 cm
(Bj12+1) (B;ZJF 1) [(0.010336 cm™2) [5G aomag o] + 1]

e) Calcular el nimero de nuevos neutrones de fisién producidos por cada neutrén que fue
absorbido en el combustible.

Solucién. Para calcular el nimero de nuevos neutrones de fisidn se utiliza la ecuacién (1.27)n =
a .

v=L . Se sustituye
Tg

of stcfzs 2.47 + 500x10~2%cm?

= = = 2.04809
Og O, 603x10-2%cm?2
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f) Calcular el factor de utilizacion térmica.

. - £f
Solucidén. Para resolver este cédlculo se usa la ecuacion (1.26) f = E—“d{mde IF = N?%g,%5
a

yE, = 2g + 2
Se sustituye
2F = N256,%% = 3.3461x10'%cm ™2 % 603x10~2*cm? = 0.20177 cm™?

Xy 0.201769cm™t 0.050641
= ¥, 0.039843 ¢cm~1
g) Alternativamente, el producto k., pude calcularse mediante la ecuacién (4.75). Esto es

Vi _00413243cm7t
w =M= 5= 0039843 cmT ~ ©

h) La constante de multiplicacién efectiva puede calcularse mediante la ecuacién (4.77).

Esto es
Kefs = KoPyrn = (1.037177)(0.96415) = 0.9999942
Lo cual demuestra que en efecto el sistema es critico.
i) La potencia térmica puede calcularse mediante la ecuacién (4.93)

p= 3.20x10'112fj¢(r) d*r (W)
donde la integral del flujo se puede calcular con la ecuacién (4.85)
R.r
I () d3r = dngpy —
B,

Se utilizan los datos del problema

I = N*®0,% =3.3461x10"cm™ » 500x107%*cm® = 0.01673 cm™
j () d°r = 4 R 4 30.90 cm 3819.6 (n c‘m)
Tr= _—= —_— = . —_—
o o g = 4 5101666 cm~1 ° %o 75 y

ncm
P= (3.20x10'11%) (0.01673 cm™%) (3819.6 oo T) = 2.04486x107° ¢y W

Lo que implica que la potencia queda en funcién del flujo inicial ¢, que se puede inducir
mediante una fuente de neutrones. Para un flujo inicial del orden de ¢ = 10° ﬁ la potencia
seria apenas del orden de 2 W, que fisicamente resulta imperceptible.

Discusién: si se tiene un cilindro con una mezcla de U?3® y agua con una relacidn de
Ny,0/Nyzs = 1000, es decir, una mezcla cuya constante de criticidad es krr = 1, ;de qué
depende que se produzca la cadena de reacciones de fisién?

Pardmetros nucleares de un reactor cilindrico
Calcular

a) el buckling material
b) el tamafio del reactor
¢) la masa critica
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d) la potencia de un reactor cilindrico desnudo cuyo radio R es igual a la mitad de la altura
H.y esta compuesto por U?33 (U?3) y H,0 en una proporcion Ny, o /N ;25 = 1000.
Solucién.

a) El cidlculo del buckling material es el mismo que para el reactor esférico del ejercicio
anterior. En cuyo caso se omite repetir el cdlculo, simplemente se toma el valor ya
calculado

B% = 0.010336 cm ™2

Y dado que en criticidad Bf = B,
. By = B, =0.101666 cm™

b) Para el célculo del tamaio de un reactor cilindrico se puede utilizar la ecuacion (4.66)
o (2405\* w2
By = ( R ) + (ZH’)
Para un cilindro en el cual se ha minimizado su superficie se utiliza

R=H oR' = H

2 2
o |24082 4T | 24087+
~“ R =H = = = 28.25
B? 0.010336 cm ™2 o
Y como R' = R + z, donde z; es la longitud extrapolada
0,71 0,71
Zy = = T = 0.3052 cm

Iy 23259 emt
* R=R'—z;=2825cm— 0.3052cm =2794cm
¢) Ciélculo de la masa critica.
El volumen del reactor cilindrico es
Vg = 2HA = 2nR?*H = 2m(27.94 cm)? = 137114 cm?

La densidad del U?3% en el reactor es la misma que la de un reactor esférico

NUZ3SA
- AU _ 9013055 -2
NA Cm3

S Pyzas =

Y la masa critica es
g
cm?

Myzss = pyassV = (0.013055 ) (137 114 cm®) = 1790 g

Nota: observe que, con respecto a un reactor esférico con la misma composicidn, tanto el
volumen como la masa critica de un reactor cilindrico son mayores significativamente (15.3 %).
Esto se debe a que un cilindro tiene mds superficie que una esfera y por tanto es mds propicia la
fuga de neutrones. Sin embargo, en ambos casos, es evidente que no se necesita una gran cantidad
de U?3> para tener un reactor critico.

d) En el caso de una geometria cilindrica la potencia liberada se puede calcular mediante la
ecuacion (4.95)

k! 2.405 H' 2w
P =3.20x10"1 zfejnj PN (Tp) dpf cos (%) dzj do (W) =
0 —-H' 0
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(320 10-11 ) 0.01673 -1y9 [ (2 405p)]R’2H’ ) (HZ)]H’ oy
x fis ( cm )02405 = ), =l g _’(n)_

/ -
o 10,5 405{;1(2 405) — ;1(0)}—{59.7: 3)

— sen (— —)] (2n) =

(3 20x10°11 ) (0.01673 cm

= -11 1
=5405 (3 20x10 Fis )(0 01673 ecm™1){J,(2.405) — J;(0)}R' H' @y =

= 2405 (3 20x10‘11f )(0 01673 cm™1){J,(2.405) — J,(0)}(28.25)* @, =

= 1.4219x107°[ J;(2.405) — J;(0)]9, (W)

Donde es necesario disponer de tablas las funciones de Bessel. Aun asi, es evidente que la
potencia queda en funcién del flujo inicial ¢g. Para un flujo inicial del orden de ¢y = 10° —

cm?s’

la potencia seria apenas del orden de 2 W, que fisicamente resulta imperceptible.

Efecto del reflector para un reactor nuclear placa

Considere un reactor placa compuesto con U%*® y H,0 en una proporcién Ny,0/Nyzs = 1000,
para calcular:

a) el buckling material

b) la dimension del reactor

c) la masa critica por unidad de superficie

d) la dimensién del reactor con reflector, considere como reflector una placa de agua de

espesor b
e) el ahorro enla dimensién
f) la masa critica del reactor con reflector

g) el porcentaje de ahorro de U235,

Datos nucleares:

0a(b) [ 0 o) [0 ) [ v

H,0 | 058 | 69.5
U | 603 | 10 | 500 [247

Solucién.

a) Cilculo del buckling material.

sz—zﬂ
me D

2 _
donde

VEf =V

3, = st%zs + Nﬁzocaﬁzo

25 NZS szs

Dada la proporcién del agua comparado al uranio, se puede asumir que la densidad
numérica del agua en la mezcla U?3%> — H,0 es del mismo orden que la densidad numérica del
agua pura, por tanto
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mol ecu!as)

g 23
N 1|==%)6.023x10 moleculas
NHz0 = PH:0 T4 _ (Cm ) ( mol / _ 3.3461x10% ————
My,o0 ISL cm
mol
Y
Hz0Q 25
n2s = N2 3_346“1019M

1000 cm?
Se sustituye
VEp = v25N250f25 = 2.47 % 3.3461x10%cm ™3 « 500x1072*cm? = 0.0413243 cm™!
3, = N250a25 + NHZOO_QHZD
=3.3461x10"%cm™3 » 603x1072* + 3.3461x10%%2cm™2 = 0.58x107%*
=0.039843 cm™*
S = stctrzs + NHZOO.”HZO

=3.3461x10%cm™3 * 10x10™%*cm? + 3.3461x10%%¢cm™3
*69.5x10"%*¢m? = 2.3259 cm™!

1 1
D= Ez m =0.143315cm
Luego,
Vi —Z,  0.0413243 cm™t —0.039843 cm™?
D 0.143315cm

b) Cilculo del ancho medio del radio.

=0.010336 cm™

B2 =

La criticidad se calcula con Bg =B}
& By = By, =0.101666 cm™*
Para geometria esférica se utiliza By = %,donde a’ es la mitad del ancho extrapolado del
reactor. Luego

=z T 15.45 ¢
@ = ) m
2 Bg 0.101666 cm™1

Y como a’ = a+ z,,donde z; es lalongitud extrapolada
0,71 0,71

ZD o e ——————

Iy 2.3259 cm™?

La dimensién del reactor sin reflectores se calcula

a=a —z;=1545cm — 0.3052 cm = 15.145 cm

=0.3052 cm

¢) Masa critica por unidad de superficie.
El volumen del reactor por unidad de superficie es
Vg= aS= 15145cm* 1 cm? = 15.145 cm?
La densidad del U?3® en el reactor es
NV 4 a5 3.3461x10'°(1202). 935 (L)

— atg’/ _ g
Pyzas = Na 6.023:{1023(“;2;05) 0.013055 —L'm3

y la masa critica por unidad de superficie es

) (15.145 em®) = 0.1977 g

Myzss = pyssVy = (0.013055 fn

cm?3
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d) La dimensién del reactor con reflector estd dada por la ecuacién (7)

L et D,
a= B, arctan b.L, B,

Para determinarla, hay que calcular el coeficiente de difusién y la longitud de difusién del
agua. Esto es

3,129 = NH0g, H20 = 33461x10%2cm™3 % 69.5x107 24 cm? = 2.32554 cm™?

1 1

33,720 3(2.32554 cm~1)
2 Dy,0 Dy,o 0.143336 cm

2 _ — — — — 2
Le" = Lio” = 50 = N06,70 — 33461x10%%cm 3 » 0.58x 10 Zhemz 2020 f

Dy = Dy, = = 0.143336 cm

Ly,o =2.7176 cm

Luego,
1 D,
a=—arctan——=
Bc lI:]1'(‘2 Bc
1 0.143336 cm
= ————arctan ( ) =
0.101666 cm™1

0.143315* 2.7176 cm * 0.1016681(321'%_1
arctan(3.6201) =

12.799 cm

~ 0.101666 cm™* 0.101666 cm™!

e) Elahorro en la dimension es
6 =15.145 cm — 12.799 cm = 2.3454 cm
f) El volumen del reactor con reflector por unidad de superficie es
Ve=aS= 12799 cm* 1 cm? = 12.799 cm?

la masa critica del reactor con reflector por unidad de superficie es
g
M 235 = pyass Vg = (0.013055 ﬁ) (12.799 em?) = 0.167091 g

g) Porcentaje de ahorro de combustible

Ahorre < 019779 01670919 _ o o
orro = 0.1977 g = 0. 5%

Reactividad tipica de reactor PWR

Se puede considerar que un reactor PWR se asimila como un reactor placa horizontal, es infinito
en X y y, con la sola dimensidn finita z y una altura 2a = 440 cm.

El reactor tiene las siguientes constantes:
vEs = 0.013cm™!
D=13cm

B2 =10"*cm™2

Si v designa el niimero de neutrones por fisién para el reactor y v, para el reactor en criticidad,
de acuerdo con la ecuacidn (4.73) la constante de multiplicacién es
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v v vZf

k=—= = 4.73
Ve BiD+X, BiD+3I, (473)
Zy
El buckling critico es el buckling geométrico. Para un reactor placa se expresa
T+ 2
2 ([
B2 = (2.::) (4.30a)

Se sustituye en la ecuacidn (4.73)
sz
VD otz
(7a) 0+
La constante de multiplicacién, en funcién tanto del buckling geométrico como del
buckling material, se puede obtener utilizando en la ecuacion (3)
'I/Ef - Ea
D

k= (3)

B[zJ = B,El = (4.70)
de donde

DBh =vis — %,
%, =vif — D B, (5)
Se sustituye en la ecuacién (3)
Vi vi
k= ! = ! (6)

(%)2 D+vi —DB% D ((%)2 - B,i) + vy

Para los cdlculos numéricos se sustituye

0.013cm™?!
k= =1.004926

13cm ((L)Z —10~* cm~2 ) +0.013 cm™t
340cm

De acuerdo con la ecuacién (5.22) la reactividad es

_k—1_ 10049261

=490x1073
P=7% 1.004926
Y la reactividad en ddlares, puede calcularse mediante la ecuacién (5.35)
D
$="2
B
Donde f# = 0.0065 es la abundancia de los neutrones retardados
Por tanto,
p  490x10°3
$§=—=——=0.75%$ =75¢
g~ 0.0065

El periodo del reactor correspondiente a un exceso de reactividad considerable es
T. = 1-§ 1-0.75
*T 2% (0.07715) (0.75)

que implica un tiempo muy reducido para el control del reactor.

=432 s

{ 11+ [ o] 29 » I poard] e
LONTrol del exceso de reactivnaad
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Para llevar el reactor a criticidad se introducen barras de control desde arriba. Se asume que las
barras separan al reactor en dos zonas homogéneas, la parte de arriba que contiene las barras
tendrd un buckling B? ,y la de abajo, sin barras, tendré un buckling BZ. Suponiendo que en ambas

regiones VE; ¥ D permanecen iguales, calcule B% si las barras se insertan hasta la mitad (Z = a).
Solucién probable.
B2 = BZ =107 ecm™? es el buckling real

2
B; = (%) = 5.097936x107° em™2 = B2 es el buckling critico

Hay una diferencia importante entre ambos
AB? = B2 — B2 = 4.9020638x10~° cm™2
Para bajar a critico es necesaria una capacidad de absorcién, correspondiente al exceso de
reactividad. Esta puede ser calculada utilizando la ecuacién (5). La capacidad de absorcién de las
barras debe ser equivalente a
Zqp = VI —D AB* = 0.013cm™! — (1.3 cm)(4.9020638x107> cm™2)
=0.01293627 cm™*

Numeéricamente, la seccién macroscdpica correspondiente al buckling material es
I, =VvI; — DB =0.013cm™ — (13 cm)(1x10~* cm™2) = 0.01287 cm™*

Es evidente que la seccion transversal macroscopica de la region con barras es superior a
la del material nuclear. Esa reactividad se absorbe con las barras insertadas hasta la mitad del
reactor. Es decir, la mitad del paso de las barras deben tener la capacidad de absorber el exceso
de reactividad. En esta region la seccién macroscépica de absorcidnes Z,4 = £, — Z,p.por tanto
el buckling material en criticidad serd

g2 V3 (8¢ — Zq) _ 0013 cm™! — (0.01287 — 0.01293627) cm ™

! D (1.3 cm)
=0.01051 ¢m™2

1) Si se escogen barras grises, calcule BZ, para el cual las barrras se introducen hasta la mitad

de la zona baja del reactor Z = %.

El exceso de reactividad se absorbe con las barras grises insertadas tres cuartas partes de
profundidad del reactor, X, = £; — Zgp5,. A simple vista el valor es B2 = B, solo que las barras
grises sofocaran % partes de la regién activa del reactor, y 1a potencia del reactor debe ser menor.
Lo que implica que el buckling material con barras grises sea igual al de barras negras

) _ VY — (Z4 = Zagg) _ 0013 cm~! —(0.01287 — 0.01293627) cm™?

B
2 D (1.3 cm)
=0.01051 cm™2

2) ;A qué altura las barras producirdn un buckling nulo?
Si I3 es la seccidon macroscdpica de absorcién, para que el buckling sea cero o para sofocar la
reaccion en cadena, se utiliza
_ VEp— g3 VEf — (Zq — Zap)
D D

BZ=0
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Esto implica que
VE — (£, —Zqp) =0
VI —E; = Igp

La manera en que esto puede asegurase implica que las barras se inserten hasta el fondo,

es decir,que Z = 0

8] s i viieviter 1ieavidn 1a teavia A
Frocedinmento Usandao ta reoria de

Se puede asumir que, en un reactor critico, las barras hacen un efecto de absorcién de neutrones
tal que no permite que el flujo aumente. Esto se asegura en el momento en que, en la frontera
inferior de las barras, el flujo y la corriente sean iguales (Z = a).

Al asimilar al reactor como una placa horizontal, de acuerdo con la ecuacidn (4.24), las
ecuaciones de difusidn respectivas para ambas regiones son | con barras y 0 sin barras, es decir,

2
d ;Z’EZ) +B2p(z) =0
dz
%&xh Bip(z)=0

Cuya solucién general es

¢(x) = ¢pgcos(Bz) + ¢pysen(Bz) (4.25)
Al considerar que la dimension del reactor va de 0 < Z < a, se puede prescindir de la
segunda solucién y nos quedamos exclusivamente con
¢1(x) = Ay sen(B,Z)
$o(x) = Ay sen(ByZ)
Ahora bien, en la frontera entre las regiones con y sin barras debe haber continuidad tanto

del flujo como de la corriente. Por lo tanto, la continuidad del flujo implica que
A, sen(B,Z) = Ay sen(ByZ)
La continuidad de la corriente es
Ay Bicos(B,Z) = Ay By cos(ByZ)
La divisién de ambas ecuaciones se expresa
tan(B,Z) - tan(ByZ)
B, By

2a) Las barras negras, de acuerdo con los datosen Z = a = 220 cm, son

tan(Bya) _ tan((1072 cm™1) (220 cm)) B

=3.8416 ¢
B, (102 cm-1) m
tan(B,Z
tan(B,2) _ 3.8416 cm
Bl

Como B = 0.01051 em™2, por tanto, B; = 0.102518.Y si Z=a =220cm p

tan(B,Z) = 0.415318. Asi que 2222 = 405118 difiere un poco del valor de 220D —
1 0

3.8416 cm, pero se asemeja.
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Tal vez haya que reconsiderar la suposicién de que vE y D permanecen iguales.
. . a
3a) Para las barras grises, la frontera se ubica en Z = 5= 110 em. Luego,

a
tan (Bu _) tan((l()'z cm™1) (110 cm))
z/ _ = 1.9201cm
B, (102 cm—1) '

Como B = 0.01051 em™2 Portanto B, = 0102518 y si Z :%: 110 cm. Por

lo tanto

tan(B,Z)  0.1994
B,  0.102518

an(o0)

0

= 1.9450

que difiere muy poco del valor del valor = 1.9201 cm, pero se asemeja.

4a) Y sobre la altura las barras para producir un Buckling nulo. Es obvioque si Z = 0
tan(0) tan(0) 0
Bo B

Conclusién: Parece entonces que los resultados anteriores son consistentes y que la
diferencia se debe a que se considerd que vEZp ¥y D permanecen iguales cosa que es simple vista

no es coherente.

Optimizacion del radio de las pastillas y paso entre barras de combustible, utilizando
Teoria de Difusion en Dos-grupos

Considérese una celda unitaria de maya cuadrada, en la que el combustible estd contenido en

. G . . . . g . .
pastillas cilindricas y contiene uranio metilico de densidad pr = 19— con un enriquecimiento
cm
g

cm3’

€ = 3%. El moderador es agua con una densidad py,o = 0.95

a) Utilizar la Teoria de difusiéon de dos-grupos., para calcular las constantes de
multiplicacién infinita y efectiva. Para eso utilice celdas homogeneizadas. En la tabla siguiente
se presentan las constantes nucleares en dos grupos, para el U?3> (U?%), U%38 (U?8) y H,0.

Considere un paso fijo del doble del radio de las pastillas; esto es % = 1.32, donde es el la
o

distancia de centro a centro entre barras. Utilice las constantes nucleares de dos-grupos de la tabla
siguiente

VO | VO | 0g1(b) | 042 (b) | Opy (b)
U2s 21 750 13 360
U28 | 033 09 1.6

H,0 0.0183 | 0.3802 | 0.6148

Fuente: Graves, 1972.

Solucién:

El primer paso es calcular el radio de una celda homogénea equivalente. En caso de una
malla cuadrada, el drea alrededor de la barra P2 debe ser equivalente a una seccién de radio
circular alrededor de cada barra mR? ., de donde

P2 ’2(1.32 7)?
RZJ;Z — (a)
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La densidad atémica del uranio en la celda homogénea puede calcularse mediante

(Ny)y = (pu)u Na

Ay

(b)

No se conoce la densidad del uranio en la celda homogénea, pero por definicién (py)y =

T 1°pr Ny _ Pr Ny (T_u)z
m RUZAU AU

R

y como my; = pp Ve y se trata de una celda cilindrica: Vi = 1 152, Voo = mR?. Sustituyendo

Siendo A = (0.03)(235.05) + (0.97)(238.04) = 237.9503 para un enriquecimiento de

my

Veell 2

en (pyly = H::R? y luego en (N;))
Ny =

3%.

Para el agua, por analogia, ficilmente se puede ver que

(Nuyo),, =

PHy0 Ny (RZ

An,o

— 7-02
RZ

Lo que implica que no se necesita conocer las masas ni los volimenes de los componentes
de la celda para calcular las densidades atémica y molecular.

Definiendo 1 se puede calcular R y las densidades moleculares. Para 1y = 0.5 cm:

(Ny)y = 2.453715x10%2,

(N25), = 7.361145x10%°

(N28), = 2.380103x 1022

y

(NHZO)H = 1.556966x10%2. Utilizando las densidades nucleares anteriores, las constantes

nucleares macroscopicas resultan

VEfy Vi) Sa®d [ Z,0) [ Z, M)

U (0015458 | 0.5520859 | 0.0095694 | 0.265001

U% | 0007854 0020709 | 0.038081

H,0 0.0284925 | 0.005919 | 0.0095722
0.0233127 | 0.5520859 | 0.0312753 | 0.309002 | 0.0095722

Para el cdlculo de la constante de multiplicacién infinita se pueden usar las ecuaciones

szl

=2 7.35
e (7.33)
VE
k, = —L2 (7.36)
Eaz
z:12
Pyp=—"— 7.37
VES Sy (7.37)

keo =k + kyPye  (7.38)

Puede verificarse que

k, = 0.570725
k, = 1.786671
Pyr = 0.234340
Ko = k, +k,Pyp = 0.989414
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b) Determinar cuél debe ser el radio éptimo de las pastillas ry. Para facilitar los cdlculos
haga un programa en el que solo modifique el determinar cuil debe ser el radio dptimo de las
pastillas ry.

Solucién: No se incluye el programa. Se trata de un loop en el que se repiten los mismos
cdlculos del inciso a) cambidndole solamente el radio de las pastillas, y manteniendo el
enriquecimiento (3%) y paso de las barras (0.7 cm).

Sorprendentemente el radio optimo es 0.24 cm, que dista mucho de ser del orden de
magnitud tipico. Puede verificarse en la grifica que para un radio 0.5 cm k., <1 lo cual
concuerda con el inciso a)

Figura 14. Titulo

1,4 S 1 —k
s S P=0.7cm

1,3 i Ry e =3 %
1,2 |
1,1 \

R / |
09 - /
osl -/

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

Fuente:

¢) Determinar cudl debe ser el Paso optimo entre barra y barra, y el Radio correspondiente
de la celda homogénea. Para facilitar los cédlculos sobre un programa similar, solo varie P.

Nota: Tampoco se incluye el programa. Se trata de un loop en el que se repiten los mismos
cilculos del inciso a) cambidndole solamente el paso entre barras, manteniendo el
enriquecimiento (3%) y radio de las barras (0.5 cm).

. P .
Sorprendentemente el paso optimo es del orden de 1.4 cm = 1.4 que no dista mucho
o

del paso tipico (1.32)

Figura 15. Titulo
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1,4

121 r=0.5cm

=3 %
11k e=3%

inf

0,8

0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
P (cm)

Fuente:

d) Determinar el comportamiento de la constante de multiplicacién en funcién del
enriquecimiento para diferentes radios de las pastillas de combustible.

Solucion: No se incluye el programa. Se trata de un doble loop; uno loop en el que se repiten los
mismos cdlculos del inciso a) cambidndole solamente el radio de las pastillas, y uno loop exterior
en el que se va cambiando el enriquecimiento comenzando con uranio natural.

En la grifica puede verse que la constante de criticidad crece mds rdpidamente para barras
muy delgadas, pero ya no mejora mucho a medida que las barras se engruesan a pesar de que el
enriquecimiento aumente. Seguramente eso se debe a que a menor volumen de moderador se
reduce la longitud de difusion.

Figura 16. Titulo
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r0.2
r0.3
r0.4
r0.5
r0.6
r0.7

0,04 0,06 0,08 0,10 0,12

£

Fuente:

Optimizacién del Tamaiio radio del mismo reactor (P 6)
Haciendo uso de Teoria de Difusion de Un-grupo y las constantes de un-grupo
a(0) | 0 (0) [ 0p () | v
H,0| 058 69.5
Uz 603 10 500 | 247

U? | 11577 9.1 11E-6 | 247

Nota: las constantes nucleares para el U2® y el H,0 han sido tomados del Zweifel (1972),
los datos de U ?® fueron tomados de Isotope Browser, IAEA, Nuclear Data Seccién.

De acuerdo al inciso a) del Problema C2, para un. Para una celda unitariaconry = 0.5 cmy R =
0.7 cm las densidades numéricas son (Ny)y = 2.453715x10%2, (N2°), = 7.361145x102%°
(N?8), = 2.380103x10%% y (NHZO)H = 1.556966x10%2. Utilizando las densidades nucleares
anteriores, las constantes nucleares macroscépicas resultan
Vi = 2525 szs + ststszs
=247 *7.361145x10%2%m ™2 « 500x1072%cm? + 2.47
* 2.380103x10%2cm™ « 11x1073%m? = 0.9090 cm™

EF — NZSG 25 +N28(} 28
a a a
= 7.361145x10%%m™3 * 603x10~2* 4+ 2.380103x10%22cm=3
*11.577x1072% = 0.733321
5, = N250a25 + N280a28+ NHZOGQHZO
= 7.361145x10%°cm™2 * 603x107%* + 2.380103x10%2cm™3
*11.577x1072% 4+ 1.556966x10%2¢m™3 = 0.58x1072* = 0.782351 cm ™!
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By = stctrzs + stctrzs + NHZOO."HZO
= 7.361145x10%%m™2 * 10x10~2*cm? + 2.380103x10%2cm™3
£9,1x1072%* 4+ 1.556966x10%2cm™3 * 69.5x10"?*cm? = 1.30604 ¢m™!
i

El factor de utilizacidn térmica es f = T
a

g v 2474500x10 2tcm?
[ Tq 603x10~24cm?

El rendimiento del combustible 7 = v = 2.04809

vZf 0.9090 cm™1
ke, =fn=—-=———"——=116188
T, 0782351 cm 1
p=— = ! = 0.2552244
T 3%, 3(1.30604 cm-1) o

Luego
vEf—Z,  0.0413243cm™! —0.039843 cm™!
m D 0.143315 cm

En criticidad B = B

D 02552244 cm
T3, 0782351cm !
% By = B, =0.704433 cm™?

S S 1

NTR ™ B 212 11 0496226 cm=2 + 0.326227cm? + 1

= 0496226 cm™

1? = 0.326227cm?

= 0.86067

Kefs = koo * Pyrp = 1.16188 = 0.86067 = 0.9999978
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P5. Incidente de criticidad
. g ey 270
Mezela quasi-critica de Berilio y U*3°

Considérese una mezcla homogénea de Berilio y U235 contenida en un cilindro de 40 cm de
didmetro y 40 cm de altura, que se encuentra almacenada en un laboratorio.

Datos de la mezcla
Lge = 23.6 cm, Dg. = 0.7 cm, B¢ = 0.0013 cm™1, 25 =0.0127 cm™1,
n = 2.07, Li,o = 2.85 cm, Dy,0 = 0.16 cm,

. L - .. Ng
Determinar las Caracteristicas de la mezcla en el cilindro a) Calculo de 1a relacién N—e b)
25

Calcular del volumen de los componentes Be—U235, ¢) Calcular de 1a masa de los componentes,
d) Calcular la densidad de la mezcla.

Caliiriem
QOLHCION

Dado que de los datos del problema se conocen las secciones transversales mdcmscc’)pica
de absorcién de los dos componentes, y como ZE€ = Np, o8¢ y £2° = Ng, 025, Dividiendo
ambas expresiones y re arreglando

Nee _ 8¢ oF
Nas B Egs Gge

De Isotope Browser, IAEA, Nuclear Data Seccién: o8¢ = 0.00827 by 02° = 681.4b.Y
de los datos del problema se conocen £5¢ = 0.0013cm™%, 225 = 0.0127 cm™!. Por tanto,
sustituyendo

Npe _ (0.0013 em™1 )( 681.4 b

= =8433.8
Ng 0.0127 cm~1 /\0.00827 b)

b) Calculo del volumen de los componentes Be-U 2°

Las densidades de ambos comp{mentes puros son pge = 1.85 g/cm® y pys = 10 g/cm?.

— Was

La definicién de densidad pg, = y Pog = —=
Vas

Dividiendo ambas expresiones
Pre _Wpe Vas  wpe Vg
Pzs Ve Was  Wos Vg

Y como Vi = Vo + Ve 0 Vog =V — Vg, 0 Vg = Vi — Va5, Sustituyendo Vg

(2)

w Vy =V, Wge [V,
Pee _ Wee V1 Be] _Wee [ _4 3)
P25 Wps Ve Wys LVge
Y sustituyendo Vg,
W, V. w 1
Pee _ Wee [ 25 ] _ Wge . 4)
Wzs Ve = Vas Was | 2T _
| Vas i

El volumen del cilindro es

Vy =m R?H = m (20 cm?) (40 cm) = 50 265.48 cm?
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La relacién entre los pesos de ambas componentes [

Wge
w
definicién de densidad nuclear Npg,

] se puede conocer a partir de la
5

Wge Na
Ape

wg N s s ge .

y Ng = i 4 Dividiendo ambas expresiones
5

Npe.  Wge Aps

Ny Age Wzs

Ws Ny Azs

(5)
Wge Nge Ape

Wge NBe ABe

(6)
Was Nys Ays
donde todo se conoce. Sustituyendo en la ecuacién (5)

Wi 1 11235
= [ ] [—] =3.096x1073
wge 184338l 9

De la ec. (3) se conoce todo, asi que se puede despejar Vg,

Voo = T (39
B¢ ™ Pre Was | 4
P25 Wge
Y sustituyendo
Ve = 53—l = 5026548 cm” =50 250.33 cm® 3
B¢ ™ Ppe Was 1~ (185 g/cm3 ~ N o an (3)
Do W —22 97T ) (3.096x1073) + 1
25 Wpge 10 g/f_j‘mB
De la ec. (4) despejar V5
L S
257 PasWge +1 )
PpeW2s
Y sustituyendo
50 265.48 cm?
VZS = = 1514 mB (4)
10-9

cm? 1
7 ) Govertos) *+ 1
1.85 pw
c) Calculo de la masa de los componentes

De la definicion de densidad pg, = % Y P25 =7
Be 5

Wae = ppeVpe = (1.85 %) (50250.33 cm®) = 92 963.11 g = 92.96 kg

Was = pasVys = (10%) (15.14 cm3) = 287.66 g
d) Densidad de la mezcla

wr  9325077g L8EES g
Vr  5026548cm3 cm

3

PMezcla =

.. . gy e b Lo N =
Incursion de un laboratorista sobre mezcla de Berilio y U?3s
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El cilindro con la mezcla -Berilio y U?35- se encuentra almacenada en un laboratorio. En
condiciones normales la mezcla no es critica. Desgraciadamente un laboratorista se sienta en el
cilindro, ;qué pasa enseguida?

Calcular antes del incidente a) el factor de utilizacién térmica f; b) la constante de
multiplicacién infinita de la mezcla; , ¢) demuestre que el drea de difusién de la mezcla es
equivalente a IZ = [2_(1 — f); d) calcule el 4rea de multiplicacién de la mezcal; e) calcule la
constante de multiplicacién efectiva antes del incidente; ) explique porque, después del incidente,
para calcular el factor de multiplicacidn efectiva se requiere la teoria de difusidn, g) Utilice la ec.
general de difusion de un grupo para establecer las ecuaciones de difusion del cilindro y del
laboratorista considerado a este como un reflector de neutrones, h) calcule el Bucking Material
después del incidente, i) calcule la constante de multiplicacién efectiva, j) calcule cual es la
relacién NB€/N25 necesaria para alcanzar criticidad.

Datos del problema:

Lge = 23.6cm,  Dp,=07c¢m,  $B€=00013cm~!,  325=0.0127 cm %,
n=207, Ly, =285cm,  Dy,=016cm,

CalirrtAn
SOLUCION!

a) De acuerdo a la ec. (1.26) el factor de utilizacion térmica es
R N UED) 0.0127 cm™!

= 2= = =0.907
f X, 2,(U?35) +x,(Be) 0.0127 cm~! + 0.0013 cm™1

b) Si se considera que el factor de fisién rdpida y la probabilidad de escape a la resonancia son
ep = 1, la constante de multiplicacién infinita puede reducirse a k., = fn . Luego,
sustituyendo

k., = fn=0.907 «2.07 = 1.88
¢) El drea de difusién de 1la mezcla en el cilindro estd dada por
D¢ D¢

2=t

Toc | Zq(U) + 34(Be)

Multiplicando y dividiendo por X, (Be)
De Z.(Be)

12 =
€ 2,(Be) £,(U?35) + £4(Be)

Sumando y restando Z,(U?3) en el segundo término

DC ZQ(UZBS) + Ea (BE') - Za (UZBS)

le = 2, (Be) 2,(U5) + £,(Be)
Como D; = Dg,, reduciendo y utilizando la definicién de f
P ( —CLC ) )=L2 a-5
2, (Be) 2,(U%3%) + 1,(Be) be

d) Por tanto, el drea de difusién de la mezcla en el cilindro resulta
L2=1%,(1-f) =(23.6 cm)?(1—0.907) = 51.79 cm?
e) De acuerdo a la ec. (4.77a) la constante de multiplicacién efectiva esta dada por
k - k%"’
eff T (B212 +1)

Y, de acuerdo ala ec. (4.18) el Buckling Material estd dado por
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2 _ sz - Zﬂ
m D
Para utilizar el Buckling Material, el problema es que no se conoce vZf. Pero conociendo

):25
la eficiencia del combustible, ec. (1.27)n = ‘;T{; puede determinarse ficilmente. Esto es
a

viF® = nIZ®

luego

B2 — nEp — (EG°+23°) I (p—1) —Ef
e D ; D ;

0.0127 cm~* (2.07 — 1) — 0.0013 cm™!

= =0.017555 cm™2
0.7cm
Luego, la constante de multiplicacidn efectiva resulta
k., 1.88

ff T(B212+1)  (0.017555cm=2 *51.79 cm? + 1)

Lo que demuestra que la mezcla del cilindro no es critica.

Alternativamente, puede utilizarse el Buckling Geométrico, ec. (4.66)

2 2
B2 — (2.405) + (i)
g R’ 2H'
donde R' = R + 2y y H' = H + 2z, son las fronteras extrapoladas.

Si la longitud extrapolada estd dada por la ec. (3.18) [zn = %] Y utilizando la definicién
tr

del coeficiente de difusién D = zg puede ser aproximada como

_1
3T (r)
zo = 2D (3.20)

Luego R'=R+4+2zy=20cm+2(0.7cm)=214cm y H =H+z;=20cm+
2(0.7 cm) = 21.4 cm.

Por tanto
B2 — (%)2 + (L)Z - ( 2405 )2 n ( i )2 =0.0180178 cm™2
9 R’ 2H' 214 cm 2(21.4 cm)
Y
Koo 1.88

kerr = B+ D - 00180178 em 2+ 51792 + D)~ 007 %

Pero ; Cuil célculo es el correcto? ; Que Buckling utilizar, el geométrico o el material? En
este caso la constante de multiplicacién efectiva practicamente coincide para ambos Bucklling.
Para el célculo de k., se utiliza el Buckling Material que da cuenta de las propiedades nucleares
del sistema. Para el cdlculo de k. s; se debe utilizar el Buckling Geométrico puesto que de la
geometria depende la probabilidad de escape de los neutrones..

f) El laboratorista puede inducir un efecto de moderacién o de reflexién de neutrones de escape.
Para evaluar el eventual efecto del laboratorista sobre la mezcla se necesitan formular y
resolver las ecuaciones de difusién para los dos medios, puesto que modifica las propiedades
nucleares del sistema.

De acuerdo a la ec. (4.2) para un grupo, si al cilindro se considera como la regién 1, la ec.
de difusién correspondiente es
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——¢,(r,z,t) + Z01,(r, 2, t) — JD1"2‘[\"?1 (r,z,t) = sz‘i?l(?” z,t)
o bien

D
1

V2 VEf —
uﬂatcpl(rzt)— b1, 0) + (L

Zal)
—_— 1zt
b ) #0a)
" T 00 = V(a0 + Ba izt (10)

Mientras que, para el laboratorista, considerado como un reflector, regién 2, la ecuacién
de difusion es

140
— =2 (r, 2,t) + Zaab2(r, 2, ) — D V2, (r, 2, t) = 0
1
uD at
1
uD at

2)
:;bz(r 7,t) = Vo, (r,z,t) — ﬂqbz(r 2,t)

¢2(T 2,t) = V¢, (r,z,t) — L2 ¢2 (r,z,t) (2a)

Lasecs. (1) y (2’) se resuelven mediante separacion de variables, haciendo

¢i(r,z,t) = R(rZ(T () 3)

De acuerdo a la ec. (4.41) en coordenadas cilindricas el Lapalciano es

92 1 a 92
V2 ¢i(r,z) = ( oot @) oi(r,2) (441)

Donde las derivadas estdn dadas por las ecs. (4.44),(4.45) y (4.46) y son
a
5% ¢i(r,z,t) = R(r)Z(2)T'(t), §¢>;(r. z,t) =R'(r)Z(2)T(1),
2
-, — p" ey - Hz)
TEHC L0 = R'OIGOTO, 5620 = ROZOTO),
32
4)
Para el Cilindro (Regién 1) sustituyendo las ecs. (4) en la ec. (1) y dividiendo entre
¢1(r,z,t) = R(r)Z(2)T(t) la ec. (1°) se convierte en
1 T'(t) _ R"(x) 1R'(») Z"(r)

WD, T - RO TR Tz T (D)

320zt = R(MZ'DT(t)

donde, haciendo

') _

R'(r) 1R'(r) Z"(r)
=y +- =af; ==t ©®
T(t) R(r) rR(@® Z(r)
la ec (1b) se puede simplificar como
14
- BZ
i, - B+

(6)

Las soluciones generales de las ecs. (5) son respectivamente

T(t) =Tee?t + Tie ¥t (7)
R(r) =R, Jp(ar) + R Yy(ar) (8)

Z(Z) = ZD CGSB]_Z + Zl Sen Blz (9)
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donde Jy(ar) y Yg(ar) son las funciones de Bessel de 1* clase.

En el caso de la dependencia temporal, ec. (7) T; debe ser cero puesto que evidentemente
el flujo debe de aumentar con el tiempo. Por tanto

T(t) = Tyelt (7a)

En el caso de la dependencia radial, ec. (8), R, debe ser cero porque sir = 0, Y,(0) — oo,
Por tanto, la dependencia radial resulta

R(r)=AJo(eyr) (8a")
Y como en las frontera radial extrapolada r = R’ el flujo debe sercero,enr = R’.Estoes
R(R) =0
Por tanto
0=A4J,(aR") (4.56)

En la Figura 17 (Anexo 2) se observa que la primer raiz de J, es 2.405. Luego aR' = 2.405.
Por lo tanto

2.405
a= 7 (4.57)
Luego sustituyen en la ec. (4.54)
2.405
R(p) =4)s(“5mr)  (8D)
En el caso de la dependencia axial, previo al incidente, conviene reconocer una simetria
axial, para ello es conveniente la solucion

Z(z) =Zycosfy(z)  (9a)
En la frontera extrapolada, en z = +H', Z(+H") = 0 esto implica 0 = cos(f,H") .
T mw 3m

am . "
Hay muchos valores para los cuales ocurre esto ST o ,el primer valor positivo

es g Por lo tanto 81 H' = g y B = %de manera semejante a al ec. (4.59).

Para el Reflector (Regién 2), de manera semejante, la ec. (1a) se convierte en
1 T'(t) R'(r) 1R'(r) Z'(r 1
O _F'O) 1RO 270 1
uD, T(t) R(@) rR(@) Z(r) L3

Y laec. (2") se convierte en

14
a3 pz-

oD (11)

2
Y las soluciones de las ecs. (2'') son respectivamente
T(t) = Ae? + Ce™"; R(r) =D j,(ar) + EYy(ar);
Z(z) = Fe F27 4 G eF2? (12)
donde Jy(ar) y VYy(ar) son las funciones de Bessel de 1 clase.

C debe ser cero puesto que evidentemente el flujo debe de aumentar con el tiempo. E debe también
ser cero porque si — 0, ¥,(0) - .Y G también debe ser cero puesto que si z — oo, Z(c0) —
0.

Sustituyendo en la ec. (3)
$2(r, z,t) = RODZ(DT(t) = Ay Jo(azr)e FZ et (13)

i) Condiciones de continuidad del flujo. Si designamos z = 0 la parte superior del
cilindro, en ese punto la continuidad del flujo implica que
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$1(r,0,8) =, (r,0,8) (14)
En realidad el comportamiento radial es semejante tanto en el cilindro como en el reflector

lo que implica que o = @y = 2';% por tanto sustituyendo en las ecs. (10) y (13)

¢i(r,z,t) = A, (2':?5 :r') cosfz et (10a)

2.405
¢y(r,z,t) = Ay J ( )3‘322 eVt

A (13a)

Evaluando las ecs. (10a) y (13a)en z = 0 y aplicando la condicién de continuidad del flujo,
ec. (14)

2.405 , 2405 \ .o o,
Ao (Tr) cas B1(0) e’ =44 ], (Tr) e "2V e’t (14a)
donde, reduciendo

A =4, (15

ii) Condicién de continuidad de la corriente
dg,(p,z) 0, (p, z)
- Dl Dz 220 - _DZ Dz (16)

z=0

Derivando las ecs. (10a) y (13a) respecto a z y sustituyendo en la condicién de continuidad
de la corriente, ec. (16) y evaluando en z = 0

2.405 2.405
DiB1Jo (Tr) sen[B1(0)] €' = D,B; Jo ( R 7') e®e’  (16a)
reduciendo, se concluye que
B2=10
Despejando y de las ecs. (6) y (11) e igualando

2 2 2 2 1
uDy(a; —Bf +B;)=uD, a2+0—L—2 (20)

2
Lo que implica que

1
Bi=—"(ad+0-—)—a}+p? (2D
D, L2

Asumiendo que la influencia del laboratorista es solo en la parte superior del cilindro

2.405

=0 = oy R

Por tanto, laec. (21) se reduce a

D, (72.405\* 1 2.405\°

z _ 2 _ 2

Bin = Dl(( R’ ) 13 ( R’ ) A D
ymmoﬁlzﬁ

D, ((2.405\* 1 24052 T \2
-2 - 8)-CRY ) oo
m Dl( R’ Lg) ) tGp) a9

Cilculos numéricos
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Asumiendo que el coeficiente de difusién del cilindro se debe estrictamente al Berilio Dy =
Dg, = 0.70 cm y que el reflector es estrictamente agua: D; = Dy,o =016 cmy Ly = Ly,o =
285cm,zp =14 cm,R = 21.4cm.

Y sustituyendo en la ec. (18)

0.16 cm [/2.405\2 1 24052 T N2
-S| - |- ) ) -
m=0.7em |\ 214 (2.85 cm)? 21.4 42.8cm

—0.02525 — 0.01263 + 5.3858x107% cm 72 = —0.032494 cm ~?

jE1 Buckling Material es negativo! Lo que tedricamente implica que las absorciones son
mayores que las fisiones ; > vE; por tanto el sistema no puede ser critico.

ke 1.88
o T (B212+1)  (—0.032492 cm=2)(51.79 cm?) + 1
Utilizando la ec. (8.6)
1
ke =—= (BAM?+1) (8.6)
Py

M? =12 =5179¢cm?
Puede calcularse

ke = (0.017555 cm ~2)(51.79 cm 2) + 1 = 1.909

ke —1
M2
Esta expresion puede ser considerada de manera general como la definicion del Buckling
Material para un medio con factor de multiplicacién efectiva cercano a la unidad. Aunque aqui
ha sido derivada de la Teoria de Frenado, es una ecuacién general independiente de 1a forma de
deduccién.

B} = (8.7)

En la ec. (8.5) el termino Py, que incluye la probabilidad de no escape de neutrones tanto
térmicos como rapidos, de manera semejante a la ec. (6.87) puede expresarse como

1
— — o—B?M?

Py = TTBM e (8.8)
Luego, la ec. (8.5) puede generalizarse como

kess = ko,Py = kme‘BzMZ — 1.88 e~ (0017555 cm ~%451.79cm ?) — g 769 (8.9)

A pesar de ello
Koo 1.88

oor = - =2.115
eff T (B2Z+1) (—0.032492 cm~2)(1.85cm)? + 1

iEl laboratorista induce una excursién de criticidad incontrolable!

la reactividad es

147




k—1_ 2115-1

= = = 1.642
P=7% 2.115
Y la reactividad en ddlares, puede calcularse mediante la ec. (5.35)
i)
$==
B
Donde f# = 0.0065 la abundancia de los neutrones retardados
Por tanto
p 1.642
== =252
§ B~ 0.0065 $
Un exceso de reactividad considerable. De acuerdo a la definicidn del periodo de un reactor
T = 1-%
a8

Unareactividad ignal a1 $ implicaque T, = 0.0 que no hay tiempo de controlar el reactor.
. De qué manera se puede comprobar si los cdlculos son correctos?
. Qué aprendizaje puede aportar este ejercicio?
Ciertamente la mezcla es quasi-critica.
i) calcule cual es la relacién N%¢/N?5 necesaria para alcanzar criticidad

Para ello se puede recurrir a la Teoria de un Reactor Critico (§ 8.1). Si z define la relacién

entre secciones transversales macroscépicas de absorcién entre combustible y moderador z =
I

ﬁ, la ec. (8.14) permite calcular
Eapy

1+ L%B? 1+ (1.85cm)?(0.017555 cm ~?cm™?) _ 0.8887858

-B%1 _ 1 2.07e-0017555 cm ~%98cm? _ 49 = 0.018137

Z —
ne
comao

Zay Oy Ny

Zapge Oage Npe

Ny Gape 0.00827 b 7
=z—— =0.018137 ———— = 2.5747x10
NBE Oay 582.6b
Lo que implica que
NBE
— 6
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P6. Problema sobre tamafo de un reactor usando Teoria de Fermi

Considérese un reactor homogéneo en el cual el combustible es U%3> y el moderado es agua ligera.
Supéngase que los neutrones de fisién son producidos con una energia promedio de 2 MeV.

1. Calcular la edad de los neutrones a 0.5 eV
2. Calcular la relacién de flujo epitérmico a flujo térmico en el nicleo del reactor

3. Calcular la relacién entre el nimero de absorciones en resonancia o epitérmicas y el
nimero de fisiones térmicas

4. El reactor es cilindrico, su altura extrapolada es H' = 3m calcular su radio critico R’,
tomando en cuenta el resultado de 3); desprecie las fisiones epitérmicas.

5. Sise afade un reflector de espesor infinito, calcular el nuevo radio critico y el ahorro de
U?3s.

Nota:

Las constantes epitérmicas son: Dy = 2.5 cm; & = 0.87; Z; = 0.704 cm ™! y la integral de
resonancia del 1.(U%3%) = 200 b]

Constantes térmicas son : Dy, = 0.2 cm, Ly, = 1.5¢cm, £, = 0.1 em™, 7 = 62 cm?,
0f® =514 b.v?® = 247 N?® = 0.94x10%° cm™3, Ly, = 2.88 cm. Dy,p = 0.2 cm

Solucién

1. Calcular la edad de los neutrones a 0.5 eV

. D(u)
S g as — te
1 5€ asume T.w)E C

D J‘“d D
T= u = u
LS Jo I
0.5

u = —fﬂm =172
_ 2.5cm _ 5
= G70d e e " 172 = 6205 em
e g
bTh

De acuerdo a la ec. (53)

So
g =
I
donde S es la razén de reacciones de fisidn, es decir RRy = S5 = drpv Ef
Por tanto
VI
PR VI _ 105
¢’Th Zsf

3. La relacién entre el nimero de absorciones en resonancia epidérmicas y el nimero de
fisiones térmicas puede calcularse como

d’R[r(UZBS)
quhNZSvZS

1. El radio critico R’ se puede calcular igualando el Buckling Material (ec. 70) con el
Buckling Geométrico. Par un cilindro

=0.076
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2.405

BZ = * +[Z]° Mientras que de acuerdo ala Teorfa de edad BZ = k=2
g—I: R’] +|:;] lentras que de acuerdo a la leoria de eda m —

L2+7

Dado que se conoce H’, R’ = 47.5 cm
R=?

5. Es necesario primero resolver las ecuaciones de difusién en ambos medios. Para el
nucleo del Reactor

Vy(r,2) + Bhoy(r,2) = 0

Y para el reflector
1
Vipr(M) +-5¢() =0
Ly
Dada la geometria esférica, las soluciones son

nZ
dn(r,2) = C Jo(Br)cos (5)

¢r(r,z) = C Ky(yr)cos (g)
Siendo
m 2 m 2
B2 = p2 - [7] y o v =atlh)
Condiciones a la frontera 1) édn(R, 2) = pr(R,2)
i) )‘IN(R-Z) :J{R(R-Z)

Siendo i)] = =D %9” ; :_rfu(ﬁr) = 1(Br); %Kg(ﬁr) =K, (Br)y Ko(Br)

~ 1
Ky(BT)

La solucion del sistema de ecuaciones resulta
J1(BR) _ Dgy -6
Jo(BR) Dyp

Es necesario tener medios para evaluar las funciones de Bessel ...
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P7. Relacion de combustible y moderador necesaria para alcanzar la criticidad en un
Reactor

Considérese una mezcla homogénea @) de agua y U?35 y b) de Berilio y U?%*>contenida en una
esfera de 50 cm de radio. ;Cudl es la relacién de combustible a moderador necesaria para alcanzar
la criticidad, y cudl es la masa critica correspondiente?

Repita el ejercicio 7.1. para una esfera de radio 25 cm.

Solucion:
Para el cdlculo de la relacién de densidades nucleares, se puede recurrir ala ec. (8.21)
1+ 12,B2

‘= ne BT — 1

s . . p
donde, z = E;ﬂ y como se trata de una esfera. el Buckling critico estd dado por la ec. (4.40 b).
M

- . 295
7.1a) Para la mezcal Agua y U?35

Datos de la mezcla
Ly,0 =2.88 cm, Dy,o = 0.142 cm, Ty,o = 33 cm?, Oh,0 = 0.66539 b
R'=R+1z,=R+ 2D =50.284cm

BZ = (1)2 = (L)Z =3.90338x103cm ™2

g R' 50.284 cm
Luego
1+ 13,B? 1+ (2.88 cm)?(3.90338x10"3cm™2) 1032376
L= ne~BT — 1 T (2.07)e(390338x103cm=2)(33 cm?) _ 1 (,819819 1.25927
N. O 0.66539 b
2 = 720 = 125927 ————— = 1.2296x103
NHZU O35 6814b
N,
25

20

> WH .
La relacion entre las masas de ambas componentes [ ] se puede conocer a partir de la

Wzs

definicién de densidad nuclear Ny, o = WH::eNA y Nyg = Z28 :A. Dividiendo ambas expresiones
Nuyo _ W0 Azs
Ny Ap,0 Was
de donde
Was Nps Azs

ey

W, 0 a NHZO AHZO
Y sustituyendo
Woe 5235
—===1.2296x10"° — = 0.01605
Wi,0 18
El volumen de la esfera

4 4
Vp=3mR® =2 (50 cm)® =523 598.77 cm’
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Y como VT = VZS + VHZU Q VZS = Vt - VHZO 0 VHZO = Vt - V25. Sustituyend{) V25

Las densidades de ambos componentes puros son py, o = 1 g/em®y ps = 19 g/em?.

WH,0 _ Wayg
Ve Y Pzs Vo

La definicién de densidad py,o =

Dividiendo ambas expresiones

Pu,0 _ WhHo Vs Wy Vs

= = )
Pas Vi,0 Was Wwas Vo
Sustituyendo V55
P2s Was Vi0 was (Vio
Y sustituyendo Vy, o
PH0 _ WH,0 [ Vas ] Wiy 1 4)
Pas Wss Vt - V25 W3s ﬁ —_
Vs
De la ec. (3), despejando Vy, o
Vio = s 3
H0 — PHZO Wog ( )
P25 Wiy
Y sustituyendo
Vy 523 598.77 cm®
Vo = - =523 156.72 cm?
207 PH0 Wps (M) (0.01605) + 1
P25 Whyo 19g/cm3/

De la ec. (4), despejando V, o

Voo = " 4"
25 7 Pas Wy,o 1
PrH,0 Was
Y sustituyendo
523598.77 cm® \
Vys = 7 = 44193 cm® (4)

cm3 1

1g (601608) * 1
cm3

L..!.'-.'Il' !'l'.'ll-‘ l':il'\l .'I:.'-." Masas l':il'\l !.‘-I;'!III!.'- I Uramio
g 3 ~
Wio = PiyoVino = (1 ﬁ) (523 156.72 cm®) = 523 156.72 g = 523.157 kg

Was = pacls = (19%) (441.93 cm®) = 8396 g = 8.4 kg

- . 235
7.1b) Para la mezcal Berilio y U*%>

Datos de la mezcla
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Lge =23.6cm, Dg,=07cm, Tg, =98 cm?,  og, = 0.00827 b, 1,5 = 2.07,
0,. = 681.4 b
A partir de estos datos
R'=R+4+z;=R+2D=514cm

BZ = (H)Z = ( T )2 =3.7357x10 3cm ™2

9 \R! 514 cm
Luego
1+ 13%,B? 1+ (23.6 cm)?(3.736x10"3cm™2) _3.080635
= ne~B*T —1 - (2.07)e~(37357x10~3cm=2)(98 cm?) _ 1 T 0.43540 7.075
N a 0.00827
2 =728 = 7,075 ——— =8.587x10"5
NBE O35 681.4 b
N
¢ = 11645
25

Adaptando la ec. (3”) para el Berilio como moderador
Vr
~ Pe Was
P25 Wge

Las densidades de ambos componentes puros son pg, = 1.85 g/cm® y pos = 19 g/cm3.
El volumen de la esfera de radio R = 50 cm

VBe (3”)

4 4
Vr = gnR3 =37 (50 cm)?® =523 598.77 cm?®
Y sustituyendo
Vr 523598.77 cm?® 3 ,
Vge = PBe Was 1 = 185 g /om? = 523484.49 cm (39
DPas Wge (W) (2242x10‘3) +1
De forma similar, adaptando la ec. (4") utilizando el Berilio como moderador
L O
25 7 Pas Wae 1 )
Ppe Was
Y sustituyendo
523598.77 cm? .
Vos = =11427cm” (4)

g
o ( . )+1
9_[\2.242x1073
1.85 2

cm

PR
Lalcuio

Wee = ppeVee = (1.85 %) (523 484.49 cm?) = 968 446.31 g = 968.446 kg

Was = posVps = (19%) (114.27 cm?®) = 2171259 =217 kg

Discusion:
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Para la mezcla H,O — U235 las relaciones entre las densidades nucleares combustible
2
moderador es mayor

N N,
2 1.2296x107% 0 —22 = 813
H,0 Nos

la masa critica requerida es

W25(H20 - UZBS) = 8.4 kg

A diferencia, para la mezcla Be — U235 las relaciones entre las densidades nucleares

combustible moderador son
N. N,
2~ B.587x1075 0 —= = 11645
Be 25
y la masa critica se alcanza con mucho menos uranio
wys(Be — U?3) =217 kg
;Explique la razon!

- oy . e
7.2a) Reactor esférico de radio R = 25 cm, compuesto de una mezcla de Agua — U?3>

R'=R+12zy,=R+ 2D =25284cm

2

B? = (%) = (ﬁ)2 = 0.0154386 cm~2

Luego
1+ L%WB2 14 (2.88cm)2(0.0154386cm™2) 1.12805
Z= B2 = — 5 = = 4.629238

ne- T_1 (2_07)3—(0.0154386 cm~2)(33 cm?2) _ 1 0.2436797

N 0, 0.66539 b

25— ;20— 4629238 — "= = 4.52047x1073
NHZO O35 681.4 b
%20 =221
25

Sustituyendo en laec. (1)

W;s N5 Azs

Wh,0 NHZO AHZO
El volumen de la esfera

4

235
= 4.52047x107? 18~ 0.059017

4
Vp=gm R3 = 37 (25 cm)® = 65 449.84 cm?®

Utilizando la ec. (3”) y sustituyendo

Vi,o

Vr 65 449.84 cm?

"~ PHo Wis 4 (19/m3
Pzs Whyo

Y utilizando la ec. (4”) y sustituyendo

VZ 5

W) (0.059017) + 1

Vr 65449.84 cm?

=65 247.17 cm?

— w —
P25 Wr,o +1 19 .93
PH,0 Was cm

g
lcm3
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Wi,o0 = ProVio = (1 %) (65247.17 cm®) = 65 247.17 g = 65.247 kg

Ways = ppsVys = (19%) (202.47 cm®) = 3846.93g = 3.847 kg

. . . - 235
7.2b) Reactor esférico de radio R = 25 cm, compuesto de una mezcla de Beriulio—U**3

R'=R+z;=R+2D=264cm

N2 bis 2

B:=|—) =——) =0.0141609 -2
(%) (25.284 Cm) o

Luego

1+1%B% 1+ (2.88cm)%(0.0141609 cm™2)
fT e P 1 (207)e-(00141609cm (%) _ 1  —0.0.4832 |
jAtencién! {El denominador es negativo!

Esto se debe a que el Buckling Geométrico es mucho mayor que el valor limite, 0 a que el
volumen de la esfera es mucho mayor que el volumen minimo.

Como puede observarse, en la Tabla 8.2, los reactores moderados con agua ordinaria son los que
tienen el Buckling limite mds elevado. Para el caso del reactor esférico moderado con agua, de
radio 25 cm, el Buckling Geométrico (0.0154386 cm™2) es menor que el Buckling limite
(0.022047cm™%). Sin embargo para el reactor moderado con Berilio, Buckling Geométrico
(0.0141609¢m™?) es mucho mayor que el Buckling limite (7.424x1073 cm™2). Por ello no es
itil, 0 no se puede utilizar la ec. (8.21), que requiere que el denominador sea positivo.
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P8. Parametros Nucleares del Reactor Suscritico Nuclear Chicago 9000 de la UAEN-UAZ

El reactor estd compuesto por un cilindrico de acero inoxidable con un didimetro 100 cm y una
altura 117 em. Dos rejillas en su interior con agujeros distribuidos en forma hexagonal, estdn
dispuestas para colocar 277 tubos de aluminio en los que se contienen las barras de uranio natural.
Las dimensiones de cada celda cilindrica equivalente son: el radio de las barras de uranio Ry =
0.545 in = 1.3848 cm, el radio de los tubos de aluminio 14,3, = 0.625 in = 1.5875 cm, y el
radio de las celdas unitarias R;,,, = 2.19 cm. Desde las barras exteriores y hasta las paredes del
reactor hay una distancia mayor a 18 cm, que, en condiciones de funcionamiento del reactor,
permiten asimilarlo como un reactor en un medio infinito.

El Manual de reactor utiliza:

1. Teoria de un Reactor Critico, 1a cual es una conjugacién de teoria de difusién con teoria
de frenado (§ 8)

2. Utiliza las secciones transversales microscépicas térmicas y densidades nucleares de 1a
siguiente Tablal

3. Se ignoran el encamisado de aluminio

4, Utilizan las densidades nucleares de los componentes de la celda heterogénea sin tomar
en cuenta las dimensiones de las celas.

5. Considerando que el enriquecimiento del uranio natural era 0.715%. y no 0.7204%
reportado actualmente.
6.
Tabla I. Datos nucleares del Manual del Ensamble Nuclear Chicago
9000
gr (b) | og(b) | ggd) | as(b) | v i N

H,0 0.66 110 1 3.35e22

Uz3s 569 105 674 10 246 | 187 | 3.39¢20

y23s 2.75 275 8.3 187 | 4.71e22

Haciendo uso de las constantes del Manual, las secciones transversales macroscdpicas se
presentan en la Tabla II.

Tabla II. Secciones transversales macroscépicas del reactor sub-critico Nuclear Chicago 9000

Of (b) Jc(b) Og (b) Os (b) v N sz Ea ES Et Pi
H,0 0.66 110 3.35e 0.022 | 3.685 | 3.72 |
22 |

y23s 569 105 674 10 246 | 339 | 0.192 | 0.228 | 0.003 | 0.232 | 187
20 891v | 486 39

y2e 275 275 8.3 246 | 471e 0.129 | 0.390 | 0.521 | 187
22 525 93
Total 0474 | 0358 | 4079 | 4473
511 0 32

7. El célculo de k, lo hace de dos formas
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8.1 Calculo de k., mediante la férmula de los 4 factores k., = 1 fpe.

i) En el célculo de la eficiencia del combustible, 1, se ignoran las fisiones en el /238 FEsto
es
P 2.46 % [3.39x10%° + 569x10724] 0.474511

A = = 13254
VST T [3.39x10%0 * 674x 10 2% + 4.71x10%% * 2.75x102%] _ 0.3580

n=

El manual reporta un valor de 1.32.
i) Ciélculo del factor de utilizacién térmica f se hace recurriendo a Teoria para una Celda
Unitaria Cilindrica, cuyo desarrollo se presenta § 9 [ec. (9.33)]
1 _ VnEgy wy Ry Iy (wy Ry)
[ VyZaw 2 §LwyRy)
+ wy (RGm — RE) [To(wp RyIKy (wpy Ryyn) + Ko(wpy Ry)Iy (g Ryyynr)
2Ry I (wy Rysnm) K (wpy Ry) — Ky (wy Ryl (@p Ryy)

Datos:
Ry = 1.381 cm es el radio del combustible
Ryia = 2.19 cm es el radio de la celda unitaria equivalente
Vy = 9.11 cm? es el volumen del moderador por unidad de longitud de la celda
Vy = 5.99 cm? es el volumen del combustible por unidad de longitud de 1a celda
Eam = 0.0221 cm™! es la seccién macroscdpica de absorcién del moderador
E,u = 0.360 cm™! es la seccién macroscépica de absorcién del combustible
Zry = Zau + Zsy = 0.735 em™? es la seccién total macroscépica del combustible
Zry = Zau + Zep = 0.735 em™? es la seccién total macroscopica del combustible

Zy = Zay +Zqy = 0.0221 em™1 4+ 0.360 cm™! = 0.3580 cm™! seccién macroscépica de
absorcidn total

s = Zgy + Zop = 3.685em™1 4+ 0.39432 cm™! = 0.4.07832 cm™ ! seccién macroscépica de
dispersién total

wy = Ky = 0.347 cm™? es el inverso de la longitud de difusién del moderador

Wy = Ky = Li: JBZTUEQU {1 _‘U:_au] = J3 *.753 * 0.360 {1 - 4*0'36] = 0.710 cm™?! es

U 5%ry 5+0.753
el inverso de la longitud de difusién del combustible
wy Ry = 0.98
Wy Rysn = 076
wy Ry = 0.479

Iy, 11, Ky y K; son las funciones de Bessel
Con esos datos

1 1.520.0221 «0.98 15(0.98) ~ 0.347(1.98) [15(0.479)K,(0.76) — Ko(0.479)1,(0.76)
- 0.36 2 1,098) ' 2+138 |[1,(0.76)K,(0.479) — K,(0.76)1,(0.479)
= 1.164

Con lo cual f = 0.858.
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iii) Para el cdlculo de la probabilidad de escape a la resonancia p, se utilizé la expresién

p =exp {— f } (9.58)

1-f
El factor de utilizacién en resonancia f, se calcula mediante la ec. (9.52a).
i 14 Vit Zarm Kru Ry To(ry Ry)
fr VoEary 2 NL(kry Ry)
Kept (R — RE) [To ey Ry) Ky erpg Rag) — Ko (rag Ry) Iy (e Ryg)
2Ry 11 (kppy Ry)Ky (kppg Ryg) — Ko (rppg Ry (pr Rag)

Las constantes nucleares en resonancia son

Wy = Kyy = 042 cm™!

W,y = Ky = 0583 cm™

Zary = 0.241 cm™?
Ny B - -
Say =34 [9.25 + 24.7E]x10 24 = 0,0941 cm™?

donde S: superficie y M la masa de cada barra por unidad de longitud y

S 2mRyH 2 2
— === 5~ = 0.0773
M  7wRy,*Hd Ryd 138cm=*18.7

cm?3

De acuerdo al Manual, al sustituir

£.=0204y p=exp {— Ir } = exp(—0.256) = 0.774
1‘fr
iv) El célculo del factor de fisidn ripida €, dice en el manual haberlo tomado de la literatura

€ =1.097.
Con esos valores
ko, =n f pe = 1.32 = 0.858 « 0.774 * 1.097 = 0.960
V) Cilculo de la Probabilidad de No Escape Térmico

El manual no lo presenta, pero se puede calcular partiendo de la definicidn, ec. (4.91). Para ello
hay que y utilizar el Buckling Geométrico. calcular 1a longitud de difusidn, y calcular previamente
el coeficiente de difusidn y las secciones macroscépicas. Esto es
b I, [o(r) d3r 1
M 3@) S 42, () B T 1+ B 12

BCZZB‘;:(%)Z+(H)2

R’ 2H"
=2
Zq
1
D(r) =———
( ) gztr(r)

Zer (1) = (Z7(0) — 1Z,(r))
De los datos del Manual
Yy = Zqu + Egy = 4473 cm™?
Zq = Zay + Zqy = 0.0221cm™ 4+ 0.360cm™" = 0.3580 cm ™!
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B¢ = Sy + Zep = 3.685cm~! 4 0.39432 cm™! = 0.4.07832 em ™!

Luego
2 2 2 2
B.* =Bj = (2-:_?5) + (%) = (421%721) + (10:c‘m) = 4212107 em™
2 (r) = (2(r) — pZ5(r)= 4473cm™1 — 4.07932 cm™! = 0.39368 cm ™!
D(r) = L ! = 0.8467 cm
3%, (r)  3%0.39368cm1
12 = D _ 08467cem 2.3651cm?
3, 03580 cm™1
1 1

= 0.99014

P = =
NThR =14+ B.212 1+ (421x10-3cm~2)(2.3651cm?)
vi) Cilculo de la Probabilidad de No Escape Répido

Para eso se recure a laec. (6.88) y utilizando el valor de la edad de Fermi, del manual T =
30 cm?

1 1
Pup = =
NRE ™ 14B2c 1+ (421x1073cm=2)(30 cm?)

Con esos valores, el cdlculo de 1a constante de Multiplicacion Efectiva mediante la férmula
de los 6 factores

Keff = KoPyrnPyg = = 0.960 % 0.99014 + 0.8878 = 0.8439

= 0.8878

8.2 Cilculo de k, utiliza la Teoria de un Rector Critico (§ 8.1)

ke, =1+ B3 M? (8.5)
donde, M? = 12 + 7 es el 4rea de migracién siendo L? el drea de difusién y t la edad de Fermi.
El valor de M? se dice haberse tomado de la literatura M? = 30 cm?. El método de célculo
utilizado en el Manual, en lugar del drea de migracién M? considerd solo la edad de Fermi 7. La

tinica explicacién que encontramos fue que,como el moderadores agua, la probabilidad de escape
térmico, es pricticamente del orden de 1.

Para calcular el Buckling Material se utilizd la ec. (8.18) cuya deduccidn se presenta en § 8.2

, _ (2405\% 1
m _( R’ ) N
El valor de tlz se dice, se tomd de la literatura Liz = 4.9x10'3cm'2], de donde (2 =

204.8 cm?. Sin embargo, no pudimos corroborar el dato.

Asi,

2:
m

2.405\2 1 2.405 2
(—) —— = (7) —49x1073¢cm™2 = —1.56x10 3 ¢m 2
R’ 12 41.7 cm

Y sustituyendo en la ec. (8.11)
ko =1+B3t=1—156x10"3cm™2 % 30 cm? = 0.953
que es pricticamente la misma que la obtenida con la férmula de los 4 factores.

Para el cdlculo de la constante de multiplicacidén efectiva, en el manual se utilizé la ecuacién
laec.(89)[§81]
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Keff = koo Py = ke ®*M*  (8.9)

Observacion: En la ec. (8.9) el Manual utiliza el Buckling Geométrico. Este es un apunte
importante en el caso de los reactores subcriticos.

_p2pl
keff = kme BygM
Utilizando las dimensiones del reactor

2.405\° T \2 2.405 \> T \2
2 _ Y 2 — -3, -2
B _( R ) +(2H’) (41.7c‘m) +(107cm) 4.21x10"%em

Por tanto
Kopf = Koo € B = 0,953 x g(-#21x107Fem™230em?) = 0839927
un valor que es tan solo 0.473% inferior que el obtenido con la férmula de los 6 factores.

Observacién: Esta es una forma en la cual no se necesita calcular las probabilidades de escape
ripido y térmico.

8. Cilculo de la multiplicacién del reactor Nuclear Chicago

Para el cdlculo de 1a multiplicacién de neutrones se utilizé 1a ec. (8.33)

keffs+keff25+ke f35+"‘_ 1

s 1—kesy

Luego, dado que en el caso del Reactor Nuclear Chicago 9000, como keff = 0.8461

M=————=06.247
1 -0.839927
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ANEXOS
Al. Energia de un neutrén después de un choque con un micleo

Un Sistema de coordenadas de Laboratorio (CL) es la forma mds simple de representar la
interaccién de dos particulas, basicamente es una representacion donde se observa la interaccién
desde lejos. Enla Figura 17 se representa la dispersion bien conocida de un neutrdén con un nicleo
de masa A.

Figura 17. Dispersién de un neutrén con un niicleo de masa A

Fuente: elaboracion propia.

En Fisica Nuclear basta con un sistema CL para: establecer las leyes de conservacion de la
energia y momentum en una reaccién nuclear, y deducir el valor Q de una reaccién nuclear —la
energia que es liberada en una reaccion nuclear en caso de una reaccion exoergética (Q > 0),o0la
energia necesaria para inducir la reaccién nuclear, en caso de una reaccién endoergética (Q < 0)
-. Pero un sistema CL tiene sus limitantes, no se puede calcular la energia umbral —o energia
minima- para inducir una reaccién energética. Para ello se necesita un sistema de Coordenadas de
Centro de Masa (CCM).

La gran ventaja de un sistema de CCM es que el movimiento de un sistema de varias
particulas se puede representar como un sistema de una sola particula que se ubica en el centro de
masa.

Centro de masa

En laFigura 18 se presentan dos sistemas de coordenadas, de los cuales el primero O esta fijo, el
segundo O’ se mueve con velocidad constante v en la direccién del eje X y en el instante t se

encuentra a una distancia y 00" = vt del primero.

Figura 18. Dos sistemas de coordenadas: O (fijo) y 0' (en movimiento)
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Fuente: elaboracion propia.

Se designa por 7, el vector posicién de la particula m, respecto al sistema de coordenadas
fijo O y #" al vector posicién de la particula respecto al sistema de coordenadas 0'. La relacién
entre ambos vectores posicién es

fp=vt+7 (A1)

De donde derivando respecto al tiempo se puede obtener las relaciones de las velocidades
observadas por ambos observadores. Esto es

diy _ dv
ac Ut (42)

o bien
Po=v+1 (42"

Donde ¥ es la velocidad de la particula para el observador fijo 0, mientras que para el
observador 0’ la velocidad de la particula es

P =P,—v (A2")

En un sistema de dos particulas se puede definir el centro de masa, como el punto cuyo
vector posicién promedia el producto de las distancias por las masas

L, Am 4+ Hm,

: A3
my +m2 ( )

Masa Reducida y 2* ley de Newton para un sistema de dos particulas

En la Figura 19 se presentan dos particulas de masa m; y m, sujetas a una interacciéon miltiple.

Figura 19. Dos particulas de masa m; y m, sujetas a una interaccién multiple
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Fuente: elaboracién propia.

La fuerza de atraccién de la particula 1 sobre la particula 2 serd

o dv,
Fip =m- (A4

o bien
ﬁ'lz dﬁl '
my  dt (449
Y la fuerza de atraccidn de la particula 2 sobre la particula 1 serd
Foy=my ™2 (a5
21 = My dt (A5)
o bien
—_— = A5
m, dt A5
Restando las ecs. (A4*)y (A 5")
— ———=——-—= (A6
my;  my dt dt (46)
Como ambas fuerzas son iguales pero opuestas
JE—7'12 = _ﬁm A7)
Sustituyendo la ec. (A 7) en la ec. (A 6)
i (1+1)_dﬁ1 dv, A8
2\my " my/ dt  dt (48)
o bien
L omy 4+ mz) dv, dv,
—|=——-—— (A"
12( myms dt dt “8)
o bien
— 1 d(ﬁl - 1_}2)
Fu(y) - @9
donde
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my +m 1
1z - (4 10)
mymp “
y
mym
U= e (A10")
m1+ ms

siendo u la masa reducida del sistema de particulas, y
d(v; — v,) _dvy,
dt dt
siendo ¥;, la velocidad de aproximacién entre ambas particulas y la derivada, a,,. la aceleracion
del sistema de particulas.

=y (A 1 1)

Luego, sustituyendo laec. (A 11) en la ec. (A 9)
'8'12 =udy, (A12)

lo que implica que se cumple la 2¢ley de Newton.

Energia cinética de un sistema de dos particulas
Una prueba mds de la consistencia de la masa reducida, se deriva del calcular la energia cinética.

De la definicién de trabajo y su equivalencia con la energia cinética
E,=W = J’ Fip d¥y, (A13)

Sustituyendo la ec. (A 12) en (A 13)

d'.'} 1 1 L 2
E, J’# dt dryp = #J’dvm dt ﬂjvlzdvlz—ﬂz 7712 :iﬂvlz (A14)

Que demuestra que la energia cinética de un sistema de dos particulas equivale a la energia
cinética de una particula con masa igual a la masa reducida.

Derivando, la ec. (A3) la velocidad del centro de masa serd

i diy dry -, dry d7, m
7. 1 2
dt my +m2

o bien
L Uimy+ ¥,m
Ppo=m—r—>22 (A14")
m1+m2

que es la velocidad del centro de masa.

Interaccion de un neutron con un niicleo en CCM

wtee del flinae
ANtes del cnoguie

Siel observador mévil O’ se sitia en el centro de masa C (Figura 20) y al sistema de dos particulas
se considera un sistema de una sola particula con masa igual a la masa reducida, de manera
automética hay continuidad antes y después de una interaccién.
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Figura 20. Observador mévil O' se sitda en el centro de masa C

Fuente: elaboracién propia.

Si la particula 1 es un neutrén de masa m; = 1 uma cuya velocidad es ¥y y la particula 2
es un nicleo de masa m, =A umas, cuya velocidad es ¥, = 0. E

De acuerdo a la ec. (A 2°"), 0" en el centro de masa C, verd a la particula 1 con la velocidad

1=%—7%  (415)

=

y al niicleo con la velocidad
P,=0—-90. =9, (416)
Luego, el balance de momentum serd
my(Vy — V) + my(—=9,) =0 (A417)
Como m; = 1y m, =A sustituyendo en laec. (Al17)
V-V, +A(—9,)=0 (A418)
de donde

Vg

(A 18")

Sustituyendo ¥, en la ec (A 15)

B =By — 2 =ﬁ( ) (4 19)
U0 1+4 144
y sustituyendo ¥, en la ec (A 16)
. Vg Yo
=0- = A20
V2 1+4  1+4 (420)

Después del choque

Después del choque el neutrén es dispersado con una velocidad v, en CL mientras que en CCM
tienen una velocidad v;’. En la Figura 21 se observan la relacién entre velocidades.

Figura 21. Relacién entre velocidades
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Fuente: elaboracién propia.

Aplicando el teorema de Pitdgoras al tridngulo mayor
52 5 "
V= (U, + V] cos0,)? + (Pycos6,.)? =
_ =22 = 4 2 2 4 2 2 _
=9, + 20, V;cos B, +V; cos“ O, +v; sen“ g, =
- =2

= ﬁcz + 27, ¥, cos O, + U (A21)
Sustituyendo la ec. (A 18") y laec. (A 19)en laec. (A 21)

sz _ (B0 N (B \(BA)  , [ A ]2_
v =\13xa) YH\1ra)\i5a °°sf+”°(1+,4) =

o 2
_ Yo 2
_(1+A) (14 2Acos@,. + A?) (A 22)

Que puede ser reescrita como

$,° 14 2Acosf, + A2

= A23
By’ (1+A4)? ( )
Multiplicando numerador y denominador por %ml
1 . 2
7™MV 14 2Acosf, + A
1.2 (1+4)7 (424)
7 M1Vg

e identificando las energfas cinéticas antes y después del choque, se concluye que

Ey 1+ 2Acosf + A?

- a+A? (425)
o bien
1+ 2A cos @, + A2
E, = E, ar A)‘z (A26)
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A2. Ecuaciones de Bessel

La ecuacion general de Bessel ordinaria tiene la forma
1
R"(p) + ER'(P) +(1-n")R(p) =0 (452)

Donde n es el orden de la ecuacion. La solucidn general es la combinacidn lineal de las
dos funciones de Bessel [, (p) y Y,(p). Esto es

R(p) = AJ,(p) + BY,(p) (4.53)
donde

( 1)71 Zm
o) =(5) Zm,(n+m), G @

i 2 p B
}}1_133 Yo(p) = - Jo(p) logz; n=0 (4.55)

Figura 22. Funciones de Bessel de orden cero

Fuente: elaboracién propia.

Afn(p)
ap
En el caso de 1a Funcidn de Bessel modificada

=—Ji(p); n=0

R (p) + %R'(") —(-n)R(G)=0 (452

La solucion general es la combinacion lineal de las dos funciones de Bessel [,(p) v Y, (p).
Esto es

R(p) = AL (p) + B Kn(p)
donde
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In(ﬂ) =i In (EP)

. T "—U(P)_ 'rv(:o)
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