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Prefacio

Se han escrito conceptos y fundamentos de fisica en los que se soporta la ingenier{a
molecular, de tal manera que se espera que sea oportuno, apropiado, y relevante en cada
capitulo presentado aqui con el fin de que el lector quede introducido y estimulado a
explorar y buscar respuestas a través de la simulacion molecular.

El libro contiene desarrollos algebraicos, para que el lector comprenda la esencia de
cdlculos ocultos cuando se ejecuta un programa de simulacién molecular con el enfoque
aqui presentado, para aquellos que no han tenido un contacto profundo con calculos
computacionales.

Se lleva una secuencia de lectura con figuras ilustrativas, por lo que se omitié hasta donde
fue posible, el uso de numeracién de ecuaciones, resaltando solo aquellas que se vuelven a
mencionar en alguna otra parte del texto.

Se escribieron anexos en algunas partes, para no extender demasiado el texto y se pudiera
perder la continuidad en la lectura.




INDICE

Introduccién
CAPITULO 1: Estructura Molecular y Potenciales Interatémicos
Teoria de Bohr de los términos de Balmer
Ecuacion de Schrodinger
1.1 La Aproximacion de Born-Oppenheimer
1.2 Teorfa Orbital Molecular
Sistema de dos particulas
Degeneracién
Momento Angular
Método LCAO
Orbitales de moléculas diatémicas
Orbitales de Moléculas Poliatomicas
Hibridacién de los orbitales atdmicos
Hibridacién sp?
Hibridacién sp?
Hibridacién sp?
Simetrias
1.3 Fuerzas Intermoleculares
Introduccién
Fuerza de Coulomb
Interaccién ion — ion
Interaccion ion — dipolo
Interaccién dipolo — dipolo
Fuerza de Induccién
Interaccion ion — no-polar
Interaccion dipolo — no-polar (energfa de Debye)
Fuerzas de dispersion de London o de van der Waals

La ecuacion de London

10
15
15
17
20
29
29
58
59
65
69
74
74
74
75
75
77
83
83
86
86
87

95
97
100
100




Efecto de retardamiento
Efectos del solvente
Interacciones moleculares electrostiticas
Puentes de hidrégeno
Interaccién hidrofébica
Interacciones hidrofilicas
Potenciales de interaccién
Potenciales intermoleculares
1.4 Célculos Mecinico-Cudnticos de Fuerzas Intermoleculares
Interaccién atomo-molécula
Interaccién molécula-molécula
CAPITULO 2: Métodos de Primeros Principios

2.1 Método de Campo Autoconsistente
Ecuaciones de Hartree-Fock
Solucién de Roothaan a Ecuacién H-F
Funciones base

2.2 Correccion Electrénica
Correlacion electronica
Configuracion de funciones de estado
Interaccion de configuraciones
Métodos de multiconfiguracién y multireferencia
Teoria de perturbacién de muchos cuerpos de Moller-Plesset

2.3 Teoria de Funcionales de la Densidad
La idea original del modelo de Thomas Fermi
Particula en una caja
Energia como un funcional de la densidad
Teoremas de Hohenberg y Kohn
Ecuacion de Kohn-Sham
Potencial quimico

2.4 Métodos del Gradiente y Propiedades Moleculares

Optimizacion de geometria

114
120
123
124
125
127
128
132
135
136
137
139
140
154
169
174
180
180
180
181
189
191
195
195
195
202
202
203
205
214
215




Sistemas de gradiente dindmico
2.5 Métodos Semiempiricos
Meétodo MO de electrén-libre (FEMO)
2.6 Mecanica Molecular
Introduccién a campos de fuerza (Force Fields)
COMPASS como modelo de campo de fuerza (force field)
Modelo covalente
Modelo iénico
Modelo semi-iénico para 6xidos metalicos
Modelo de Lennard-Jones para metales
CAPITULO 3: Dindmica Molecular
3.1 Ecuaciones de Movimiento para Sistemas Atomicos
Tres modelos concordantes
Conservacion de la energia
3.2 Métodos de Diferencias Finitas
Algoritmo de Verlet
Esquema salto de rana (leap-frog)
3.3 Dindmica Molecular de Cuerpos Rigidos no-esféricos
Moléculas no lineales
Dindmica Molecular de Esferas Duras
CAPITULO 4: Modelacién y Simulacién con método de Monte Carlo
4.1 Integracién Montecarlo
4.2 Importancia del Muestreo
4.3 El método de Metropolis
4 4 Montecarlo Isotérmico-Isobdrico
4.5 Liquidos Moleculares
Moléculas rigidas
Moléculas no-rigidas
CAPITULO 5: Uso de Software de Simulacién Molecular
Metodologia de una Dindmica Molecular

Propiedades Macroscopicas

216
225
226
228
228
232
233
235
235
236
237
237
237
242
243
245
246
249
255
261
267
278
286
296
301
305
305
307
313
314
317




Caracteristicas de GROMACS
Generacion de archivos para GROMACS
Funcién de distribucion radial
5.1 Paquetes de Software para calculos de estructura electrénica
Calculos ab initio con la ecuacién de Schrodinger
Lista de Programas computacionales
Rol de la computacién en la quimica
Programas acoplados secuencialmente
Procedimiento de cdlculos ab initio PSHONDO-1JKL-GMCP-FOCK-CIPSI
5.2 Disponibilidad de Programas
Anexos
Anexo A. Relacién fundamental de la termodindmica
Anexo B. Energia de interaccion de sistemas dipolares
Anexo C. Teoria de perturbaciones estacionarias
Anexo D. Atomo de hidrégeno
Anexo E. Expansion multipolar
Anexo F. Gradiente del potencial
Anexo G. Quaterniones
Anexo H. Trompo

Bibliografia

9

318
319
322
323
323
324
325
326
331
340
343
343
350
351
356
364
368
370
372
374




INTRODUCCION

Este libro se ha escrito, y disefiado con la intencién de aportar un puente que permita a
egresados de diversas carreras de ingenieria introducirse en el ambiente de la simulacion
molecular. Esto se debe al creciente interés que ha propiciado el modelamiento molecular y
que requiere de una cierta formacion académica en modelos tedricos fisicoquimicos usados
para realizar simulaciones moleculares, con el fin de resolver problemas que corresponden
directamente a la interaccion entre dtomos y moléculas. La gran inquietud que ha surgido con
el crecimiento computacional y sus facilidades para plantear y encontrar algiin modelo que
ayude a resolver problemas reales, tales como aquellos que ocurren al buscar energias
renovables o no renovables, construir nuevos materiales, disminuir la contaminacién

ambiental, atacar enfermedades en seres vivos, y muchos mas.

Buena parte de este manuscrito ha sido previamente expuesto en aulas por el autor durante
algunos afios, y ha servido para que mds de una decena de alumnos obtuviera su grado. Entre
los trabajos desarrollados estdn el disefio de electrodos de celdas de combustible tipo PEM
[1-3], porosidad de carbon activado util en pilas entre otras aplicaciones [4-6],
almacenamiento de hidrégeno [7-10], tratamiento de pesticidas [11], limpieza del agua [12-
14], interacciones farmaco-receptor [15], firmaco desintoxicante [ 16,17], energia asociada a

una monocelda de combustible [ 18], estados de transicidén en sintesis [ 19].

El hidrégeno como energia renovable tiene un alto potencial de ser un portador de energfa
ideal: fuente de energia segura, limpia y no contaminante, pero su uso es limitado debido a
su aspecto de almacenamiento, que requiere condiciones de alta presion y/o baja temperatura.
Otro método de almacenamiento que no utiliza alta presurizacion requiere que el hidrégeno
se inyecte en un material poroso con una gran area superficial, y una alta porosidad. Los
materiales porosos de zeolita, carbono y la forma modificada de ambos materiales
denominada Zeolite Templated Carbon (ZTC) se estin considerando para la aplicacién de
almacenamiento de hidrégeno. La infiltracién de precursores de carbono en el poro de zeolita
seguida de la eliminacion de la plantilla de zeolita en la produccién de ZTC da como
resultado: materiales que tienen poros tridimensionales de alta regularidad con una gran
superficie especifica. Se puede ver en algunos estudios experimentales que ZTC puede

considerarse como una aplicacion de almacenamiento de hidrégeno prometedora. Mas atin,
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los cilculos tedricos han acercado mucho hacia el disefio de estos materiales almacenadores

de hidrégeno que ya se intentan producir en laboratorios.

Los estudios teoricos han ido adquiriendo cada vez mayor relevancia. La catalisis, por
ejemplo, hasta hace no mucho era una ciencia semiempirica. La quimica cuantica dentro de
los fendmenos cataliticos da una estimacion: i) de los fendmenos de adsorcion de moléculas
de gas sobre superficies metdlicas, ii) de las energias de activacion y, iii) de los mecanismos
de reaccion de las especies adsorbidas. La tendencia hacia una estrecha relacion entre las
investigaciones tedricas y experimentales que actualmente se realizan en esta area, hace
atractivo e importante el estudio tedrico de la reactividad y la naturaleza de la interaccién

metal — gas.

El estudio del rompimiento C-H en la molécula de metano presenta una ruta alterna para la
obtencioén de hidrocarburos saturados y olefinas. La vinculacidon entre lo experimental y
tedrico se ha dado a través de diferentes técnicas experimentales como: caracterizacién
espectroscopica, estudios de fotoexcitacidn, rayos X, etc. Estos dan informacion asociada a
la reactividad con respecto a diferentes estados electronicos que presentan los metales en un
proceso. El estudio de la interaccién metal —hidrégeno molecular, ha permitido comparacién
entre resultados obtenidos experimentalmente y los correspondientes predichos por quimica
cudntica. El caso de la molécula de metano depende de la naturaleza del metal empleado.
Maids atin, cdlculos tedricos de sistemas en los que participan metales de transicion se
dificultan debido a problemas inherentes a la correlacion electrénica, asi como a la gran
cantidad de estados electrénicos que surgen como consecuencia de la consideracién de la

capa ‘d’ metalica no-llena.

Acerca de la limpieza del agua, los colorantes, especialmente de origen sintético presentes
en las aguas residuales, son responsables de numerosos efectos nocivos para el medio
ambiente, la flora y la fauna acudtica. Entre los efectos mds importantes se encuentran la
reduccidn del oxigeno disuelto, la eutrofizacion, la formacién de compuestos recalcitrantes
y téxicos en las células y la obstrycgion del paso de la luz a los cuerpos de agua y el deterioro
estético. Por ejemplo, el rojo 2 es un colorante azo que puede causar intolerancia en las
personas afectadas por los salicilatos. Ademas, es un liberador de histamina, y podria

intensificar los sintomas del asma. También estd involucrado en casos de hiperactividad en




nifios cuando se usa en combinacion con benzoatos. Muchos paises como Estados Unidos
han limitado su uso porque crea problemas que requieren tratanﬁent(wédico. Cuando los
colorantes de tipo azo, también llamados reactivos, se vierten en los cuerpos de agua
producen aminas como consecuencia de la ruptura del enlace azo, que provocan muchos
efectos en algunos érganos humanos como el cerebro, higado, rifién, sistema nervioso central
y reproductivo.

La interaccion entre quitosano (adsorbente) y un colorante azoico (adsorbato), a
través de sus sitios de reaccion (ion de amoniaco del grupo amino protonado, y ion triéxido
de azufre del grupo sulfonato) respectivamente, proporciona el tipo de adsorcion existente.
Esto se hace primero calculando tedricamente su optimizacién geométrica y luego
construyendo la superficie de energia potencial fijando el ion de amoniaco y trayendo el ion
triéxido de azufre. La reaccién entre estos iones moleculares produce dcido sulfdmico que en
iones hibridos forma una molécula mds estable que la forma dcida neutra en estado sélido.
Las propiedades fisicas (estructurales y espectroscdpicas) y las reacciones quimicas del dcido
sulfimico son bien conocidas. En teoria, la estructura tanto de la forma de iones hibridos
como de la neutra se ha estudiado tedricamente con el uso de cdlculos computacionales. El
caso neutro se ha estudiado como isémero, y se conoce el uso de amoniaco para eliminar el

diéxido de azufre.

La interaccion entre un antibidtico (penicilina G) y un receptor (e-coli) es posible mediante
calculos de superficie de energia potencial (PES) y dinamica molecular. Estos célculos estan
relacionados con la estructura de las moléculas. Se realizan célculos paso a paso de un solo
punto de la interaccién de penicilina G con moléculas de e-coli a diversas conformaciones
geométricas para obtener pozos de potencial, con el fin de saber si hay atraccion o repulsién
entre ellos. Al calcular y graficar, las energias minimas de los pozos indican la posible
existencia de fisisorcion entre estas moléculas. Ademds, a partir de una dindmica molecular
de sistemas de moléculas de penicilina G con e-coli, se puede calcular la distribucién radial
para obtener la dispersion de las moléculas segitin la distancia, y entre otras cosas también es
indicativa de las interacciones entre las moléculas. Con estos cdlculos es posible inferir si el

microorganismo e-coli se puede extraer mediante fisisorcién con antibidtico penicilina G.




La ingenieria molecular ha sido basica en la construccion de resultados de modelos que, por
un lado, ayudan al disefio de sintesis experimentales que son muy costosos; por otro lado,
convalida mediciones experimentales cuando sus resultados son comparables a estas mismas.
Actualmente, se cuenta con herramientas de software clave para atacar reactividades entre
moléculas, que han sido un paradigma exclusivo de quimicos e ingenieros quimicos. El
desarrollo de la Fisica ha sido el ancla para que ahora exista lo que es bien conocido como
quimica computacional, mas alld de la reactividad de Lewis ya que la exploracion electrénica

en las reactividades entre dtomos y moléculas es directa.

La quimica computacional tiene sus raices en cdlculos ab initio con la ecuacién de
Schrodinger. El término ab initio significa ‘desde el principio’, y se refiere a cdlculos
derivados de principios tedricos, sin incluir informacién experimental. Las aproximaciones
usadas corresponden al uso de métodos numéricos, tales como los errores uncamiento o
de redondeo al resolver ecuaciones, el uso de cdlculo variacional, etc. El calculo ab initio
mds simple es el de Hartree Fock (HF), en el cual una primera aproximacion es la de campo
central. Este es un cdlculo variacional, y las energfﬁproximadas son iguales o mas grandes
que la energia exacta. Una segunda aproximacion es que la funcion de onda se describe por
una forma funcional, la cual se conoce solo para unos cuantos sistemas electronicos. Las
funciones usadas son las combinaciones lineales de orbitales tipo Slater o tipo Gaussiano,
abreviados STO y GTO, respectivamente. La funcién de onda estd constituida de
combinaciones lineales de orbitales atomicos, y mds frecuentemente de combinaciones

lineales de funciones base.

Adn existe el problema de modelar muy cercanamente a la realidad construyendo sistemas
de particulas que por su enorme tamafio son muy costosos computacionalmente, tal es el caso
cuando se trabaja con proteinas, o con micelas entre otros ejemplos. Se espera que con los
modelos Qubit computacionales se puedan atacar estos problemas sin costos
computacionales tan grandes. Ya ha sido un gran avance contar con CUDAs que han
permitido trabajar con tamafios gigantescos de particulas con el software GROMACS de

Dindmica Molecular.

El lector asiduo de este libro logra introducir y adquirir fundamentos basicos para entender

y entrenarse en realizar aproximaciones moleculares en modelos que resultan ttiles al ser




aplicados en la solucién de problemas que son afines a los que se encuentran en el desarrollo
de la ciencia y la tecnologia, como una alternativa a los desarrollos experimentales y que
estan fundamentados en las leyes de la fisica, la quimica, la biologia, las matemadticas,
etcétera. Ademds, tienen aplicacion en la ingenieria, la medicina, la electrénica de alto

rendimiento, y mas.

Este libro se presenta en unidades. La unidad 1 trata la estructura molecular y los potenciales
interatémicos; que entre otras cosas nos introduce a los postulados de la mecdnica cudntica,
la teoria de orbitales moleculares, y fuerzas intermoleculares. La unidad 2 trata con los
métodos de primeros principios e incluye brevemente la teoria de Funcionales de la
Densidad, los métodos semiempiricos y la Mecdnica Molecular. La unidad 3 se refiere a los
principios basicos de mecdnica cldsica y termodindmica necesarios en Dindmica Molecular.
La unidad 4 contiene una breve introduccién al método de Montecarlo. Finalmente, en la
unidad 5 se habla tanto del uso del software de simulacién molecular que ha sido empleado

por nuestro grupo, como uno o dos mds que seguimos explorando.




CAPITULO 1:
Estructura Molecular y Potenciales Interatémicos

La estructura molecular aparece con el descubrimiento de la tabla periddica de los
elementos y con la solucion tedrica al problema de radiacion de cuerpo negro desarrollada
por Planck [20-24], quien en uno de los osciladores arménicos que uso, encontrd en su
solucion que la energia es proporcional a la frecuencia. A la constante de proporcionalidad,
mds conocida como co te de Planck, se le identifica como cuanto de energia. Con la
solucidn al problema del efecto fotoeléctrico que consiste en el proceso por el cual se liberan
electrones de un metal por la accién de la radiacién, Einstein demostrd que la constante de
Planck relaciona la cantidad de energia que transporta un fotdn con la frecuencia de su onda
electromagnética, y quedd abierta nuevamente la idea de que la luz se comporta como
particula. Previamente, Maxwell sintetizd las ecuaciones de campo electromagnético
considerando a la luz como ondas. Posteriormente, Luis De Broglie demostré que la luz tiene
la dualidad onda-particula, es decir, se comporta como onda y como particula, y a esto se
debe el éxito del modelo del dtomo de Bohr. Es de esta manera como paso a paso va naciendo
la mecdnica cudntica y en consecuencia la quimica cudntica, con un fuerte fundamento en la
ecuacion de onda-particula de Schrodinger. Es €l mismo quien logra describir tedricamente
el comportamiento del dtomo de hidrogeno. De esta manera, se inician estudios de energia

potencial de interaccion de sistemas atomicos y moleculares.

Teoria de Bohr de los términos de Balmer

Para explicar la caracteristica de emision de luz por atomos, Bohr propuso dos suposiciones
basicas:

i.  Del nimero infinito de 6rbitas de un electrén alrededor de un nicleo atémico, las
cuales son posibles de acuerdo con la mecdnica clisica, solo- cievtay Srbitas
discretinsy realmente ocurren. Por tanto, en contradiccién a la teoria cldsica de
Maxwell, el electron, a pesar del movimiento acelerado no emite ondas
electromagnéticas (luz) mientras esté en una de estas orbitas discretas.

ii. Radiaciones emitida o adsorbida por una transicién del electron de v estodo
cuantico- v otro- por uw salto- cudndico- siendo la diferencia de energia entre

los dos estados emitida o absorbida como un cuanto de luz de energia hv' (h =
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constante de Planck,v' = frecuencia). La luz cudntica es emitida cuando el
atomo va de un estado de energia superior a uno de energia inferior, y es absorbida

en el caso inverso (conservacién de la energia). Se tiene la relacién hv' = E,, — En,.
siendo E,, y E, las energias de los estados superior ¢ inferior, respectivamente. Esta

relacion es la condiciow de frecuenciaw de- Bohw. El indice n de E distingue las

diferentes Orbitas y sus valores de energia de una a ofra.

Segtn Bohr, solo ciertas drbitas realmente ocurren y estas se seleccionan por el postulado de
. h
que el momento angulaw L ey wn muiltiplo- entevo- de h/2m, esto es L = no—. Es
decir, como L = r X p (r es el vector de posicion y p=myv es el momento lineal «m es masa
y v es el vector de velocidad») cuando los ejes son perpendiculares L. = rp sen90°, o bien
L = mvr; por lo tanto, mvr = nzL donde n = 1,2,3, ... es llamado el nimero cudntico
m

principal. Despejando r obtenemos
h

2mmv

r=n (1)
Suponiendo que las drbitas son circulos de radio r, podemos aplicar la segunda ley de
Newton. Dado que existen una fuerza es de atraccion Coulombiana, y una fuerza de

aceleracion es la centripeta, de su balance de equilibrio se tiene que

Feoutomp = Fc‘entripeta

Ze? mv? Ze?
e @
T T mv
Sustituyendo en la ecuacion (1) se tiene
Ze? nh 2nZe? 2mmZe?
- = = v = my = —
mv?  2mmv nh nh
Al sustituir nuevamente en la ecuacion (1) se obtiene
nh
r=——
2mrmZe
2m—
nh
Reacomodando se obtiene el radio de la 6rbita circular
n%h? 3)
Y =——=
4n2me2Z

para Z=1,y n=1 se obtiene la érbita mds pequeiia posible




hZ
- =ay, = 0.529A

r=—-
4m2me?

conocida como radio de Bohr.

Para drbitas circulares, la energia total es

Ze? 1 .
E = energia potencial + energia cinética = - + Emvz
Entonces, usando la férmula (2), obtenemos
- Ze* 1Ze*  Ze®
T r * 2r  2r
Sustituyendo el valor de r de la ecuacion (3) y usando u en lugar de m, obtenemos
Ze? _ 2mpet Z*
En=_2 nZh2 0 bien EHZ_T? (4)
4mipe?Z

Por la segunda suposicion de Bohr hv' = E,| — E,,,, la condicién de frecuencia es:
v E, En 1
= = =—(En, —E
¢ hc ke v hc( T T
Por lo tanto, los nimeros de onda de las lineas espectrales emitidas estdn dadas por
2rpet (1 1
v=" (_2 - _2)
ch n; n

1

donde n, y n, son los niimeros cudnticos principales de los estados superior e inferior.

Balmer midio el espectro del 4tomo de hidrégeno y propuso la férmula empirica
R R

V=———
ni n?
para representar dicho espectro. El acuerdo entre las frecuencias resultantes de Bohr (tedrico)

y de Balmer (experimental) es excelente como punto de partida de la mecdnica cudntica.

Ecuacion de Schrodinger

Luis de Broglie para demostrar que la luz tiene la dualidad onda-particula, propuso que cada

objeto con momento también tiene asociada una longitud de onda
h h

La longitud de onda A de De Broglie es inconmensurablemente pequefia para objetos

macroscdpicos tales como una pelota, o una bala, que son descritos por la mecdnica cldsica.




Sin embargo, para particulas subatémicas, y en particular el electrén, la longitud de onda de
De Broglie es comparable en tamafio a enlaces quimicos. Tres afios después de que se publicd
la hipétesis de De Broglie, Schriodinger definié la mecédnica ondulatoria, y resolvid el
oscilador arménico y el atomo de hidrégeno.

La forma general de una onda puede ser descrita como una exponencial compleja con

amplitud A, frecuencia o, y longitud de onda A.
X
Ip(x, f) — AeZm.(I—mt)
Derivando con respecto a x unidimensionalmente en el espacio, sustituyendo la longitud de

onda de De Broglie 1 = = y del hecho de que i = ,— se obtiene

dy 2mi ZmG_wt) 2mi ip
—_=—A = —_— = —_
dx A ¢ 2P =R

donde (x,t) es una funcién de onda que depende de la posicion y del tiempo, p es el

momento lineal,

d2  2miNE | ni(R—wr) (270 ZmT
a = () 4 = (5 )“”— M‘

d2yp 2m(E -V) )
= = P Y o bien

hz 2
Hy =Ey

Es la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para la cual E es la energia total, y

ﬁ?

, oo H = T 4V = 2 gy = 2
H es el operador de energia o Hamiltoniano H =T + V = ot V= py———

+ V, parael cual

T es la energia cinética, V es la energia potencial, y p es el momento lineal. Ahora, si

derivamos la ecuacién de onda respecto al tiempo se tiene que

alnb Zm(z—wt) s E
Fri —2miwAe = —r.gt,b
Para £ = hw. Por lo tanto EY = —?%. Y al sustituir en la ecuacién de Schrodinger

independiente del tiempo, queda deducida la ecuacion de Schrodinger:

h? d? ho
i o1

2m dx? Ciot




Schridinger encontré solucion analitica para el problema del atomo de hidrégeno. No
obstante, con su ecuacion se pueden resolver numéricamente sistemas de pocas particulas
con simetria bien definida. El cédlculo computacional se va haciendo lento conforme el
sistema crece en nimero de particulas, y se simplifica tomando solo la parte electronica del
Hamiltoniano de acuerdo con la aproximacion de Born-Oppenheimer y el método de campo
autoconsistente. De manera que quedo abierta la posibilidad de resolver reactividades
quimicas, y aparecid la quimica cudntica. Esta se ha apoyado en los postulados de la mecanica
cudntica:

Postulado 1. El estado del sistema es completamente descrito por una funcion Y (ry, 7y, ..., t),
conocida como funcién de onda de un sistema.

Postulado 2. Los observables son representados por operadores Hermitianos que satisfacen

las relaciones de conmutacién.

l[9.pg) =ihé  [a,d'1=0  [pgpy]=0

donde las q denotan las coordenadas de posicion, y las p, las de momento lineal.
Postulado 3. Cuando un sistema queda descrito por una funcion de onda el valor medio de
la observable ) en una seriec de mediciones es igual al valor esperado del operador

correspondiente

[y -Qydr

W T

donde la funcion de onda es una combinacién lineal de las eigenfunciones de Q2

Y= Z Cob,  Nbtese que O, = @b,

Postulado 4. La probabilidad de que una particula sea encontrada en el elemento de volumen
T en un punto 7 es proporcional a: [(r)|*dr.

Postulado 5. La funcién de onda I,b(?‘l, T3 t) evoluciona con el tiempo de acuerdo con:

L 0P
ih—== Hy
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1.1 La Aproximacion de Born-Oppenheimer

Los orbitales moleculares y las superficies de energia de las interacciones dtomo-dtomo,
atomo-molécula y molécula-molécula se pueden encontrar resolviendo la ecuacion de onda
de Schrodinger independiente del tiempo para sistemas multielectrénicos. Dicha ecuacién de

Schrdodinger en notacion de Dirac estd dada por

Hly)=Ely) )

donde H es el opera amiltoniano de un sistema molecular (constituido de N electrones

y S nicleos). E es la energia del sistema y ¥ es la funcion de onda del sistema. El

Hamiltoniano completo (en unidades atomicas) esta descrito por la siguiente expresion:

N NN

(6)

5
Z_ o= 2M

=1 w=l k=1 U‘ =] ],U/V v k=l

En esta expresion, M es el cociente entre la masa del nicleo y la masa del electrén, y Zi es
el niimero atémico del niicleo k. Los operadores laplacianos V,> y VA2 indican diferenciacién
con respecto a las coordenadas del g-ésimo electrén y del k-ésimo nicleo, respeﬁamente.
La distancia entre €l z-ésimo electron y el k-ésimo niicleo es r,i; Ry representa la distancia
entre el k-ésimo nicleo y el /-ésimo nicleo y r,. es la distancia entre z+-ésimo electron y €l
v-ésimo electron. El primer término del hamiltoniano es el operador de energia cinética de

electrones, el segundo t€rmino representa el operador de energia cin€tica de los nicleos,
el tercer término representa la energia potencial de la atraccion coulombiana entre los
electrones y los nicleos, el cuarto representa la energia potencial de repulsion entre
electrones y el quinto término representa la energia potencial de repulsion entre nicleos. La
ecuacion (6) depende de las coordenadas de los nicleos y los electrones, y por lo tanto la
solucion de la ecuacion de Schrodinger depende también de ambos conjuntos de

coordenadas.
Hy(r,R) = EY(r,R) (7)

En donde r representa a las coordenadas electrénicas y R a las nucleares.
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Como la masa del micleo es ~1800 veces mayor que la masa del electrén al comparar
el primero con el segundo término del Hamiltoniano (6), se encuentra que el movimiento de
los micleos es mucho mis lento que el de los electrones. Esto permite considerar el
movimiento de los electrones como si los nicleos permanecieran fijos en el espacio. Un
ligero cambio en el movimiento de los nicleos deja practicamente a los electrones en un

estado estacionario.

A su vez el movimiento de los niicleos puede describirse como el resultado de un
campo promedio debido a los electrones actuando sobre estos. En términos de la funcién de

onda, lo anterior significa que esta funcién puede escribirse como un producto de funciones

Y(1, R) = Yr(r)¢(R) 8)

donde la funcion Yy (r) es la funcién de onda electrénica para posiciones nucleares fijas, la
cual depende solo de los estados cudnticos de los electrones; es decir, esta funcion depende
paramétricamente de las coordenadas nucleares. La funcién ¢p(R) es la funcién de onda
nuclear. Esta describe el movimiento rotacional y vibracional de los niicleos en un potencial

proporcionado por los electrones.

Entonces, debido a la gran diferencia entre las masas de los electrones y de los
nicleos, los electrones responden instantdneamente al desplazamiento del nicleo, y dado que
los niicleos se mueven mas lentamente, se consideran fijos, mientras que los electrones en
una molécula se mueven en el campo de estos micleos fijos. Por ejemplo, en el caso de una
molécula diatdmica la ecuacion de Schrédinger se resuelve tomando los niicleos estaticos, y
considerando solo el movimiento de sus nubes electronicas. Soluciones a la ecuacion de
Schrodinger para diferentes arreglos geométricos permiten construir curvas de energia
potencial, y aun para moléculas poliatdmicas se construyen superficies de energia potencial
(PES —por sus siglas en inglés). Este es el primer paso de la aproximacion de Born-

Oppenheimer, confiable en el estado base del sistema.
La ecuacion de Schrodinger que describe el movimiento de los electrones,
considerando que los nicleos permanecen fijos viene dada por

N

2, ‘%""5 Zrﬂﬁzrﬂv ZZ"Z{’ V() = EY(r) ©)

p=1
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A esta expresion se le conoce como la ecuacion de Schrodinger electronica.

Para separar el movimiento nuclear, la expresion para la funcién de onda dada por la

ecuacion (8) se sustituye en la ecuacion de Schriodinger del sistema molecular, esto es

N s s
1 Lyl _

p=1

Para desarrollar la ecuacidn (10) se necesitan las siguientes derivaciones:
60
V[r MPR)] = Vi [Vi (Y ) D(R))]
=V [(Vier ()P R) + Y 1)V p(R)]
Vi AP = (Ve () dR) + 2V () Ve R) + e (VR (11)
V2 [ (PB] = Y, - [V, (1 P P(R)]
=V [(VWRG‘)) qb(R)]

= p(RIV (1) (12)

Sustituyendo (11) y (12) en (10) se obtiene

—Z [0 0800 + 3 (750 ) 60| - sz DI

i[( v2+z )wR(r)}MRH(ZZ"ZHZ )lpR(r)(p(R)

u=1 k=>f
= &r(MP(R) (13)
dentro de la aproximacién adiabdtica o de Born-Oppenheimer se considera que la funcion
electrénica varia muy lentamente con respecto a las coordenadas nucleares, entonces es

posible despreciar los términos de la primera sumatoria; por lo tanto, la ecuacién de

Schrdodinger de un sistema molecular queda dada por
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> 1 5 [/1 > 7,
= D i VeIvEBE) - ; [(5 v +kzm—k) wm] $(R)

k=1

ZZ"Z{’ — |¥e(MSR) = EYa(IBR)

Tie T;.w

donde € es una energia aproximada.

Comparando la ecuacion (14) con la ecuacidn (9) se ve que

s
- Z ﬁ‘fh\? PIVip(R) + EYr(r)p(R) = EPr()P(R)
k=1

Factorizando la parte electronica se tiene lo siguiente

5
[— 2 TOR) + EP(R) — EP(R) | Y1) = 0
k

k=1

como la funcién electrénica Y, () no es cero, entonces
1
= - ViO(R) + E6(R) = E4(R)
M,
k=1
de donde

¢(R) = Ep(R)

5
1w
£a2My ket

Comparando con la ecuacidn para el atomo de hidrégeno se puede concluir que la ecuacion
(18) es la ecuacion de Schridinger que describe el movimiento de los niicleos en un potencial
V = E(r), proporcionado por los electrones. En resumen, dentro de la aproximacién

adiabdtica las soluciones de las ecuaciones (9) y (18) describen los movimientos electrdnicos

y nucleares en un sistema molecular, respectivamente.

Bajo esta aproximacion, el operador de energia cinética de los nicleos se ha
despreciado, entonces la energfa potencial de la repulsion de los niicleos se considera como
una constante. Los términos que sobreviven a esta simplificacién constituyen el hamiltoniano

electrénico que describe el movimiento de N electrones en el campo producido por S niicleos
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fijos [20]. Por lo tanto, esta ecuacion corresponde tinicamente a la contribucidn electrénica
(hamiltoniano electrénico), y para considerar la energia total del sistema es necesario
adicionar la energia de los nicleos

N

N 5 Zk N N 1
-2 3% ZZQ—JZZ?«;- (19

u=1 1k=1 1u>v

| =

Entonces la ecuacion de Schrodinger electronica esta dada por
Heh\cr Wa'ft'LT = Ea'h'u Wa'fatt ’ (2 0)
donde ¥, es la funcién de onda electrénica

Weteer = W etect (r,u R, ) ; (21)

la cual contiene informacién fisica acerca de los electrones de la molécula. Esta funcion
depende explicitamente de las coordenadas electrénicas r, e implicitamente de las

coordenadas Ry de los niicleos, de manera similar que la energia electrénica

E,=E,.(R,). (22)

La energia total en la aproximacion de nicleos fijos viene dada por

5 5
Epy=E .+ ), ; ;.", L, (23)

donde la repulsion nuclear es constante. Entonces, la ecuacion (23) conforma el problema

electrénico de una molécula.

Para el tratamiento del movimiento de los micleos que es el segundo paso de la
aproximacion Born-Oppenhaler se procede de la misma forma que en el problema
electronico, reemplazamos las coordenadas electronicas por sus valores del promedio
obtenido sobre la funcion de onda electronica. Lo anterior genera un hamiltoniano nuclear

para el movimiento de los nicleos dentro del campo promedio de los electrones.

5 V: N N S5 N N 5 5 Zj,- Zjl
He =gt ~33vi-3 3443 3 L) 3 50 4
L

k=1 wu=1 w=l k=1 ;m w=l vzl ,V k=l =k
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B & V . & & Zk Zjl
_;2Mk +Edc'd(Rk)+Z Z R;;j

k=1 I=k

]

5
Vi
de donde Hnuclear == Z M + EtotaI(Rk) (24)
k=1

La Eai(Ry) proporciona una energia potencial para el movimiento de los niicleos. En general,

esta funcion constituye una superficie de energia potencial como se muestra

esquematicamente en la Figura 1:

tortal

Figura 1. Tlustracion de una superficie de potencial

Las soluciones que proporciona la ecuacion de Schrodinger nuclear:

H nudem‘Wﬂ uclear = éWJuu'Fem' b (25)

describen la vibracidn, rotacion y traslacion de una molécula, donde la funcién de onda es:

liynm‘fmr = 'iynudmr (Rf‘ ) ’ (2 6)

y £ es la aproximacion de Born-Oppenheimer a la energia total de la ecuacién (5) e incluye

la energia electrdnica, vibracional, rotacional y traslacional del sistema en consideracion. La

aproximacion correspondiente a la funcion de onda de la ecuacidn (5) es:
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lf'/(f;{ * Rk ) = lfr/efecr (r,u ! Rk )Ifr/mrdear (Ri. ) . (2 7)

Debido a que en el primer paso de la aproximacién de Born-Oppenheimer se considera que
los micleos "estdn fijos" (movimiento lento respecto a los electrones) y que la contribucién
por repulsién de los nicleos es "constante”, en lo que sigue, se considerard sdlo la parte
electronica de la ecuacion (23). En estas expresiones tanto el hamiltoniano electrénico como
la funcion de onda electrénica se presentan sin el subindice elect, esto por el uso de la
aproximacion de Born-Oppenheimer y por lo tanto la solucion de la ecuacion de Schrédinger

electrénica estd determinada por:

HY(# R) = ERY(,R), (28)

para un conjunto fijo de niicleos localizados en R . Asi, el hamiltoniano estd dado por:

N 1 N N 5 Z N N l
H=- EV;— DD Y — +cte. (29)
=l p=l k=1 r#,l‘- p=l =l r.»‘-”"

En cdlculos de estructura molecular es conveniente no incluir la energia de repulsion nicleo-
nicleo en H, y sumarla tinicamente al final del cdlculo como un término constante para cada
configuracién de los nicleos. Existen bdsicamente dos metodologias principales para

resolver esta ecuacion:

La primera, relacionada con los calculos ab initio, donde sggscoge un modelo para
la funcion de onda electronica y se resuelven las ecuaciones (28), utilizando como entrada
solo los valores de las constantes fundamentales y los mimeros atémicos de los nicleos. La
precision esta determinada fundamentalmente por el modelo seleccionado para dicha funcion
de onda. Es importante mencionar que para moléculas mayores los calculos ab initio son
computacionalmente muy largos, dando lugar al desarrollo de los métodos conocidos como
semiempiricos o aproximados para tratar una variedad mas amplia de especies moleculares.
El uso de pseudopotenciales permite mantener el estudio ab-initio por lo menos de los
electrones de valencia, esto es, aquellos que toman parte en la formacion de las ligaduras del

sistema molecular o supermolecular.
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La segunda metodologia tiene que ver precisamente con los métodos semiempiricos,
en éstos se hace uso de una forma simplificada del hamiltoniano, asi como de parametros

ajustables con valores obtenidos de datos experimentales.

En ambos casos es una tarea extraordinaria calcular las energias llamadas
quimicamente precisas, es decir energias con un error de 0.01 eV (~0.23 kcal/mol) de los
valores exactos. Dado el gran niimero de integrales que se tienen que resolver con métodos
ab initio, el método semiempirico manipula para despreciar o aproximar muchas de estas.
Por ejemplo, la integral de traslape S la pone igual a la matriz identidad I. Esto implica, por
ejemplo, que la ecuacién de Roothaan se use como transformacion lineal facil de manejar

algebraicamente.

Como un ejemplo sencillo, consideremos el caso unidimensional de un ion molecular de
hidrégeno con movimiento confinado al eje z, el hamiltoniano del sistema es

hZ az hZ aZ
= ameor~ Lamaz V@I %)

donde z es la localizacion del electrén y Z; (i = 1,2) la de los dos niicleos (Figura 2):

Figura 2. Localizacién del electrén entre dos niicleos en el eje z

Elhamiltoniano es igual a la energia cinética del electron mas la energia cinética nuclear mds
la energia potencial del sistema.
H=T+Ty+V
La ecuacion de Schrodinger es
HY(z,2,,Z,) = E¥(z,Z,,Z,)
Proponemos la solucién
¥Y(z,Z21,Z,) = Y(2,Z1, Z2)x(Z1,Z2)
Donde 1 es la funcion de onda electrénica y y es la funcién de onda nuclear. Sustituyendo
esta solucidn en la ecuacion de Schrodinger se tiene:
Hy = xTep + YTy +Vipy + W = Eppy
donde
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Rz (o ay %P
w=-2 Tm(za_zia_zf_azfx

=12
W es responsable de los llamados "efectos no-adiabdticos", que pueden ser muy importantes

cuando las interacciones entre estados electronicos son significativas. Esta ultima cantidad
i a1 L,
es distinta de cero porque ¥ depende de las coordenadas nucleares, por lo que - también es
i

distinta de cero. Sin embargo, debido a que las masas nucleares se producen en el
denominador, suponemos que W es pequeiia y puede despreciarse, entonces

XTep + YTy +Vipy = Epx
o bien,

WTwx + (Tep + Vip)x = Ex
separando variables se tienen las ecuaciones:

Ty + VY = E.(Z, Z)Y
Tyx+E.x =Ex
Las soluciones son la funcién de onda electronica 1 con eigenvalor E.(Z,,Z,) y un potencial
V que depende de la localizacion de los dos niicleos; y la funcién de onda y de los nicleos
cuando la energia potencial nuclear, ahora representada por E,, tiene la forma de la curva de
energia potencial molecular.
En este ejemplo se ve con claridad la separacién de las ecuaciones diferenciales de

Schriodinger, una para la parte electronica y la otra para la parte nuclear.
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1.2 Teoria Orbital Molecular

Un sistema molecular es un arreglo de niicleos y electrones que interactiian mutuamente

mediante fuerzas electromagnéticas y cuyo comportamiento viene determinado por las leyes

de la mecdnica cudntica. Por ejemplo, una molécula en un arreglo estructural entre moléculas.

La aproximacion mds cercana a la descripcion tedrica de sistemas moleculares es

desde el punto de vista de la mecanica cudntica. De esta manera se pueden determinar

propiedades electronicas de atomos, moléculas, o sistemas moleculares. El sistema mas

sencillo es el @tomo de hidrogeno, el cual esta constituido por dos particulas de cargas iguales

y opuestas: un protén e* y un electrén e~.

Sistema de dos particulas

Despreciando la interaccién gravitacional sobre las dos particulas del atomo de hidrégeno,

se tiene un sistema en el que las dos particulas interactiian mutuamente mediante la fuerza de

Coulomb como se ve en la Figura 3:

A
Z

X
Figura 3. Fuerzas de atraccion entre cargas

Y

La fuerza de Coulomb entre las dos particulas viene dada por

F.o = kq,q,(r, — 1)
12 lry — 1|3
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F, =—F;y,

r, =1r; +Ar = Ar=r,—nr

La fuerza total sobre el sistema de particulas viene dada por la suma vectorial de las fuerzas
que actuian sobre cada una de las particulas
F=F +F,
F, =F,, F,=F,,
Centro de masa: Toda la fuerza y masa se concentran en el punto asociado al sistema de
particulas que se mueve como si ahi se concentrara toda la masa y fuerza.
Por otro lado, sabemos que la posicién del centro de masa de un sistema de particulas

viene dada por
S myry +m,r,
c™M =" [
mq + m,
donde m; y m, son respectivamente las masas de las particulas con vectores de posicién r
1 2 1
y I, con respecto a un origen de coordenadas. Derivando con respecto a t se encuentra la

velocidad del centro de masa

drey  d (mur; +myr,
dt _dt(

o bien Vey =
my +m;, )

Derivando nuevamente se encuentra la aceleracion

ycomo mya, = F, y mya, = F, la aceleracion es

o — F,+F,

M= —
m; +m;

Nétese que si F; + F, = 0 entonces agy = 0 y al integrar esta se obtiene vy = cte.
Tomando un sistema de particulas con masas m, y m,, respectivamente, como se ve

en la Figura 4:
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my, fh

e
my, q;

T2

X
Figura 4. Sistema de dos particulas de masas m; y mp, y cargas ¢ y z.

la ecuacién de Schridinger viene dada por (las unidades de la ecuacidn son cgs):
h? h?

Vi —Z—V% +V(ry —1r) | PGy, 1) = EY(ry, )
m;

B 2my
Donde V es la energia potencial del sistema de particulas debido a la fuerza de
interaccion (electrostatica, fuerza de Coulomb)
Con el teorema de trabajo y energia se obtiene la fuerza para llevar la particula 2 hasta
la particula 1
FT2=F12+Fext
B 1
W,z (Total) = fc Fp-dr = fm Fp-dr= Emg(vf; —v3)
donde C es la trayectoria recorrida entre las particulas. La energia potencial es el minimo

trabajo externo para tener la configuracion

rB rB rB 1 . .
[ it P edr = [ Fipedrt [ Fedr = gma - v

ra A TA 2

Despejando el trabajo externo se tiene

rg rg 1 ] ]
[ Fewrar == [ "R dr e+ 3my g - v

ra T4
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si la velocidad es constante, entonces v2 — v = 0, y el trabajo es una fuerza conservativa

que solo depende de los puntos finales, no de la trayectoria. Entonces, si v = cte
B B
41492
f Fext-drz—f Fp,-dr =k ———
rA ra |r2 - rl |
=V(@r,—ry)
como k = 1 en unidades cgs, entonces

h? h? 4142
-V — 241
[ zml 1 5 2

2m

] I,D(Tl, Tz) = El,b(?‘l, Tz)

lry — 7]
Se resuelve la ecuacidon de Schrodinger para encontrar las eigenfunciones i y los

eigenvalores E. La ecuacidn de Schridinger para el sistema de particulas viene dada por

S L
[_ 2my Vi B 2m, Vi * VS] Yy, ra) = Eplry, 1)

donde Vs = | 142 es la energia potencial del sistema.
rz—ry

En nuestro caso, se desprecia la masa de las particulas, y la fuerza gravitacional; solo
se consideran las fuerzas electrostaticas internas. Ademas, el centro de masa se mueve a v =
cte.

Ahora bien, pasamos de una ecuacion de seis variables a tres variables usando

I,b(‘]"l, TZ) = IP(TCM! r, - Tz)
es decir, se pasa la ecuacion de Schrodinger a términos de las variables relativas (r; —r,) y

de las coordenadas del centro de masa (ver la Figura 5)

_omyry +m,r,

r=1r,—1r, R =
my +m;
Explicitamente, estas variables son:
X =Xy — Xy, Y= —DYu Z=21— 2y
 myXy X, Yy tmyy, oz tmyz,
R — ’ R — ’ R —

mqy +m, mqy +m;, my +m,

con R=CM
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q1

Figura 5. Sistema de referencia hacia el centro de masa

Considerando dos funciones (r,,r,) y WY(r,R) relacionadas por ¥Y(ry,r;) =

'l’(r(rl,rz), R(ry, rz)). Y con el cambio de variable y(r,,r,) = h(r(rl,rz), R(ry, rz))

Mqr1+msrs

donde (r,R) = (rl — Ty, ) con h: R® — R® . Entonces, del cdlculo de varias

mq+nig
variables se tiene que (D — derivada)
Dy(r,,r,) = DY(r,R)

El Jacobiano de la transformacién ¢ (xq,y1,21, %3, ¥2,22) — WY(x,y,2,X,Y, Z) estd dado

6x1 6y1 aZl_ axg ayz 622
dy 9y 8y 8y dy Oy
6x1 6y1 aZl_ axg ayz 622
dz dz dz dz dz 0z

xy.zX Y2 | 9%y 8yy 8zy 8xp; dy: Iz
xbybszzjyzjzz)_ 9x 9x 9x dx 09X X
dxq dyvq dzy dxo dya dzy
ay  ay ay ay  ay ay
6x1 6y1 aZl_ axg ayz 622
¥4 az -4 az az 62/

dx dx dx dx dx dx \

por J (x4, ¥1, 21, X2, Y2, Z;) :j(

6x1 6y1 aZl_ axg ayz 622

Evaluando las derivadas parciales y definiendo M = m, + m, se tiene la siguiente matriz
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1

0 0 -1 0 0
1 0 0 -1 0
0 0 1 0 0 -1
My o ™ 4 ¢
M M
my m;
0 — 0 0 — 0
M M
my msy
0 0 — 0 0o —
M M

El producto del gradiente de la funcién de onda por el Jacobiano nos da:

vqjj(xlj Y1, 21, X2, Y2, ZZ)

1.0 0 -1 0 0
01 0 0 -1 0

00 1 o0 0 -1

v av v aw aw awy 1™ o o M2 o
_(ax’ay’az’ax’ay’az) ‘“: mo ‘“: m

M M
1 m,
0 0 o 0 4

¥ m oY ¥ m ¥ Y m,o¥ ¥ m,o¥ ¥
‘(a Max'ay "M Moz ox TMax' T ay
my,d¥ ¥ m, oV
Mov' oz Eﬁ)
Ahora bien
oY Y my 0¥

_o¥ m oY ™

ov, ox Tmoax,” T Vn¥ = VWA VeY
dp ¥ m, oV o v —owa ™o
. oxtTmax,” T TR =V

vf‘ll'b = vrl. ’ [vrll'b]

AR (AT ARIATE AT
2m,

Ve (0) + (H)Z A

m,

= VY +

En forma andloga

; ; 2m2 msy 2 .
Vi = VEY - B (7,9) + (ﬂ) v2y
Sustituyendo en la ecuacién de Schridinger, se tiene
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R? h? hz VY T2y
_— T2 — —— = |17
2m, iy 2m, Vi = m, + mz]

2 .
[—v2w+Mv,, (V,9) +— v2w+—v2w—ﬂvr-(vrw)+%vf{w]

h; (mil + —2) vy + (T +22) vﬁw]
h2r/1 1y .

--= _(E1 + mj) V2w 4 (m) vﬁw]

= _5_2 EVZLIJ + (#) VZLIJ]
2 lu " my +m,/) B

Dado que — = — + miz =u= I:;er Reacomodando y arreglando se encuentra que
h? h?
" 2m, r“'b_—vv [ v (ml +mz)?§'~l’]
Dado que —%V% Yp—-—Viy = —EVEZLP —Z‘V%Ll‘ se tiene que:

h? h?

—z—vhp— o VAW + VoW = EW

_ M4z —
donde Vg = Exm—r y r=|r, —r,

Separando variables

¥Y(r R) = Ur)P(R)
VZ2¥(r,R) = Y(R)VZU(T)
VE¥(r,R) = UM VY (R)
Sustituyendo en la ecuacién de Schridinger se tiene
2

2
——IP(R)VZ’U(T) 737 YMVEP(R) + V) U (R) = EUT)YP (R)

Multiplicando ambos miembros por m se tiene que

Gl V2U(T) L Viy(R) + V(1)
2uu@) " 2 PR Y
La energia total se puede separar en una energia radial y una del centro de masa

E=E.+Ey donde Eqy=Ej,

entonces
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h2 1 h2

2 Al 2 - =
dado que son 1ndependlentes, se tienen las ecuaciones de Schrodinger radial y la del centro
de masa:
hZ
——V2U(r) + V(@) —E, =0
“2uU(r) ) "
hZ

Mientras la ecuacidén de Schrodinger del centro de masa

hZ
— 57 VRV (R) = Exp(R)

se comporta como una particula libre, la ecuacion de Schrodinger de la parte radial es
2

- h— vzu(r) +U@V(r) = EU)

Sig,=-e y g, = Ze,ycomo la masam, del protén es mucho mayor que la masa m,
del electrén, y dado que u = —2"2 sim, >m; = u =m. Por lo tanto
mq +13
2 7ol
- -—U(r) =EU
o —U) = EUT)

La ecuacién de Schridinger de un electrén e~ en presencia de un nicleo de nimero atémico
Z, o bien la ecuacion de Schrodinger del dtomo de hidrégeno.

Las coordenadas naturales para resolver esta ecuacion son las coordenadas esféricas
(Figura 6) con las condiciones de frontera r — oo cuando U — 0. Al transformar de
coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas se obtiene el laplaciano:

92 ? az , 9% 24 1 2 1

a
22 Y 9 i 27 2 4= —
V= dx? * dx? + axz v dr? + ror +?"2.S‘€?’£9 ap? +r2 cotd a0

Ve 19/,0 1 92 1 4 0 ad
T2 ar(r ar)+r258n286(p2 +rzsen6 6‘8( sen 6‘8)

Aplicando este operador Laplaciano a la ecuacién de Schrodinger con U(r) = Y(r, 8, ¢)

10 ( 231,b) 1 0%y 1 0 ( ganp) Zm1 g Ze? —0
r2or\" ar) " r2senz6 dp? +rgsen6 ae * v=

Se propone la solucion

P(r,6,9) = R()Y(6,9)
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-

Y

r=(xy,2) coordenadas cartesianas
x = (rsenf)cosg
= (rsenf})sen(p} coordenadas esféricas
z =rcosf

Figura 6. Transformacion de coordenadas cartesianas a esféricas

Sustituyendo el cambio de variable se tiene

1a,/ .02 2
o (7 3 ROV O.0)) + o S ROV, )]
d 72
+r 25enf 96 (Sen&—[R(r)Y(e (P)]) -|E +—] [R(Y(6,9)] =0
Y(6,9) 0 ( ,0R(r) R(r) 9%Y(6,9)
r? g(r ar ) r’sen?8 d¢?
R(r) @ (o, 2mi [ ze?
rzs(:rzé? %(Senﬂ (39 (p)) * ;1 [E + %] [R()Y(6,9)] =0

2z
Multiplicamos esta expresion por el factor m y se obtiene
1 9 ( ,0R() 1 1 0%Y(8,¢)
R(r)or "o + Y(6,p)sen?8 dp?
1 1 0 ay(e, 2 [ Ze?
PR S Y UL () Wl PO B
Y (8, ¢)send 06 ae h? T

2 dR(r)
dr

dR d?
) 2r (r) —+r z o7 y reacomodando, se encuentra que:

2 (dzR(T) ZdR(r)) 2m,r? [E Ze?

d
Dado que - (r

R\ drz " r dr h2 r

T A
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1 1 9%Y(6, ) 1 1 9 Y (e, o)
+ - - — | senf—————| =0
Y(0,@)sen26  d? Y (6, @) sen6 08 a0

La parte de la ecuacién que es funcion de la distancia se reconoce como f(r) = 4, y la que
es funcién del dngulo como q(8, ¢) = —A, tal que al sumar estas dos funciones se anulan,
esto es
f(r) +q(6,9)=0
Con esto, la ecuacion de Schrodinger se logra separar en dos ecuaciones, una radial y otra
angular. Multiplicando por Y (8, ¢) la parte angular, se obtiene
%Y (8, ) ayY (e, ¢) 1 32Y(6,¢)

302 cotf 30 + sen?® 3¢ +1Y(6,0) =0
Se propone ahora
Y(8,9) =T()
De manera que ahora al sustituir queda
d*T(6) dr(8) T(6) d?F(¢)

F(@)W+F((p)cotﬁ 10 sen?8 dg? + AT (O)F(p) =0

2
Multiplicando por % se puede separar variables como sigue
sen*0 d*T(0) sen?Bcotd dT (0 , 1 d*F
(2)+ ( )+Sen29;1+—7(f)=
T(®) do T(8) de F(p) do

La parte de la ecuacion que es funcién de 6, se reconoce como g(6) = m ,ylaque es funcién
de @ como h(p) = —m,talque al sumar estas dos funciones se anulan, y con eso se satisface
la ecuacion diferencial, entonces
1 d*F(p)
Flp) dg?
sen®6d?*T(8) senOcotd dT(8)

2 _
T(@) dez T T ag Temdi=m

O bien
d*F ()
0?2 +mF(p) =0
d2T(0) dT(8) m
i +cotd—=+ (A= ——)T(6) = 0

Sim < 0 la solucion general es F(@p) = Aei™%
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Nétese que
F(p) = F(g + 2m)

Aeimtp = Aeim(tp+23r)

Aelme :AetmthZHmL eZ:ﬂrmL =1

Por la relacién de Euler e® = cosf + isenf se tiene que

cos(2mm) + isen(2mm) =1 m=0,+1,+2,43, ...

Sim > 0,y como m? siempre es positivo, entonces

1O | o0 T (1= ™ 1oy =0
a0z %" e sen? -

Si x = cosf hacemos cambio de variable T(#) = P(x(ﬁ')) para poder resolver la

ecuacion diferencial
dT(9) B dP dx dT B 0 dP
40 dxde . do_ M

cos?0 +sen?f =1 = sen?0+x2 =1 = sen?d =1 — x?

senf = (1 — x?)1/?

dT dpP
— (1 _ y2\1/2
2 = "X
42T d dT o d dp
202 ~dgas - "‘”1“5(‘(1 - _dx) con
d
= —(1—x2)1/2 __
ag -~

d?T - -d?P 1 2x dP
LY ey Y e
do? dx? 2.1 —xzdx

dZT_(l 2)aﬁzp dpP
a6z o ez Y ax

Finalmente, sustituyendo estos operadores en la ecuacion diferencial se tiene:
2

d?P dpP X dpP m
1-x2)— — x— (—1— 21/2—) A-——_)p=0
a-x )dxz xdx+\21_x2 (1 =x% dx + sen?6

Es decir, se tiene la ecuacion asociada de Legendre:

. d*P(x) dP(x) m?
(1—1‘2) dx2 — 2x dx +(}L—W)P(l‘)=0

si x = 1 existe divergencia.

pra—1<x<1 y m=0,4+1,+2,43, ...
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d?P(x) 2x  dP(x) A m?
—— - —— — |P(x) =10
dx? (1—x2) dx (1—-x%2) (1—x2)?
La ecuacién es de la forma
¥+ Py +Q()y =0

Lo usual es usar el método de potencias o método de Frobenius para resolver esta ecuacion;
sin embargo, si tiene puntos singulares (regulares o irregulares) se debe tener cuidado al
proponer la solucién en potencias [25]. Si P y Q permanecen finitas, son puntos ordinarios.

Si Py Q divergen entonces son puntos singulares.

Si tienen puntos singulares, entonces linealizamos en la forma

(x — xp)P(x) y (x — x)?Q(x)
En el limite cuando x — x, y estas ecuaciones son finitas, entonces se tienen puntos
singulares regulares. Por lo tanto, la ecuacién asociada de Legendre tiene singularidad
regular. Dado esto, se puede usar el método de potencias para resolverla. Este método se

aplica en la forma
P(x) = (1 — x?)°G(x) donde G(x) # 0,

Para el dtomo de hidrégeno lo que significa es que el electrén no esté en el niicleo. Y es bien

sabido que la probabilidad de que esto suceda es casi cero.

dP dG
—=—-2xS5(1 —x*)516(x) + (1 —x?)*—
dx dx
d?p d*G dG
1 )S _ _as-10 _ 2y5-1
Ix? (1—x9) a2 4S5x(1 — x*) I 25(1 —x9)*"1G(x)

+ 4505 — Dx?2(1 — x2)°2G(x)
Aplicando estos operadores y simplificando se obtiene
(1 — x2)? g +(1—x?) {—45;:% 256G (x) — 2xg 4 ,w(x)}
+ {45(5 — Dx26G(x) + 45x2G (x) —m2G(x)} =0
Evaluando en x = 41, solo quedan los términos que no tienen (1 — x?2), entonces
{45(5 — 1DG(x) + 45G(x) —m?*G(x)} =0
Simplificando se obtiene:

452 —m? =0
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S=+—-|m]|

B =

Por lo tanto

2y45m|
P(x) = (1 - xH)72™G6(x)
Ademas, también se tiene que

. . d*G dG dG
+(1 - x?) {(1 —x) - 4(i%|m|)xa —2 (i% |m|) 6 - 2x 7 +,w(x)}

+{4(J_r%|m|)

(1 —xz){(l —xz)‘:Tf = 2(lm| + 1)x% + (—|m| +,1)G(x)} -1 -x)m?*G(x)=0

2
x2G(x) —mZG(x)} =0

d*G dG
- x2)— — — — — m?2 =
(1—x )de 2(|m|+1)xdx+( lm| —m*+ A)G(x) =0
Para resolver por series de potencias, proponemos:

Gx) = Z a,x"
n=0

cuyas primera y segunda derivadas son:

d6(x) < .
P =Znanx" L

n=0

d2G(x) ~ ,
% = Z nn — 1Da,x"?

n=0

Sustituyendo en la ecuacidn diferencial se obtiene

oo oo oo

Z n(n — Da,x"?% — Zn(n — Da,x™ - 2(Im| + 1)2 na,x"

n=0 n=0 n=0
+{A— [m|(Im| + 1D} Z ax™ =0
=0

Trasladamos la primera sumatoria a x™ haciendo el cambio de variable n=N+2y

enseguida regresando a n=N, desde n=0, se obtiene

oo

{(n+2)(n+ Days, + [n(n — 1) = 2(m| + Dn + (2 = Im|(Im| + 1))]ax"} = 0

n=0
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Por independencia lineal se encuentra que
(n+2)(n+ Day,s + [n(n —1)=2(m|+ Dn+ (/1 — |m|(m| + 1))]an =0
Por lo tanto

_(m+Imph+|ml+1) -2

M2 = (n+2)(n+1) n
lim 2 — lim m+mpP+ |m|l+1) -2
n-w d, T oo (n+2)(n+1)

Dadosm y 4 fijos

Guvs _ (W0 —2 _

a, (Mm)

1

Pero si

. Qnyo
lim

n—oo an

<1

hay peligro de que diverja. Para reparar esto cortamos la serie. Esto se consigue haciendo
m+mDn+m|+1)—41=0
= A=Mm+mDn-+|ml+1)
Por lo tanto A es un entero positivo. Definiendo £ = n, + |m]| se tiene que A = £(£ + 1).
Como £ es un entero positivo, entonces |m| < £. Por lo tanto,
d?p

(1 —xz)@ —2(Im| + 1)x§x—P+ (t’(f +1) — |m|(Jm| + 1))P(x) =0

Comparable con la ecuacién asociada de Legendre:
1—x? a°G 2 da (£ +1 HG(x)=0
(1=x) = 2+ (A + 1) = m))G (x) =
¢ entero positivo y £ = |m| para m entero.

h? Ze?

_EV%I‘L'_TIP =E

Y(r,0,9) = R(DNT(OF(9)
Y(6,9) =T(6)F (@)
T(6) =P(x)
F(p) = Bei™m? m=0,+1,+2,+43, ...

Las soluciones de la Ecuacion Asociada de Legendre vienen dadas por

T(6) = A™p™ (x)

2




Donde P\,‘,Iml (x) es la férmula de Rodrigues

1 Lo lm]| d"‘JHml .
Im| — .
P () =555 (1 —x?) fzm(xz + 1)

Alml _ 2¢+ 1) (£ - m|)! Y,
C L 2+ mD!

1
@e+ (- ImDI "2
Se normaliza pidiendo la condicion:

ft!)*(r, 8,0) Y(r,0,p)dV =1

o R2T AT
j f fR*(T)R(T)T*(B)T(G)F*((p)F((p)rzsenSdrde(p=1

o 2n T
f Rz(r)rzdrf F? ((p)d(pj T2%(8)senfdf = 1
0 0 0

Cada una de estas tres integrales es igual a 1 para que se satisfaga la igualdad y la

normalizacion, particularmente, de acuerdo con un resultado anterior

2T 2T
f F?(@p)de = f (B*e_‘m‘P) (Be‘m‘p)d(p
0 0

2
= f B'Bdg
1]

2m
= BZI de
0

=B22m=1

1
B=—— esdecir
V2m

1 )
F((p)zﬁe‘m‘P para m=0,12, . . .

Por lo tanto, se obtienen funciones armonicas esféricas:

1,
20+ 1(£ - |m))! |
Y""m(e’(p):[ ppn E€+:m:;!} p/™ (cosp)e'™?

Nota: el término e"™¢ es la parte arménica y ademds conduce a un nimero complejo, todo

lo demds es esférico. Recordando que £ es un entero positivo, y que £ = |m| param entero,
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analicemos caso por caso para valores mds bajos de £ y m. Definiendo Y,"(8,¢) =

Y, (6, @), y evaluando P\,_,Iml (x) con la férmula de Rodrigues:

Casof =0, m=0

1
Yoo(6,9) = E
Casof=1= {2 i [1] , param = 1, la formula de Rodrigues lleva a

P!(cosB) = % (1 — cos?8) 1*’(2:—; xZ2+ 1) = %(sengﬂ)lf(ZZ = senf

’ 3 .
Y1.1(8,0) = ﬁsenﬂe“p

La solucién es un niimero complejo; sin embargo Y,,, (68, @) es el producto de e™?sen™!g

y un polinomio de grado (£ — |m|) en cos6 y paridad (=)™ En particular

2041 (20)! 172 .
YH:(_){[ yo= 722{,(3!)2] sentfel’®

’ 3
Y11(6,90) = — gsenﬁ

Para poder obtener la parte real de los armdnicos esféricos, se recurre a las coordenadas

estéricas, proponiendo como solucién
U= xyPz¥
U = (rsenfcosp)®(rsenfseng)” (rcosd)
U = r®rPrY(senfcosg)®(senfseng)” (cos6)Y
U=rrr7g(8,p)
U=r*F7g(8,¢)
at+p+y=+~
U(r,0,9) =7'9(6, 9)

Este tipo de funciones satisface la ecuacién de Laplace

VU =0
Expresando esta ecuacion en términos de coordenadas esféricas se tiene lo siguiente
02 240 1 92 1 92 tea (3 . )_0
arz v or T 1Zsenzg A2 tagez Tzt 55 )" 96,9)) =




Separando los términos radial y angular, el término radial se puede expresar como

92 29 2¢
- '3 - — £-2 -1
[a,_z + ar] (rg9(6.9)) = e~ Drt2 g(6,9) + —1719(0,9)
=L+ Drt2g(0,¢p)
Mientras que el término angular se define como

11 & & 1
= -2
r? (se‘ngﬁ d¢p? * o062 +cot6 39) (T 96, (p)) 9(0.9) (T 90, (p))

2
donde —— 5 +— o

sen26 202 T 202 + cot&— = L, entonces

Tizﬁ (r'g(6,@) =1""2Lg(6,0)
Sumando las contribuciones correspondientes, se tiene
L+ Dri-2g(0,¢) +r2Lg(6,9) =0
Simplificando y reacomodando se tiene que

Lg(0,¢) =—2( + 1)g(0,p)

Ahora bien, en la parte angular del dtomo de hidrégeno se obtuvo

a’y aY 1 4%
392"'607:9 396(;) +AY =0
LY = —AY

A=L(£+1)

Esto demuestra, que se ha encontrado un método efectivo para determinar funciones que
satisfacen la ecuacién de Laplace para los arménicos esféricos. Esto es
U= x%YPz" =1rlg(8,9)
yﬁzr

= g(6,9) =

es decir, esta ecuacién se satisface siempre que x%y¥#zY satisfaga la ecuacién de Laplace.
Esto se consigue cuando f=a + f +y de acuerdo con los desarrollos anteriores.
Renombrando a la funcién g (6, ¢) como la funcién Y, (6, ¢) se encuentra que

x%yPzv
Y{’(G! (P) =A T{J

Para £ entero positivo (Figura 7):
Sif=0setienequea +f +y = 0paraa = =y = 0, entonces
Y,(6,9) = A
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Figura 7. Orbital s

Ahora bien, normalizando la funcion Y, esto es
21 T
j j Y, Y, (6, p)senfdfde = 1
o Yo

2w AT T
J’ J’ A?senfdfdep =1 = AZZHJ’ senfdf = 1
o Jo 0

1
A2 =1=A=—
@) Var

1

Yy (6, 9) = —
0(0,9) Van

Si £ = 1 se tienen tres tipos diferentes de funciones x%y#zY tales que @ + f +y = 1, esto

a=18=0y=0
es a=0,=1y=0; que cumplan g(8,¢)=A
a=0,=0y=1

xa‘y'&'z'r
rt

, es decir (Figura 8):

g6,9) = AE = Asenfcos@ — orbitales p,
9(6,9) = Ag = Asenfiseng — orbitales p,
g6, ) = AZ; = Acos@ — orbitales p,

. . 3
En la normalizacion para £ = 1 se encuentra que A = fB— .
T

a b c

Figura 8. Orbitales p: a) px. b) py.¢) p.
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Si¥€ = 2, tomemos las siguientes posibilidades

2
x

9(9;(9)—1‘1_

a=2,=0,y=0 5
a—U,ﬁ:Z,y—O}ﬁ 9(6,90) = A—
a=0p, Y =2 Tz
z

0,p) =A—

9(6,9) "

Estas funciones no satisfacen la ecuacién de Laplace, ya que al derivar es distinta de cero,

9* 9%  9?
(—+—,+—,)x2 =2

por ejemplo:

dx?  0dy? 0z?
Dado que existen 2€ + 1 = § arménicos esféricos, y dado que dos funciones linealmente
independientes pueden formar una combinacién lineal, entonces las ecuaciones que si
satisfacen la ecuacion de Laplace son:
x? —y? y2 — 72 " X2 — 72
Ahora bien, entre estas elegimos arbitrariamente dos funciones linealmente independientes
para construir una nueva combinacién lineal:
x2—z22+y?—z2=x*+y*-27°
=x*+y?+22-32%
=712 -32%
a esta ultima expresion se le denomina usualmente d 2
Las cinco funciones linealmente independientes para £ = 2, que satisfacen las

ecuaciones de Laplace con sus correspondientes armonicos esféricos vienen dadas por (ver

Figura 9):
15,72
r2—3z2 —d, — Yoo = Z(E) (1 - 3cos?0)
1,15y /2
x2 —y? = dy2_ye — Yy co82p = 5(?) sen?fcos2g
115172
xy —  dyy — Y, sen2q = 5 (?) sen®Osen2q
1,15\ /2
Xz — dy, — Y cosp = i (—) senfcosOcos@
m
1/15\ 72
yz — dy, — Y, seng = i (—) senfcosOseng
T
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Estos orbitales se representan polarmente en dos dimensiones de la siguiente forma (Figura 9):

@

Yy para d,z Yyypara dy2_ 2y dyy Y, para d,, ydy,
Figura 9. Orbitales den forma polar

En tres dimensiones, los orbitales se representan en la Figura 10 (las figuras tridimensionales de

los orbitales han sido obtenidas usando el software BIOVIA Materials Studio [26]):

a b c
d €

Figura 10. Orbitales d: a) d,2 b) dy2_y2,¢) dyy, d) d,,, €) d,,. Amarillo-enlazante, azul-antienlazante

Cuando los arménicos esféricos reales son usados para describir la estructura electronica de
atomos y moléculas, a los valores £ = 0,1, 2,3, ... ,también se les identifica como orbitales
£ =s5,p4d,f,..., respectivamente. Estos son usados para describir la estructura electronica

de los dtomos.

La ecuacion radial estd dada por

=4

r? (d?R(r) 2dR(r) 2m,r? Ze?
4= = |E+—
R(r)\ dr? r dr h?
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Multiplicando la expresion anterior por ﬁ se tiene

d?R(r) 2dR(r) Zm1 Ze R(r)
dr? +r dr hz (E )R()_

Dado que A = #(£ + 1) donde € > 0 y feZ™,reordenando se tiene que

d*R(r) 2dR(r) 2m, Ze 1 £(£+ 1)h?
arr troar (E B )R( )=0

T 2my T2

Cuando el electrén estd capturado en el niicleo entonces se debe cumplir que
E <0

Bajo esta consideracion se tiene que

d*R(r) 2dR(r) 2m, Ze? 1 ¢(£+ 1)h?
dr? Fdr+h2( * R(r)=0

2my r2

Haciendo el cambio de variable

p=ar donde a= (Sml |E|)U2

h2
Este cambio de variable es para hacer adimensional la ecuacion, esto es:
d’R 2dR £({+1) 1 Ze? ymy \V21
R —(5m1) ZR=0

—t-——-——R-——
dp* pdp p? 4 2IEl) p

Ze? [ my \1/2
ﬁ_T(2|E|)

Sustituyendo y reacomodando se obtiene la ecuacion radial adimensional del atomo de

Definiendo

hidrégeno:
d’R 2dR £(£+1) g 1
dP2+PdP —PZ IR-I-(E_Z)R_U

Esta ecuacion tiene singularidad en p = 0, de modo que si p — o0, se tiene que
d’R 1 R=0
dp?2 4

., L. 5 1 ) 1. .. ..
La ecuacién caracteristica es m? — Tm= 0 cuyas soluciones m = i; indican la solucion a

1 1
la ecuacién diferencial es una combinacién lineal de dos soluciones: R = Aez” + Be™ 2°.
Cada unade estas dos soluciones, son soluciones a la ecuacién radial del dtomo de hidrégeno;

sin embargo, solo una de ellas satisface la condicién de que sea cero en infinito e infinita en
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el centro, tal y como en el atomo de hidrégeno. Dada esta premisa, es vilido proponer como

una solucién a la funcién

R(p) = e 2°G(p)
Si G fuera infinita, serfa una constante, como no lo es entonces es una funcién. Sustituyendo
esta soluciéon en la ecuacién radial del dtomo de hidrégeno se tiene que
d2G(p) B (1 _E)dG(p) N (ﬁ -1 B £+ 1)
dp? p/ dp p p?

La cual es de la forma y” +a(x)y’+b(x)y=0, y también cumple con tener

)G(p)=0

singularidades en p = 0. En particular tiene una singularidad en el origen, ya que los
coeficientes de G y G' tienden a infinito cuando p — 0.
Ahora bien, como fisicamente esperamos que la probabilidad de tener al electrén en
el origen sea cero, entonces
G(p) = pL(p)
Donde L sea finita L(p = 0) # 0. Es decir, se puede proponer una solucién del tipo
G(p) = p°L(p)

Al sustituir esta solucion se obtiene

d%L dL
p? dp(f) +p(2(s + 1)~ p) —di.p) +lp(B—s —D+s(s+1) = £+ D]L(p) = 0

Para p = 0 se tiene que
[sc+1D) -2+ 1)]L00)=0
s(s+1)—-¢(f+1)=0
s2+s—¢(f+1)=0
Tiene soluciones

{ Sl=1?
52:—3—1

Por lo tanto, se tienen dos soluciones
G(p) = p*L(p)
1
G(p) = WL('O)

Esta tltima no es una solucion fisicamente aceptable, ya que para p = 0 se tiene que

G (p) — oo. Por lo tanto
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d*L(p) dL(p)

gt QD =) (B £~ DL() =0

Soluciones fisicamente aceptables de esta ecuacion con f§ = n pueden expresarse en
términos de los polinomios de Laguerre L,(p). que se pueden definir en términos de una

funcion generadora

Haciendo los siguientes cambios de parimetros en la ecuacion diferencial anterior
p=2{+1

q=p+*
Se encuentra la ecuacién asociada de Laguerre

d*L(p) dL(p)
i +(P+1—P%EE—

p +(@—p)L(p) =0

Asi que a continuacion seguiremos usando la ecuacion anterior a esta. Haciendo un analisis

de los puntos singulares p = 0, con singularidad regular

L(p) = ip“
n=0

dL(p) O .,
dp _an

n=0

d2L = ,

n=o0o

y sustituyendo se obtiene

pz nn—Dap™ 2+ QRME+1)—p) Zimrzmcl”_1 +(B—-f— 1)2 app" =0
n=0 n=0 n=0

Dividiendo entre p se tiene que

oo

Z nn—Da,p"?+QRE+1)—p) Z na,p" i+ (B -£-1) Z a,p” =0
n=0 n=0

n=0
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oo

Z n(n—Da,p" 2+ 2(£+1) Z na,p"?— Z na,p" '+ (B —-4-1) z a,p?
n=0

n=0 n=0 n=0

=0

oo

Factorizando se tiene
Z{n(ﬂ -1 +2(£+ n}a,p" %+ Z{ﬁ —f—1-nla,p" =0
n=0 n=0

tomando n = N + 1 en la primera sumatoria, se encuentra

Z NV + 1) + 20+ DV + DY ay,p¥ ' + Z{ﬁ - 1—n}ap"t =0
N=-1 n=0
como para N = —1 se anula la sumatoria, entonces tomamos N = 0 y cambiamos de indice
an=N,

oo

Z (nn+ 1)+ 20+ D(n+ D) a,,.p"1 + Z{ﬁ _f—1-nJapn1=

N=-1 n=0

de donde

{(nn+D+2(¢+ 1D+ D]ay,., +[B—¢f—1—nla,}p" =0
n=0
Esta igualdad se cumple si
[ntn+D+2(¢+ D+ Dlayy, +[—¢—1—nla, =0
Por lo tanto, se tiene la relacidn de recurrencia
Any1 B—-t—-1-n)
a, (+1Dn+2¢+2)

Un andlisis del limite nos conduce a su convergencia (en este caso cero):

a n 1
lim /2 =—=Z=90
T

n—oo an nz

1
Recordando que R(p) = e 2 G(p) para el caso en que G(p) = p*L(p) se tiene que
£ @ g ot
]R(p) — p Zn—lﬂ mo
e2”?
Para observar que término domina, la serie de una funcién exponencial es e* = Zfznﬁx“,

esto es:
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N
p_ iy
er = Z nl (2)
n=0
11
=D i
n=0
es decir,
%p i i dond 11
e = ay p onde an = _|_n
n=0 me
En consecuencia
1 1
Any1 = (n + 1)l 2n+1
an o 21_n an _ (n+DI2m1 @n
— = ?’i' 1 — = | - = = (n + 1)2
Ay (¢ n: 2 Ant1
(?’1+ 1)| 2n+1
An+1 _ 1
a, 2(n+1)
. Qn4a 1
lim =
n—oo an 2?’1

. Py
Entonces, la serie R(p) =

oanp™ . .
dlverge, y se tiene que cortar ya que
e2

Diverge por el dominio que tiene el término de arriba; es decir, el numerador de la solucién
radial R(p) puede dominar a la exponencial, a menos que L(p) tenga un niimero finito de

términos. Ahora bien, la serie se corta para un cierto n, el cual satisface que

B=n-+£+1

Por lo tanto, f también es un nimero positivo. Definiendo = n se encuentra que

n=n-+4+1

de donde n = £ + 1 es el nimero cudntico principal, y como ff = —

ZEZ (:r—;l)lﬂ entonces
B Ze? rmy \ /2 5 _de"’ m;
-5 Grz) T
Como |E| = —E se tiene que
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E=—c—0ys—
2 h? n?
Definiendo
a= e - e* = a?c*h?
ch
Se encuentra que
1 , (Za)? Z?
E———mlcz( 2) = E~—
n n

La Ecuacion Asociada de Laguerre esta dada por

d?1X (x) dL¥ (x) X
XW'l'(K'l'l—x) d +NLN(X)—U
cuya solucion es
eXxK gV
K () — —x, N+K
Notese que p=x 20+1)=K+1 = 2f+1=K , y N=n—-+f-1

dado que f =mn, por lo tanto, nuestra solucion es:

) epp—Z{’—l dn—{’—l B
Lf’t{—-?—l(p) = (?’1 —f - 1)| dpn—{’—l (8 ppn+{’)

Si el polinomio es de grado n — £ — 1, es decir que la funcién radial tiene n,- nodos (ceros)
y que habrd n,. — 1 protuberancias. Sif = n— 1 entoncesn, =n—(n—1)—1=0.
La diferenciacién de la solucién a los polinomios L, (p) de Laguerre p veces con respecto a

p da la funcién generadora para los polinomios asociados de Laguerre

(—s)PeTs i 1% ()
=57 ~ 4 gl

Sq

Ulp,s) =

Sustituyendo, parap = 2¢ + 1,y ¢ = B + £, e intercambiando el orden de las sumatorias,
se puede verificar que la siguiente expresion explicita satisface la funcidn generadora de los

polinomios asociados de Laguerre
n—¢-1
R ORI C Vi

k=0

[(n+ £)!]%p*
m—f—1-k)! 2+ 1+ k) k!

Recapitulando, la solucién de la ecuacion radial viene dada por

R(p) = e 2°G(p)
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A su vez

G(p) = p°L(p)

Entonces se tiene que

R(p) = e_%"p""b(p)

Por lo tanto
1 .
Rne(p) = e 27 p* L2 (p)

1/2 1/2
y recordando que p = ar con a = (Sm—llgl) implica p = (Sm—llgl) r,y como |E| =

h2 h2
Z%e*m
P RCE entonces
o . 1/2 .
8m?Z%e* / 2m,Ze?
P=\T2nmz ) "TTPT T T
2m,Ze? o _ h?
a = ————. Definiendo el radio de Bohr a, = 5 Se encuentra
h%n mse
2z
" na,

Ahora bien, para cumplir con la condicién de ortonormalidad de la funcién radial

Y(1,6,9) = Ry (NT(O)F (@)
como la ecuacién es para un electron, se debe cumplir que la densidad de probabilidad de

encontrar al electrén en un elemento de volumen es igual a uno, esto es

f:p* (r,8,0)(r,8,p)dV =1

ft,b* (1,8, 0)(r,0,p)r’senfdOdedr = 1

El elemento de volumen viene de las coordenadas esféricas, esto se consigue tomando un
octete de esfera, como en la Figura 11:
dV = 5,5,5,

dV = rd0(rsenfde)dr

@ e2M T
f f f W* (1, 0,0)Y(r,0,p)r’senddddpdr = 1
o Jo Jo
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s; = rsenfde

r = (x,y,z) coordenadas cartesianas

x = (rsenf)cos@

y = (rsenﬂ)sen(p}coordenadas esféricas
z =rcost

Figura 11. Elemento de volumen

2

o m
f AZR;{;(T)Rn{J(T)TZde BZT*(G)T(B)senGdGI C F (@)F(p)dp =1
0 0 0
Cada una de estas tres integrales es igual a 1, en particular
f A2 R (PR, (H)rdr =1
0
La funcién de onda radial es de la forma R,,(p) = Ae_E'o £L2t41 (p). La constante de

normalizacion se puede encontrar usando la funcién generadora para evaluar la integral

2nl(n+ D13

Lu‘e“’(;ti)”[b”+1 )] p?d =h_t-Dr

Entonces las funciones de onda radiales normalizadas del dtomo de hidrégeno son

2Z\* (n—+¢—1)! 2 1
Rn{’(P)z{(n—%) 2n[(n+f)!]3} € ,o {JLH -1(p)
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2Z\* (n—4£—1)! ; T
Obien — Ru(p) = _{(n—ag) ﬁ} e 2! 1241 (p)

h* . 2z . . .
con @y = — (radio de Bohr) y p = —7r. Las primeras tres funciones radiales son
me?2 nap

3
Zyz  _ZIr efpt d° B
RlU(T) - ((I_U) Ze %o yaque L]ﬁ(p) = Td—pﬂ(e ,()pl) =1
3
R Z \2 ) Zr _ZZT” L ePptd - ,
: == _= o _ o Y
20(1) (2%) ( an)e ya que Li(p) 1 dp(e p?) p

[z o %Zr_?Tr(3!)2_ 72 Zr s
Ror () _{(a_g) 4(3!)3} pad °[ 3! ]_(2_%) PV

La probabilidad de encontrar al electrén en una region limitada por las esferas de radio
ryr+dres:
Y (r,6,0)9(r,6,¢)dV
para la parte radial se tiene
Pae(1) = Ry (r) Ry ()12
a esta funcién se le conoce como densidad de probabilidad radial. La posicién en la cual esta

densidad es un mdximo para el estado base del dtomo de hidrégeno cuandon = 1,£ = 0 es:
3 3 ]
A N A Z\® 2z,
Pm(?") =2 (—) e o3 (—) e r?= 4(—) e o
[¢50) g

Para saber si tiene un minimo o un maximo, derivamos

3 27 2Z
dP;o(r) —4 (E) [(_E) e o 12 + e_a_orZT] =0

dr ag ag
ZN\® 2.1 27 ,
=4(—) e 9o [——T +2r]={}
ay ay

2Z

3 .

z =y o 2Z .

Como = 4 (—a ) e % nunca es cero excepto en el infinito, entonces - r2+ 2r =0.En
0 0

este caso Z = 1. Por lo tanto r = a, es la posicion en la cual la densidad de probabilidad es
médxima.
Ahora, vamos a calcular el valor de expectacion de la coordenada radial de un electrén en el

atomo de hidrégeno cuya funcién radial viene dada por
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(Tne) = fwr P,,(r)rdr
0

“ 2 1 ee+1
::L;Jﬂhﬁynﬂﬂdrzn;“{l+§[L+l75_q}

Paran = 1 se tiene que
(rne) = 1.5a,
Recolectando todo, la solucidn al problema del dtomo de hidrégeno es
Y(1,6,9) = Rne (Y (6, 0)
Ynmi(1,6, )
1!2

20+1(£— ! .
( |m|) Pglml(cose)e;m(p

, (-2 1)
- 4T (£ + |m])!

- {“ n[(n+ DI

Como n=n,+ £+ 1 se tiene que n = £+ 1. Ademds, como £ = |m| y £ es entero

}i e_%ar(m){’ if_—;l_l(m) [

positivo, entonces n = 1 siempre. Entonces los nimeros cudnticos estdn definidos como n
principal, £ angular, m azimutal.

Sin=0 entonces £ =0 = m=0.

m=1
Sin=1lentonces £=0 = m=0;, =1 = m=20
=-1
m=2
m = m=1
Sin=2entoncesf =0 = m=0,{=1 = m=0:{=2 = m=20
=-2
Y asi sucesivamente. Ademas,
=0 — s sharp
{t=1 — p principal
=2 — d dif fuse
Dado que la energia del dtomo de hidrégeno estd cuantizada y restringida a los valores
1Z%e*m; 1
En = —ET? n= 1,2,3, ey

Degeneracion.
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Ahora bien, siéada nivel energético o eigenvalor (valor propio) le corresponde a una sola
eigenfuncion (funcién propia), entonces el conjunto de funciones propias es no degenerado.
Si para el n-ésimo estado propio existen g, funciones propias entonces el n-ésinmo estado
propio es g,, veces degenerado.

Como los eigenvalores de la energia del atomo de hidrégeno dependen solo de n,
entonces son degenerados con respecto a € y m. Para cada valor de n, € puede variar de 0 a
n — 1,y para cadauno de esos £ valores, m puede variar de —f a + €. La degeneracion total

de los niveles de energia E,, es, entonces

nn—1)

n-1
Z(Z{’+ 1) =ZT+n=n2
=0

La degeneracion con respecto a m es caracteristica de cualquier campo de fuerzas centrales,
para el cual V depende solo de la distancia radial r de algin punto. Sin embargo, la
degeneracion £ es caracteristica del campo de Coulomb. Si se impone un campo magnético
externo, la simetria esférica se destruye, la (2£ + 1)-veces degeneracion desaparece, y el n-
ésimo nivel hidrogenoide se desdobla en 2n? niveles distintos. La degeneracién ocurre
cuando la ecuacién de onda se puede resolver en mds de una manera (en diferentes sistemas
de coordenadas, o en un solo sistema de coordenadas orientado de diferentes maneras), ya
que si no hubiera degeneracion las funciones de onda obtenidas en los diferentes sistemas de
coordenadas tendrian que ser idénticas excepto por una constante multiplicativa, y que
usualmente no es posible. Para un campo central, ocurre una excepcion cuando € = 0, ya que
la funcién de onda es esféricamente simétrica y tiene la misma forma para todas las
orientaciones del eje polar, tal que no hay degeneracion. En el problema del atomo de
hidrogeno ocurre otra excepcidon similar cuando n =1, en cuyo caso resulta que las
soluciones obtenidas por separacién de variables, tanto en coordenadas esféricas como en

parabdlicas de la ecuacidn de onda, son idénticas.

Momento angular.

El momento angular L de una particula de momento lineal p y vector de posicion r, viene

dado por la expresion clasica:
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i j ok
L:rxp: X y Z
Px Py Pz

de donde observamos que en mecdnica clasica el momento angular es un vector. En mecanica
cuantica el operador momento angular asociado a una particula viene dado por
i j k
L x y z
=TXP=1ho had ha

i 0x ?ay ioz
expandiendo el determinante, las componentes (Lx, Ly, LZ) del momento angular son:
Lo hy 0 ad
=105
Lo hy 0@ ad
¥ (zax _xaz)

b))
S xay Y ox

Por tanto, el momento angular se puede escribir como
L=il,+jL, +kL,
Donde i, j, k son vectores unitarios ortogonales a lo largo de los ejes x,y,z ,
respectivamente.
Y el producto punto del vector momento angular nos conduce a la magnitud de su momento

L-L=I?=1%+1%+1%

Los operadores Ly, Ly, L,y L? son frecuentemente expresados en coordenadas esféricas.
Empecemos estudiando al dtomo de hidrégeno nuevamente, ahora por medio de operadores
de momento angular. Las coordenadas naturales son las coordenadas esféricas

x = (rsenf)cos¢p

y = (rsenf)sen¢
z = rcost
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Por la regla de la cadena

0 sencosp—-+=cosbosp o — b 0
ox senfcos¢ or + Tms cos 0 rsend do
o , o d cos¢p 0
ay senfseng Fr seng 90 T 7send ap
K] B g d senf d
5, = cosb o - 90
de donde
L= h( .~ cotbcosp )
x = senq’)ag cotfcos¢p 2

L _h( d ‘0 a)
y=7 cosq’)ae co send)aqb

L _ho

7 idg
122 pe(- 19 g d 41 d?
- sen6 6" 39 " sen20 a2

Ahora bien, recordando que la ecuacion espacial de Schrodinger de un electrén en el dtomo

de hidrégeno viene dada por

h? Ze?
- 2 _—— —
7 VAU(r) = —U(r) = EU(r)

esto es HUr) =EUl)
2
donde el operador Hamiltoniano es: H = —j—mv;% + V(r). Aplicando el operador a la

funcién de onda ¢ = ¥(r,8, ¢) de Schrodinger se tiene

h? 13(23)_'_ 1 82+ 1 a( 98) Ve = E
2m ar/  r?sen?fd¢p?  risenf b e 39 v v =Ey

: r
r2or

Lo cual se puede reescribir usando el operador de momento angular al cuadrado, esto es

h2 /19 /,0 11
(3 (r 5r) ~ 7 ) 9. 0.8) + VG 0.8) = E (.0, 0)
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Tomando (1,8, ¢) = R(r)Y (6, ¢), y después de sustituir se encuentra que
r? (dzR(r) 2 dR(r)) N 2mr? [ q?

- = —|E+—|=£({+1

R(r)\ dr? r dr h? + T ] (¢+1

Y la ecuacion de eigenvalores para los armdnicos esféricos ya va tomando forma, es decir
I2Y(6,) = (£ + 1) K2Y(6, )

segln los desarrollos anteriores. Esta tiltima es una ecuacion de eigenvalores del tipo

A = ay
Separando variables con Y(8, ¢) = T(0)F(¢) se tiene que
d%F(¢) .
d¢2 = _mZF((p)
sen?0 d*T(6) dr(6) m?
T@) do? +cot9—d9 +f(f+1)— pyr 0
La ecuacion diferencial con respecto a ¢ la podemos expresar en términos del operador L.,
esto es
i?(had ha
Y Y i — —m?2
R (,-: a¢(,-: a¢))F(¢) mF (@)
. 1 T T 2
o bien, - E(LZLZ)F(Q'J) = -m?F(¢)

[3F(¢) = m*W*F ()
L,F(¢) = mhF(¢)
Nétese que L, L2 y H son operadores que conmutan. Ahora consideramos el efecto de este

operador sobre la funcion de onda

T — h o imep imegp

qubmf —?%1‘18 —mghAe _mfh('bmf
Aqui, la funcién corresponde a un momer@angular m;h. Sim, > 0, entonces el momento
angular es positivo (tomando el vector m; con la mano derecha apuntando con el dedo pulgar
en la direccion positiva de z, los demas dedos indican la direccion positiva de giro de este
vector). Si m; < 0, entonces el momento angular es negativo (ahora el dedo pulgar apunta
en la direccion negativa del eje z, y los demads dedos indican la direccién negativa de giro del

vector). Las formas de las funciones de onda corresponden a un estado de momento angular

definido como m,h:

62




1,12 1/2

bm, = (E) elmed = (%) {cosm,¢ + isinm,¢}

Nétese que la funcién de onda es compleja. Considerando solo la parte real, cuando m, es
entero las funciones coseno forman una onda con un nimero entero de longitudes de onda.
En la Figura 12 se tienen una, dos y tres ondas cuando m, =1, 2 y 3, respectivamente, para

una funcion de onda que satisface condiciones de frontera ciclicas.

0.5

Funcion de onda ¢

0.5

Figura 12. Funcién de onda con m, =1, 2y 3 entre 0 y 27,

Los nimeros cudnticos € y m; tienen un significado adicional. La energia de rotacién de un

cuerpo esférico de momento de inercia [ y velocidad angular w estd dada por la fisica cldsica
1 . . . .
como E = ;Im. Debido a que la magnitud del momento angular esta relacionada con la

velocidad angular por £ = Iw esta energia se puede expresar como E = £2 /2. Usando la

expresion anterior de la ecuacion de eigenvalores para los armoénicos esféricos se encuentra

que:

magnitud del momento angular = {£(£ + 1)}*/?h
Asi, la magnitud del momento angular queda cuantizada en mecdnica cudntica. De hecho £
es llamado el nimero cudntico de momento angular. Los arménicos esféricos son también

eigenfunciones de L,:
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ho etmed
Lz Y{’mg =

99\ 7 " o

En este caso m, especifica la componente del momento angular alrededor del eje z. Sin

) = m{hY{Jme

embargo, debido a que m, estd restringido a ciertos valores, la componente z del momento
angular también estd restringida a 2£ + 1 valores discretos para un valor de £. Esta
restriccion del componente de momento se llama cuantizacion del espacio. A m, se le
conoce como momento magnético, ya que resulta de aplicar un campo magnético a un
electron en movimiento rectilineo. En la Figura 13 se muestran las cinco orientaciones
permitidas del momento angular (2€+1) con £ =2 . La longitud del vector es
{£(£ + 1)}'/? = 6'/?. Ademis, si la componente z del momento angular es especificada, las
componentes x y y generalmente no pueden ser especificadas, el vector del momento

angular podria estar mintiendo en una posicion indeterminada.

+2

+1

Figura 13. Componente z del momento angular

Los orbitales atdmicos se identifican con los nimeros cudnticos n, £, m,, s. La configuracion
electronica de los atomos depende del nimero de electrones que tengan. La tabla
periddica se construye por el principio de Aufbau, respetando el principio de exclusion
de Pauli, y teniendo en cuenta la maxima multiplicidad o regla de Hund. Los orbitales

en cada nivel energético van de la forma:
Nivel 1: contiene solo orbitales de tipo s
Nivel 2: contiene s y p

Nivel 3:spd
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Nivel 4:spd f

Los orbitales s contienen a lo mds 2 electrones; los p, 6 electrones; los d, 10 electrones; los
f, 14 electrones. Prim hay que completar los orbitales s del nivel sucesivo antes de
completar los d, para que el dtomo tenga una energia global lo mds baja posible. Por
ejemplo, el 4s se completa antes del 3d y el 5s antes del 4d (salvo excepciones). Las
configuraciones electrénicas de los primeros dtomos son:

H: Is!

He: 15’

Li: 1s2s', o bien [He] 2
Be: 1s2s>, o bien [He] 2s°
B: 1s2s’p!, o bien [He] 2
C: 1s%2s’p?, o bien [He] 2s*p?

N: 1s%2s%p’, o bien [He] 2s%p?
0: 1s%2s%p*, o bien [He] 2s%p*
F: 1s%2s%p°, o bien [He] 2s%p°
Ne: 1s*2s%p°, o bien [He] 2s’ p
Na: 1522s%p®3s!, o bien [Ne] 3

Ademas de la configuracion electrdnica se debe considerar la multiplicidad. En general,
por el acoplamiento espin - 6rbita que ocurre entre el espin resultante y el momento
angular de un electrén, Russell-Saunders proponen el simbolo del término
2s+1

donde L es una letra (S, P, D, F, etc.) que corresponde al valor del niimero cuantico de
momento angular orbital L (0, 1, 2, 3, etc.). La multiplicidad de un término es el valor
25+ 1, donde Ses el nimero cuantico del momento angular de espin total; como L>5
la multiplicidad es el nimero de niveles del término. Finalmente, J=[.+S es el momento
angular total. Realmente, J=L+S,L+S -1, L+S -2, ..., |L - SI. El uso de las reglas de

seleccion para construir estados de moléculas se puede consultar en la referencia [27].

Método LCAO
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Cada orbital molecular se expresa como una combinacidon lineal de orbitales atémicos

(LCAO por sus siglas en inglés) de varios atomos.

Y = Zcik bi

L

donde ¢; es el orbital atdmico i, y ¥, es el orbital molecular k. Los orbitales forman un

conjunto base y deben estar normalizados.

Vi zf‘f’i‘f%df: 1
Con el método LCAO se forma la ecuacién secular, que es una forma particular de la
ecuacion de onda de Schrodinger Hy = Ey:
Hp—Ep=(H —E)p=0

La cual se puede expresar como combinaciones lineales de orbitales atémicos

Y @@t -B¢ =0

L

que en forma desarrollada para dos orbitales atémicos es: ¢;(H — E)¢, + ¢,(H — E)¢, =

0, y multiplicando por ¢; en un caso y por ¢, en el otro caso se obtienen

(51 f‘ibl(}f— E)Q'Jldf +sz¢1(}f —E)¢2dT =0

€1 f $2(H — E)prdt + ¢, f ¢, (H — E)pdr = 0

de donde en general se definen
Hy = f piH ¢pidr
HU = f (p;g{(bjdf

Sij = f ¢;p;dr
Las Hy; dan la energia del orbital atomico ¢;. Las H;; dan las energias de interaccion entre
orbitales atomicos, y las §;; dan el traslape o superposicion. Aplicando estas integrales a
nuestro sistema de dos orbitales se obtienen H-SE
c;(Hj; —E) + c;(Hy, —ES;3) =0
c1(Hyy —ES31) 4+ c;(Hy; —E) =0

( Hy, —E  Hp _5512)(61) =0

0 bien Hyy —ESy;  Hy —E J\G
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(H-SE)c=0
Estas dos ecuaciones tienen soluciones no-triviales (c; = 0 es trivial) cuando la matriz de los

coeficientes forma un determinante igual a cero (determinante secular) |[H — SE| = 0

Hy—E  Hy, —ESp,
Hy1 — ES;1 Hpp —E

de aqui se obtiene una ecuacion polinomial cuadrética (la ecuacion secular) cuyas energias

=0

corresponden al estado base y primer estado excitado.
Si los dos dtomos son idénticos (molécula diatémica homonuclear) es aparente que
H,y = Hy; y Hy; = H,;. Aunque no pueda ser completamente obvio, Sy, = S,,también, y
estas integrales se llamardn simplemente S, por ahora. Entonces, resolviendo el determinante
se tiene
(Hy, — E)Z - (Hy, _SE)Z =0

Despejando se encuentra que

H, —E= i(le — SE)

(1+ $E =+H,, + Hyy

_ Hyy + Hyy

Hiy — H.
0 bien E, = E =—2 12

1+S T 1-5S
Para estos dos estados de energia, £, es el estado simétrico o enlazante, y E_ es el estado

antisimétrico o antienlazante. Denotando los coeficientes asociados con £, como ¢34 y ¢y3,

y los coeficientes asociados con E_ como ¢, y ¢,3, entonces

U 24
C12 Ca2
Yy = 1oy = N;(1s; + 1s;) Y, = 1o, = N,(1s; — 1s,)

donde N; y N, son factores de normalizacién. Usando simetria, la funcién de onda i, del
dtomo 1, se denota como 10, debido a que la combinacién lineal de orbitales atomicos
(1sy + 1s,) es simétrica (g viene de ‘gerade’ en alemdn, o par) bajo la operacién de simetria
de inversion, y la funcién de onda 1, del dtomo 2 se denota como 1g, debido a que la
combinacién lineal de orbitales atémicos (1s; — 1s,) es antisimétrica (u viene de
‘ungerade’ en alemdn, o impar) bajo inversion. La o denota simetria cilindrica de estas
funciones alrededor del enlace. Las combinaciones de las funciones de onda se muestran

graficamente en la Figura 14:
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Figura 14. Contornos de densidad electrénica de orbitales o: a) enlazantes, b) antienlazantes

La combinacién lineal de dos orbitales atomicos debida a la superposicién de sus
orbitales, conduce a un orbital molecular diatémico ya sea homonuclear o heteronuclear.
Nétese que: i) dado que la ecuacion de Schrodinger es lineal, si Y, y i, son soluciones a
esta entonces, su combinacién lineal c¢;1; + c,1p, también es solucidn, ii) dado que los
operadores deben ser hermitianos, los eigenvalores son cantidades reales, iii) las
eigenfunciones de operadores hermitianos son ortonormales: Sim = n, [l |%dx =1;y

si m # nyelsistema es no-degenerado [ ,,," ¥,dx = 0.La normalizacién es entonces:

[1s12ar =1
f|511(151 +1s,)|2dr =1
|C11|2j|15'1 + 1SZ|2dT =1

eal? [A15,f2 + 11557 + 2515,Ddr = 1

|011|2(1 +1+28) =1
-~ 1
MTRA+ Y

y analogamente
[tapar =1

-~ 1
2T Ra -z
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1 g _ Mt Hi
R e WS
Ra-sypr — PHTE-TTT

€11 =C = Cnn

€1 = C2 = Cp1

Orbitales de moléculas diatémicas.
Tomemos a continuacién los dtomos con menor nimero de electrones de la tabla periédica. Dos
dtomos de hidrégeno aproximdndose para formar una molécula se muestran en la Figura 15.
Los electrones de los dtomos de hidrogeno A y B pueden
orbitar ambos nicleos si sus espines son opuestos. La funcién
de onda constructiva molecular de Is es la suma de dos °
orbitales atémicos 1s veces la constante (los orbitales de A y Ls Ls
B tienen coordenadas diferentes): )
Figura 15. Dos dtomos de

Drs + hidrégeno se aproximan para
ors = ) ! ,
15 1\T1s4 lsp formar una molécula.

La funcién de onda destructiva es la diferencia de dos orbitales atémicos 1s veces una constante

o015 = (1}91514 - 1}')155)

donde oy, y a1 deben ser ortogonales:

. 1 /11,32 »
Y15, = P15, = E(a_n) e

* 1 1 32 -
Yisp = Pig, = ﬁ(a_n) e™f

Y15, ¥ P15, tienen las coordenadas diferentes.

j 015071sdX =c1C; f(‘f)uA + 1}9155) (lplsA - wlss)dx =063 I [(1}915,1)2 - (lpls;;)z] dx
= CICZ(]- - 1) = 0
Normalizando o, se obtiene:

¢t j(wlsA + 1}9153)20{3‘ =cf (2 +2 jwlsA '1}91535135) =ci(2+28) =1

donde S = [y, *hy5,dx = (1s4|1sz), en notacién de Dirac, es decir: ¢; = J_r‘l&(lIT
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1
s = s (15, + Y1s5)

Si dos electrones son cercanos entre si, s, = Y1, . La funcién de onda molecular
. 2y g
constructiva oy, = ———=4-
J2(1+8)

vecindad de cada nicleo. Se llama orbital enlazante porque una nube cargada negativamente entre

indica mayor probabilidad de encontrar los electrones cercanos en la

los niicleos protegerd los nicleos positivos, y cada dtomo puede formar una molécula. Normalizando

L 1 .
01 se tiene que:

"
015 = (1}5'13;, 1}9135)

J2a-9)
Si dos electrones son cercanos entre si, la funcién de onda destructiva oy, tiende a cero. La
probabilidad de encontrar los electrones es casi cero en gy . Se llama orbital antienlazante ya que los
nicleos positivos casi desnudos se enfrentan entre si, y cada dtomo no puede formar una molécula.
Del mismo modo, se definieron los orbitales moleculares constructivo y destructivo de la

combinacion de dos orbitales atémicos 2s.

! S N _
Tz5 = m(wu}l 11)155) st—m(wls}l 1;‘)155)
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Orbitales enlazantes que se forman por

combinacion lineal de dos orbitales atomicos

2py o 2p,, (ver Figura 16): T —orbitales son
orbitales moleculares constructivos de 2p, o 2p., 2D, *

2p3’ con un plano nodal a través del eje de Figura 16. Orbitales moleculares que originan p

enlace. orbitales.

n* —orbitales resultantes de la interferencia destructiva de dos orbitales p, o p,, y tienen un plano
nodal perpendicular al eje de enlace internuclear. Tienen dos planos nodales.

Orbitales enlazantes que se forman por combinacién lineal de dos orbitales atémicos de 2p,:
Orbitales 0, resultantes de interferencia constructiva y no tienen planos nodales a lo largo del eje.

Orbitales a3, provienen de interferencia destructiva y tienen un plano nodal perpendicular al eje de

enlace perpendicular.

Dos orbitales ortogonales tales como s y py, s ¥ Dx, Pz ¥ Py, Pz ¥ Dx, Px ¥ Dy 00 pueden traslapar

para formar un orbital si fijamos el eje de enlace internuclear a z. Sin embargo, s y p, pueden traslapar

para formar un orbital.

Hidrégeno molecular diatémico H..

Configuracion electrénica: (o5)2. H, oT
/ S
Electrones de valenciaes: 1 + 1 = 2. >
1 Isy ;L.l; / 1sg
Orden de enlace = 3 electrones (enlace — antienlace) o

= % (2-0)=1. - esenlace simple.

Energia de disociacién: E; = 432 KJ/mol.

Helio molecular diatémico He,

Configuracién electrénica:  (045)?(07c) 2. He, A
Orden de enlace = 1/2 (2 — 2) = 0. Sin enlace. E; = T,L O |;L
1s, /s
0.01 KJ /mol S4 %_;L #
5

He, tiene el enlace quimico més débil conocido.
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Litio Molecular diatémico Li,

Li
Configuracion electrénica:  (045)2(075)% (025)?. 2 T
Electrones de valenciaes: 1 + 1 =2. 7|A— 7L
84 LS
Orden de enlace =. 1/2 (2 -0)= 1. E4 = 105 KJ/mol. 4 %—2% 7

Berilio molecular diatémico Be,

, . . Be, I!IE
Configuracion electrénica:  (015)%(075)%(025)%(05,) 2. I[ ~. E
Electrones de valenciaes: 2 + 2=4. 2 TI'L -

2s
Orden de enlace = 1/2(2 - 2)=0. E; = 9K/ /mol

Boro molecular diatémico B, B,
Configuracién electrénica:
1 1
(01:)2(6,)2(02)2 (039)? (M) (s, ) -
Electrones de valencia: 3 + 3 = 6.
Orden de enlace = 1/2 (4 - 2)=1. E; = 289 KJ/mol
. . G;pz

Carbono molecular diatémico C, C,
Configuracién electrénica: i

* * 2 2
(015)2(015)2(025)2 (025)2 (:‘TZ;:X) (R—Zpy) -
Electrones de valencia: 4 + 4 = 8.
Orden de enlace = 1/2 (6 —2)=2. E4 = 599 KJ/mol B

o 025 ",
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Nitrégeno molecular diatémico N, N
2
Configuracién electrénica:

. . 2 2 2
(015)2 (015)2 (025)2(025)2 (nsz) (?Tz;ay) (GZ;JZ) -
Electrones de valencia: 5 + 5 = 10.

Orden de enlace = 1/2 (8 — 2) =3. AE; =941 KJ/mol

Oxigeno molecular diatémico O, 0,
Configuracién electrénica: 2%1'* %y 2,
2 1

(012(01)2(022(03)*(02,) (w2, ) (2p, ) (3,)" (55,) -

Electrones de valencia: 6 + 6 = 12.

Orden de enlace = 1/2 (8§ —4)=2. AE; = 494 K] /mol ,l
ﬂ-:_‘_f' Oz xL v
25 . Ay o728

Hay dos electrones desapareados en orbitales ?T;p. La O2s

energia relativa del orbital 6;, comparada a la de los orbitales m,, depende del valor Z de los
dtomos. Entonces, si Z = 8, el orbital 6, es mds bajo en energia. Como se puede observar, la
energia de disociacién incrementa conforme aumenta el orden de enlace. La energia de disociacién

es igual a la energia de enlace.

El estado o configuracién electrénica de un dtomo se denota con las letras de los
orbitales del momento angular, es decir s, p, d, f. Cuando se tienen moléculas estos orbitales
interaccionan para formar nuevos enlaces, las interacciones con enlaces s se convierten en un
enlace o, mientras que aquellas de enlace p se convierten en 7, como se ha visto en las
moléculas diatémicas anteriores. Aquellos de enlace d se convierten en 8, y asi

sucesivamente.
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Orbitales de Moléculas Poliatomicas.

Las moléculas diatémicas contemplan dos dtomos ligados. Las moléculas con tres dtomos
ligados son moléculas triatdmicas, aquellas con cuatro atomos ligados son tetraatomicas, y
asi sucesivamente. En esta secuencia, todas las moléculas con mas de dos atomos ligados
corresponden a moléculas poliatémicas. Cuando existen interacciones entre enlaces que no
son del mismo tipo se obtienen hibridaciones. A continuacion, se muestran hibridaciones de
orbitales atomicos de algunos casos simples e ilustrativos. Analisis de las moléculas
poliatémicas se logran considerando su simetria, esto se ejemplifica con el grupo de simetria

Csy.
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Hibridacion de los Orbitales Atémicos

Para explicar el enlace en moléculas como el metano, debemos pensar en la hibridacién de los
orbitales s y p. Dado que el metano es una molécula en la que un carbono se une con cuatro hidrogenos
en lugar de dos, la simple teoria del enlace de valencia no se puede aplicar para describir el enlace

con precision.

Suponemos que los orbitales atémicos cercanos en energia pueden hibridar [28-32]. Los enlaces
resultan del apareamiento o desapareamiento de electrones en orbitales atémicos o hibridados. Dos
orbitales ortogonales tales como s y py, 5 Y Py, Pz ¥ Py, Pz ¥ Px, Px ¥ Py 1O pueden superponerse
para formar un orbital si fijamos el eje internuclear del d4tomo en z. Hay dos tipos de enlaces, enlace
o y enlace 7. El enlace o es cilindricamente simétrico sin un plano nodal a través del eje del enlace: s
YS.SY Pz Dz ¥ Dz,5P> vy sp3, s ysp? sonlos que forman los enlaces ¢. El enlace 7 es un enlace con
densidad de electrones en dos 16bulos a cada lado del eje de enlace: py ¥ py. Py ¥ Py son los que hacen

el enlace .

Hibridacion sp®

Enun dtomo de carbono tenemos el orbital-2p, vacio. Si un electrén
— .
de orbital-2s se promueve al orbital-2p, vacio, el &tomo de carbono

tendrd cuatro electrones no apareados listos para enlazarse. Los

Figura 17. Metano con cuatro
enlaces o
orientacidn en el espacio y se obtienen combinando un orbital-s y tres orbitales-p. Los 16bulos grandes

orbitales hibridos sp?® son degenerados, solo difieren en su

de los orbitales hibridados estdn orientados de forma tetraédrica con un dngulo de enlace de 109.5°
como resultado de la minimizacién de la repulsién de electrones. E1 metano es un ejemplo de una
molécula con orbitales hibridos-sp?, en la cual el carbdn tiene cuatro orbitales hibridos equivalentes
participando en enlaces (ver Figura 17). Estos cuatro orbitales son hibridos a partir de uno 2s y tres
2p, y se puede considerar cada uno de ellos como una combinacidén de %S y %p ,y aesta combinacién
es a laque se le llama hibrido-sp?. La hibridacion da como resultado una mayor liberacion de energia,
con lo cual 1a molécula resultante es mds estable.

Si consideramos la geometria de NHs y el tipo de enlace N-H, no tenemos orbitales 2p vacios. La
promocién de electrones no puede ocurrir porque la promocién no aumenta el nimero de electrones

no pareados para el enlace. Sin embargo, puede ocurrir que la hibridacién tenga cuatro orbitales sp’
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al combinar orbitales 2s y tres orbitales 2p, lo que puede explicar la geometria piramidal trigonal de
NHs. Si la hibridacién no ocurriera, el dngulo de enlace sobre el dtomo central N se convertiria en
90°, lo que contradice la teorfa VSEPR (Valence Shell Electron Pair Repulsion). El nimero total de
electrones de valencia es 3 + 5 = 8. El niimero de electrones de enlace es 6. El nimero de electrones
sin enlace es 8 - 6 = 2. El tipo de enlace N-H es o (C 2sp®, H 1s). El dngulo de enlace es menor que

109.5 debido a un par solitario en N.

Hibridacion sp*

Orbitales sp? hibridos se forman al combinar un orbital-s y dos orbitales-p. El Boro es capaz de tener
tres orbitales desapareados si un electrén-2s es promovido a un orbital-2p vacio e hibridiza. Los tres
orbitales-sp? estin en un plano para minimizar la repulsién electrénica. La geometria resultante es
planar trigonal. El 4ngulo de enlace alrededor del 4tomo central es 120°. Un orbital-2p vacio atn estd
ahi, y disponible para aceptar electrones. La molécula BH; es un ejemplo de este tipo de enlace. El

tipo de enlace B-H es o(B 2sp?, H 15s).

El carbén también forma orbitales sp? hibridos. Como un resultado /l;_ ;
e 100

el carbén es capaz de tener un electrén desapareado en cada uno de 27 252 25p?

los tres orbitales-2sp? y un orbital-2p. Dos orbitales-2p, o dos CEJ.A
s
orbitales-2p,, pueden traslapar constructivamente para formar un C

enlace 7. Orbitales-2sp? pueden formar enlace o con orbital-s u  Etileno

otro orbital-2sp2. Dos orbitales ortogonales tales como s y Py, Sy . .

P, no pueden traslapar para formar un orbital si fijamos el eje
internuclear de C a z.
Figura 18. Etileno con un enlace T en

azul, y tres enlaces ¢ en amarillo.
Etileno tiene un doble enlace C-C que consiste en un enlace o(C 2sp2, C 2sp?) y otro m(C 2p, C 2p).

En adicién a los dobles enlaces C-C, hay cuatro enlaces o(C 2sp?, H 1s). Las moléculas no pueden

rotar alrededor del doble enlace (Figura 18).

Hibridacion sp’

El acetileno es lineal, y solo tiene un atomo de hidrogeno en cada extremo (como se ve en la

Figura (19).
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Los orbitales hibridos sp’ se forman al combinar un orbital que
combina un orbital-s y un orbital-p. El carbén ahora puede tener un
electrén desapareado en cada uno de los dos orbitales-sp. En total
son cuatro electrones desapareados. El enlace C-C consiste en un
enlace o(C2sp,C2sp) otro enlace n(C2p,,C2p,) ¥

otro ;rr(C 2py, C Zpy) siel eje internuclear de C es z.

) 11
2pz Zpx Py N i “Px Z_I:’_y

/ 2sp 2sp
T
C
Acetileno
A

Figura 19. Acetileno con dos
enlaces 1 en azul y tres
ces g en amari

. . . . . IF 1
Las Figuras 18 y 19 para etileno y acetileno, adicionalmente se cfaboraron usando BIOVIA

Materials Studio 2017, como se ve en la Figura 20.

Etileno Acetileno

Figura 20. Orbitales de etileno (3‘p2} y acetileno (,i‘p'r} con sus respectivos enlaces o y 1.
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La multiplicidad en una molécula viene a partir de las bandas de estructura electronica fina,
andloga al caso de dtomos, la estructura multiplete se debe al espin del electron. El
momento angular electrénico total alrededor del eje internuclear, denotado por Q, se
obtiene sumando A y £, tal y como el momento angular electrénico J se obtiene sumando L
y S. Sin embargo, mientras que para dtomos se debe llevar a cabo una adicion vectorial,
para moléculas es suficiente una adicion algebraica, puesto que A y X estan a lo largo de la
linea que une el nicleo. Entonces, para el nimero cuantico del momento angular
electrénico resultante, alrededor del eje internuclear se tiene

Q=|A+3]

El vector A correspondiente de momento angular representa la componente del momento
angular orbital electrénico a lo largo del eje internuclear, A=0, 1,2, ..., L. De modo que
en la molécula por cada valor de L existen L + 1 estados distintos con diferente energia.
Los estados moleculares correspondientes se designan como A=X,I1, A, O, ...

Los estados I1, A, @, ... son doblemente degenerados puesto que My, puede tomar
los dos valores +A y -A; los estados £ son no-degenerados.

¥=§55-1S-2,..,-S

Son 25+1 valores diferentes posibles. En contraste a A, los niumeros cudnticos X pueden ser
positivos y negativos. No estd definido para estados con A=0 — esto es estados Z.

Simetrias

Los métodos mecdnico-cudnticos para tratar la estructura electrénica de moléculas
poliatdmicas son los mismos que aquellos aplicados a las moléculas diatdmicas. Un papel
principal para encontrar la forma de las LCAO-MO en moléculas poliatémicas es el uso de
la simetrifa. La teoria de grupos es la que nos permite trabajar con las simetrias de las

moléculas. Las operaciones de simetria elementales son las siguientes:

E Identidad. El elemento de simetria es la operacién del objeto mismo

Ca Rotacién n-veces de. El elemento es la operacidn de rotacion 2a/n alrededor de un eje
de simetria.

o Reflexion. El elemento es la operacién en un espejo plano
i Inversion. El elemento es la operacion a través de un centro de simetria.
Sa Rotacién impropia n-veces (reflexién-rotatoria). La operacién ocurre alrededor de un

eje de rotacién impropia
En el sistema Schoenflies la notacién permite sin confusién el uso de los grupos: Ci, Cs, G,

Cm', C:\c;\.'., Cnh, Duh, D::-h., Dud, l, lh, O, Oh, R3, T, Td, Th
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Como ejemplo se ilustra la tabla de multiplicacion del grupo Csy, el cual corresponde a seis

elementos de simetria: identidad (E), dos rotaciones del tridngulo (Cs, (3), tres reflexiones

(¢!, 6% 7). A partir de operaciones de simetria con base en el elemento identidad (E) se

construyen los demds elementos de la tabla.
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T ) 21 ) 4 i
Rotaciones: 3 = rotacion: 120°, -y = rotacion: —120°, 3 = rotacion: 240°

1
3T
2
3
. ! Cs 3 . G
reflexiones:

1 3
2 G! 3 P

Estas son reflexiones ¢’ a través del plano vertical al eje i y perpendicular al plano del
tridngulo. Las reflexiones se entienden como una permutacion o intercambio de nimeros con
respecto al elemento identidad E: ¢' =(23), 6> = (31), 6° = (21), de esta manera se van a

hacer los productos para elaborar la tabla

Operaciones:

Las operaciones consisten en productos directos entre elementos del grupo, como ejemplos
se tienen (R=rotacién, r=reflexién: RE=ER=R; RR'=R'R=E; etc.,en general una operacién
R seguida de una operacion r se denota por rR, y se enfatiza que el orden de la operacion es
importante, ya que en general la operacion rR no es lo mismo que la operacion Rr. Esto es

no se cumple la conmutatividad; sin embargo, si se cumple la asociatividad.
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EC: =Cs

N g
CGC=— —=G 1A3
. V2 (2N
CiCs = 2— 2— =E A
3 3 3 3 2
HaN
Cs A c'Cs =235 =0c )
2 1 4N 1
o°Cs =312 = o' AN
i A
6'Ca= (21)%Ir =g’ WAAY)
C:E=C; ) C:E=Cs ¢'E =¢! ’)E=¢" oE=¢’
Y 2 2 2N 2 2
CiCs =/%;N Q?L Cs 143 CiCs =Z,TH 23—H=E 6'CGs=¢ oC3=¢' =0
N S Yo n oA n - -
CiCs :? %T:E 3A2 CiCs =6§\?_C3 6'Ci=c> oCi=0¢’ ’Ci=0'
o N " n
Cso! =23—”(23)=¢’ 1/i\z Cio' =22(23)=6’ o'e'=E  o%'=C: o’c' = Cs
S A |
Cio*=2r(31)=0" 341 o2 62

21)=¢ 6'6’=Cs 66°=Cy 6’6 =E

Cso® == (21)=g¢" 2A3 Cso® ==

3

La flecha curva indica el giro del tridngulo. La tabla de multiplicacion queda del siguiente

modo:
Csy E Cs 63 c! o> o
E E 93 Cs o! o’ o
Cs Cs Ci E G2 G° E
Cs Cs E Cs G gl o
c' c' G G E Cs Cs
G2 G2 c! G Cs E Cs
G G o o' Cs Cs E

En un tratamiento matricial alternativo se construyen por inspeccion los elementos de
simetria del grupo Cav usando una base propuesta con respecto a la molécula triangular (de
lados de igual tamaiio) piramidal NH3, de la cual cada uno de sus dtomos es considerado de
simetria esférica: sn, Su, Sb, Sc; por lo cual la base es (sy, Sa, Sp, Sc) que bajo la operacion oy, se
convierte en 0,(s,, S,, Sp, Se) = (Sp, Sar Se,Sp) - La transformacién correspondiente se

representa como la multiplicacién matricial
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Oy (Sm Sar Shy Sc) =

S oo =
S oo
oo o
S Ro o

En esta representacion, la matriz representativa de esta operacion se denota como D(oy).

Andlogamente se construyen las demads, de tal modo que la representacién matricial es:

10 0 0 10 0 0 10 0 0
[0 1 0 0 [0 0 0 1 [0 0 1 0
D(E)‘0010’ 9(63)‘0100' 9(63)‘0001
000 1 0010 0100
10 0 0 10 0 0 10 0 0
o 1 0 o ~_[0 0 1 0 ~_ [0 0 0 1
D=1y o 0 1) P@I=\g 1 0 o) PO@I={g 0o 1 0
0010 00 0 1 0100

En general, las operaciones de simetria de la tabla de multiplicacion del grupo Casy, se
reproducen con productos entre estas matrices, dado que RS=T es equivalente a

D(R)D(S)=D(T). Los elementos distintos de cero en la diagonal corresponden a y(R) =
trD(R): es decir: y(E) = 4,x(C3) = 1,x(G) = 1, x(a,) = 2, x(a}) = 2, x(ay') = 2.

Con otra base se construye una transformacion de semejanza. Para esto se elige la base
(Sn, 51, 52, §3) con la relaciéon s, = S5 §; = Sy + Sp + S¢i S2 = 255 — Sp — S¢i S3 = Sp — S

En forma matricial estas relaciones se expresan como

10 0 0
(Sru 51152153) = (Sm Sa, Sb, Sc) g i _21 2 = (Sru Sa, Sb!SC)C

01 -1 -1

6 0 0 0
La inversa de la matriz ¢ es: ¢™?! =é g % _21 _21 . La matriz representativa de C; en

0 0 3 =3

20 0 o

[ -1 _ 1 0 2 0 0

la nueva base es D'(C3) = ¢ D(Cg)C—Z 0 0 -1 -1

00 3 -1

Andlogamente se construyen las demas transformaciones de semejanza, de manera que la

representacion matricial del grupo Csy es la siguiente:
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100 0 20 0 o0 20 0 o0

o1 0 o 1o 2 0 o ilo2 o o

DEY=|g o0 1 o P€=3lp 0 -1 —1| P@)=3lp 0 -1 1|

00 0 1 00 3 -1 00 -3 —1
100 0 2 00 0 20 0 0
o1 0 o ~_1l0o 2 0 o0 n_Llo 2 0o o
Dle)=ly 0 1 o P@=3lg 0 =1 1|© P2@I=3]y ¢ -1 -1
00 0 -1 0 3 1 00 -3 1

La suma de los elementos en las diagonales es invariante en esta nueva representacion del

grupo Cay, es decir: ¥(E) = 4,x(C3) = 1,x(C:) =1, x(0,) = 2,x(00) = 2, x(00') = 2.

Todas las matrices de la representacién matricial del grupo Cs, tienen una forma de bloque-
diagonal. La base cuatro-dimensional se puede partir en dos, una que consiste inicamente de

Sa ¥ se denota como 1 en cada caso, y otra para las matrices de los bloques diagonales de cada
matriz de 4x4 que corresponden a la base tridimensional (s4,sp,8:). La separacion de la

representacion en conjuntos de matrices de dimension inferior es definida como reduccion
de la representacidn, cuya suma directa en este caso es: D = D® @ DV, Si D aun es

reducible por una transformacién de semejanza, la suma directa corresponde a la reduccién

D[4) - D[l) @D[l)® D[E)

ya que la reduccién de la representacién tridimensional es: D =DV @ D, Si D ya no se
puede reducir por una transformacién de semejanza, entonces D) es una representacion
irreducible. La representacion infiel D'V es otra representacion irreducible. Por lo tanto,
existen tres representaciones irreducibles para el grupo Cay, dos D" y una D@. Las letras A
y B son usadas para las especies de simetria de representaciones irreducibles
unidimensionales; E para representaciones irreducibles bidimensionales, y T para aquellas
tridimensionales. La representacion infiel unidimensional tiene la lista de caracteres
(1,1,1,1,1,1) y pertenece a las especies de simetria definidas como A;. Las representaciones
irreducibles bidimensionales tienen caracteres (2,-1,-1,0,0,0) y su etiqueta es E. La lista
completa de caracteres de todas las representaciones irreducibles posibles de un grupo es
llamada tabla de caracteres. Dado todo esto, para el grupo Csy ya se cuenta con las especies
de simetria A y E. Para construir la especie de simetria faltante se recurre a los teoremas de

ortogonalidad. La tabla es:
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E 2C 30, h=6
Al 1 1 | Z, }412+y2 Jz*
As 1 1 -1 R.
E | 2 -l 0 (YRR  (Fyixy) (xz,y2)

Por ejemplo, la simetria de una molécula de agua es muy diferente a la de una molécula de
metano. Al menos una conformacion de la molécula de agua interaccionando con un atomo
de metal, se puede iniciar en simetria Czv para cdlculos no relajados; mientras que al tratar de
insertar un atomo de galio en uno de los enlaces CH del metano se ha usado simetria C. Los
cdlculos en moléculas mds complejas usualmente recaen en simetria C, sin embargo se debe
conocer bien la molécula en estudio para proponer una simetria adecuada para poder utilizar
la simetria correcta. La tabla de caracteres obtenida para un grupo de simetria por medio de
alguna base es la que nos permite construir la configuracion electrénica del sistema molecular

en estudio.

1.3 Fuerzas Intermoleculares

Introduccion

Las fuerzas intermoleculares son la causa de la mayoria de las propiedades fisicas y
quimicas de la materia. Un conocimiento cualitativo de dichas fuerzas se puede obtener de
algunas observaciones generales. El hecho de que los gases se condensen en liquidos sugiere
que las fuerzas entre las moléculas deben ser atractivas a grandes separaciones. Por otra parte,
el que los liquidos sean tan poco compresibles indica que, a pequefias separaciones de las

moléculas, las fuerzas entre ellas deben ser repulsivas.

Se sabe que existen cuatro fuerzas distintas en la naturaleza [33]. Dos de estas son las
interacciones fuertes y las débiles que actuan entre neutrones, protones, electrones y otras
particulas elementales. Estas dos fuerzas son de corto alcance, su rango de accidn es tan corto
que es menor que 10 nm, y pertenecen al dominio de fisica nuclear y de altas energfas. Las
otras dos fuerzas son las interacciones electromagnética y gravitacional, que actian entre

atomos y moléculas (asi como entre particulas elementales). Estas fuerzas de largo alcance
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son efectivas sobre un intervalo de distancias mucho mds grande, de subatémicas a
practicamente distancias infinitas, y consecuentemente son las fuerzas que gobiernan la
conducta de las cosas de cada dia. Por ejemplo, las fuerzas electromagnéticas —fuente de
todas las interacciones intermoleculares— determinan: i) las propiedades de sélidos, liquidos
y gases, ii) la conducta de particulas en solucidn, iii) reacciones quimicas y, iv) la
organizacion de estructuras biolégicas. Las fuerzas gravitacionales toman en cuenta el
movimiento de las mareas y muchos fendmenos cosmoldgicos y, cuando actian junto con
las fuerzas intermoleculares, determinan fendmenos tales como la altura a la que un liquido

se elevard en capilares pequefios y el maximo tamafio que animales y arboles pueden tener.

Fuerza intermolecular y energia potencial de interaccién W(r) se corresponden, ya

que la fuerza es igual a menos el gradiente del potencial con respecto a la distancia.

Las fuerzas intermoleculares dependen basicamente tanto de los parametros ¢ y Eo
como de la distancia r, donde o es el didmetro aparente de la particula, y Ep es el tamaiio de
la interaccion. Los dos tipos de fuerzas mas generales que existen en la naturaleza son las de
largo alcance y las de corto alcance. Las fuerzas de corto alcance, (r<o), también conocidas
como fuerzas quimicas, aparecen cuando sus moléculas estin tan proximas que sus
respectivas nubes electronicas solapan en una gran extension. Son de naturaleza repulsiva.
La mayoria deé‘; datos de este tipo de fuerzas se obtienen mediante célculos mecanico-
cuanticos. Las fuerzas de largo alcance (r>0) aparecen cuando las moléculas se hallan a
distancias en que no hay solapamiento de sus nubes electrénicas. Son de tipo atractivo, y de
ellas se tiene un conocimiento mas preciso que el de las anteriores. Suelen variar en funcion
inversa de una potencia de la distancia y son de origen puramente electromagnético. Estas
fuerzas de largo alcance se dividen en tres tipos: electrostdticas o de Coulomb, de induccion
y de dispersion. Las electrostdticas surgen debido a la energia coulombiana asociada con
cargas, momentos dipolares, cuadripolares y de orden superior que caracterizan la
distribucion de la carga en cada molécula. Las de induccion se deben a la polarizacion de una
molécula neutra por otra molécula cargada o polar. Las de dispersidn son las mas importantes
de las tres, ya que aparecen incluso en moléculas no polares. Su explicacién es mecanico-

cuantica. Fueron estudiadas por London, quien las bautizé con el nombre de fuerzas de
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dispersion, ya que las oscilaciones que las producen son también las que dan lugar a la

dispersion de la luz por las moléculas.

Es importante reconocer que los cambios de estado de sélido a liquido y de liquido a
gas son cambios fisicos. Ninguna ligadura quimica es rota en estos procesos. Cualquiera de
los estados hielo, agua o vapor contienen moléculas de H>0. Cuando el agua es hervida para

formar vapor, las moléculas individuales permanecen intactas.

Las fuerzas de ligadura que unen los dtomos de una molécula son llamadas fuerzas
intramoleculares. Las fuerzas que ocurren entre moléculas, que las pueden condensar para

formar un sélido o un liquido, son llamadas fuerzas intermoleculares.

Tipicamente las fuerzas intermoleculares son mucho mas débiles que las fuerzas

intramoleculares.
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Fuerzas de Coulomb

Las fuerzas intermoleculares que son de un origen puramente electrostdtico provienen de la
fuerza de Coulomb entre las cargas. Las interacciones entre cargas permanentes, dipolos
permanentes, cuadrupolos permanentes, etc., que caracterizan la distribucion de la carga en

cada molécula, caen en esta categoria.

La fuerza de Coulomb entre dos cargas Q y Q, separadas por una distancia r estd dada

dw("')_ 00

F=- = >
dr dregr-

donde & es la permitividad relativa o constante dieléctrica del medio. Como el campo

. " F
eléctrico en la posicién de Q) estd dado por E = — entonces
1

E 0

" dmsgr o

Interaccion ion — ion
La energia para la interaccion de Coulomb entre dos cargas Q1 y () esta dada por

w(r)=-29 - A

B 4reg,r dregr

r es la distancia entre las dos cargas Q1 y Q. La expresion del lado derecho cominmente es
usada para interacciones idnicas, donde la magnitud y signo de cada carga idnica estd dada

en términos de la carga elemental (e =/.602x10""* C) multiplicada por la valencia i6nica z.
Por ejemplo: z = +1 para cationes monovalentes tales como N,°, z = —1 para aniones

monovalentes tales como Cl~, z = +2 para cationes divalentes tales como C. >, ete.

Para cargas del mismo signo, tanto W(r) como F(r) son positivas y la fuerza es
repulsiva, mientras que para cargas opuestas tanto la energia W(r) como la fuerza F(r) son

negativas y la fuerza es atractiva.
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Interaccion ion — dipolo
a) Dipolo fijo

Por ejemplo, la interaccion electrostitica entre un ion de sodio Na* y una molécula polar H20.

Para derivar el potencial electrostitico, la Figura 21 muestra una carga Q a una distancia r

Figura 21. Momento dipolar p = gf E

del centro de una molécula polar de momento dipolar p haciendo un dngulo @con la linea

que une al ion con la molécula. Si la longitud del dipolo es 7 con cargas +q en cada extremo,
entonces la energia de interaccidn total es la suma de las energias de Coulomb de Q con —q

enByQcon+qenC

W(r.0)= _ﬂ[i_ L}

dreg, | AB AC

donde

AC = [(r+ LrcosO) +(Lisind) ]”2

2

A separaciones r que exceden la longitud dipolar / y desarrollando en serie de Taylor esta

raiz, estas distancias pueden ser escritas aproximadamente como
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AB=r—jficosf
AC=r+3/fcost

y la energia de interaccidn en este limite es entonces

W(r,f?):— Qq ! — !
4rsg, | r—3lcosf r+4/lcosd
__ g fcos@ 31)
dreg | r’ =107 cos’ 0
_ Opcosf (ze)pcos@
__4zr£,‘.q,r1 T dnegr’

para / despreciable comparada con r. Aqui p es el momento dipolar eléctrico definido como

P=ql .
Entonces

W(r,9)= —]?E(F)COSQ = —-p-E

b) Dipolo rotante

A separaciones grandes o en un medio con una constante dieléctrica € grande, cuando
la energia de interaccion es del orden o menor que la energfa térmica kT, los dipolos pueden
rotar mds o menos libremente. Por ejemplo, moléculas en un liquido o gas efectdan
movimientos térmicos tanto traslacionales como rotacionales. Sin embargo, aunque los
valores de cos9, senf, etc., al ser promediados son cero, los potenciales promediados sobre
el dngulo no son cero puesto que siempre hay un factor de Boltzmann que da mas peso a
aquellas orientaciones que tienen una energia mds baja (mds negativa). Es decir, si una
molécula adopta todas las orientaciones con probabilidades iguales la interaccién dipolar
promedio es cero. Sin embargo, en un promedio térmico las configuraciones de baja energia

ocurren preferencialmente cuando son determinadas por un factor de peso de Boltzmann.

Se puede calcular la componente de la energia de interaccién que depende de la

orientacion con la siguiente relacion
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W(r]= IW(’A,EI)E’ W (r 0 )kT ?
T

donde la integracidn se efectia sobre los dngulos polar 0 y azimutal ¢, y dQ = sen GiGd¢ .

Cuando son integrados sobre todas las orientaciones el resultado de la integral de d(2es

a

[do=["dg| sen o =4z

Para efectuar el cdlculo conviene tener los valores promediados de algunos dngulos:

c0s? 6) = —— [ cos® Osen 60 Mdgs):l
] ]

47 3
<se:n : 6‘) = %
<sen 2 ¢> = <c:051 ¢> = %

(sen 6) = (cos 6) = (sen 0 cos 6') =0

(sen qé) = (cos qé) = <5en qﬁcosqé) =0

Cuando w(,-,c) es menor que kT se puede desarrollar la funcién exponencial en serie de

Taylor entonces

wi(r)= I[W(r,g)_ W), ] 0

kT 4r

usando el resultado de la interaccion ion—dipolo fijo obtenida anteriormente, se puede obtener

la energia angulo-promediada para la interaccion ion-dipolo rotante

W)= J'[_ Qp cos 6 _[ op T cos 0 | ___]dg

Aegr? Aregr® kT ar

Substituyendo los valores espacialmente promediados de (cost?):O y <c0519>:

| =

mencionados anteriormente, se obtiene

90




] pop—— para k7> 2
4reg ) kTr dregr”

el cual siempre es atractivo, una propiedad general de términos de segundo orden.

Si tenemos un sistema termodindmico compuesto por muchos de estos dipolos
interactuando con cargas, y dado que los dipolos adquieren un gran nimero de orientaciones
angulares, va a existir una entropia del sistema. En este caso, la energia libre A, que nos
proporcionard el trabajo disponible, es la que se debe usar para obtener la fuerza al derivarla

conrespecto ar.

De la relacién fundamental de la termodindamica (ver Anexo A, ecuacion (A19) con

F=A)

A=U —TS § [aA
=U-7S con =— —,
or

se puede obtener

[MJE

or T?

dado que la W(r) varfa como 1/T, se puede integrar la ecuacién anterior usando la

circunstancia de que U = const/T, en la siguiente forma

A 5 1 U
—= —J. const xT ~dT = const — = —
T 2T 21

de donde A= % , por lo que la energia libre para la interaccion ion—dipolo es

0’p’

A=—— =2 F
6(4reg Tr

a partir de la cual se debe calcular la fuerza para tales casos.

Interaccion dipolo —dipolo
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a) Dipolos fijos
La energia potencial de un dipolo en cualquier campo cuyo potencial es V, es igual al
trabajo hecho contra este campo en llevar cada carga separadamente desde el infinito hasta

un lugar. Siel potencial del campo donde se coloca +q en Py es Vi,y —q en P> es V2, entonces

W=q(V,~V,)=qPP,——=p—

av ov
Os Os

donde s va en la direccion del dipolo y p es su momento dipolar. En notacion vectorial:

W=(p-VWV (32)
Sip, y P, sonlos momentos vectoriales de dos dipolos A y B y si r es el vector
dirigido desde A hasta B, entonces el potencial en B ocasionado por A, suponiendo que p,
estd en el origen apuntando en la direccién z, es

D, cOs ‘T 1
4;{3501/ = P j — P —=-p, V(;J (33)

r r

Sustituyendo esta ecuacion en la anterior se obtiene

dregW = +p, 'V(p] ‘rr_'ﬁ‘)
=p.-(V(p, -r)+p, Vi)
=p,- {r"g[p] xVxr+rx(Vxp,)+(-V)p, +(p,-Vir]-p, ‘r(3r"4Vr)}
=p. - P —(p, r)arr |

Nétese que: vxr =0, vx=p, tambiénes cero ya que p es considerado como puntual y por

tanto constante, al igual que vp, .,y que (p, -V)r= (p]_\ %+ Py (_%+ Pi: %J(x,y,z) =p,-

. r .
Ademds Vr = — es un vector unitario. Por lo tanto
r

dreeW =r(p, -p, -3(p, -r)p, -¥)r) (34)

Si p, y p, hacendngulos @ y @, conr entre si, se tiene que

W = &(sos(p—:‘;&’)sﬁ] COS&,)
dAzegr’ )
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en donde ¢ es el dngulo cenital que hace el dipolo p, con el eje z, por lo tanto, respecto al

dipolo p,. Si ¢ es el dngulo entre los planos que intersectan en r conteniendo p, y Pp, como

en la Figura 22.

2

Figura 22. Trabajo entre dos dipolos fijos

ahora bien, tomando un sistema coordenado tal que r estd en la direccién de .  p, estd

en el plano x-y, los cosenos directores son: ¥y = cos6,, ¥, = cosf,, m, = senf,

m, = senb,cos¢, y n, = 0. Entonces

cosp =/{,{,+mm, +nn, =cosf, cosd, +send, senf, cosg

W= L’%(sen 6, sen @, cos ¢ —2cosb), cosb,)
drmegr ) i
) _ PP e £ e . . e
0 bien W=- : (2c0s6, cos B, —sené, sen 6, cos ¢) (35)
dregr ) i

b) Dipolo rotante

La energia dngulo — promediada para la interaccion dipolo rotante — dipolo rotante se

obtiene de la ecuacién de promedios de Boltzmann sobre todas las orientaciones (@,,0,,¢).
que en este caso es

wir)=[|w(r.Q)-

w(r.Q) Jd_Q

kT 8r
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donde w(r,Q2)=W(r.6,,0,,4) esti dada por la energia de interaccion para el caso dipolo fijo

— dipolo fijo obtenida anteriormente en la ecuacién (35). Ademas

T T Iz T T
dQ= L sen6,dé), _L sen 6,d6), L dg= 29?(—0039] A I— cost|; ): 8.
Substituyendo la ecuacion (35) en la ecuacion (36), y definiendo

Alr)= 4!’1‘.”‘3 .
TEGT

se obtiene

w(r)= j{— A(r)2cos @, cos O, —send, sen 0, cosg)

A(r)
kT

(2cos 6, cosf, —sen 6, send, cos ¢)’ }@

v
2 T
como L CoS qaifqé = SCII@L} =0 entonces dos de las cinco integrales en esta ecuacion son cero,

y la energia se reduce a

W(r)= —&(r)f cosé, send,do, I(: cosd, send,db, fﬂdqé

81
—L(r)élfco%z 6 senf,dé rcm2 6, send,dé fﬂdqé
kT - 1~ 1 1 0 - 2" 2 2
Az (r) T 3 T 3 2z »
_M-[’ sen” ,d0, jo sen deﬁzL cos” ¢gd¢
Como r cos xsen xdx = lscnz)c =0,
0 2 0
rc:os1 xsen xdx = —lc:os]x|'T = —l(—l— 1)= 2
) 3 o 3 3

T 3 E3 1 3 T 1 4
j“ sen” xdx = —cosx|; 3008 A, :—(—1—1]+§(—1—1]—§

asi que
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L0483 )8
ST

kT \9 9

por lo tanto, la energia de interaccion es

2p,p;

Wir)=—
) 3(4zeg, ) kTr®

Esta interaccién Boltzmann-promediada entre dos dipolos permanentes, conocida como la
interaccion de orientacion o interaccion de Keesom, constituye una de las tres contribuciones

importantes a las interacciones de van der Waals entre dtomos y moléculas.

Si se tiene un nimero muy grande de dipolos rotantes interactuantes, se aplica la

deduccién correspondiente anterior, y la energia libre de Helmholtz a partir de la cual se

puede obtener la fuerzaes A= % , por lo que

[

PP

W(r) T 3(4:7.9.9"

T [ 1

kTr®

Fuerzas de Induccion

El efecto de induccién se debe a la polarizacién de una molécula neutra por otra
molécula cargada o polar. Cuando una molécula neutra se coloca en un campo eléctrico, los
electrones son jalados levemente en una direccion mientras que los micleos son empujados
en la direccion opuesta. Este desplazamiento relativo de las cargas en la materia es conocido
como polarizacion. Cuando dos moléculas cargadas o dipolares se aproximan entre si, una
polarizacién mutua toma lugar. Esta polarizacion de las moléculas puede ser una contribucion

importante al potencial intermolecular [34].

Considérese un conjunto de cargas ligadas en un campo externo, el cual conduce a un
desplazamiento de las cargas. Las diferencias entre los momentos multipolares de la

distribucion de carga distorsionada y aquella de la distribucidn sin distorsionar son conocidas

95




como los momentos multipolares inducidos. Para campos externos pequefios el momento

dipolar inducido puede ser escrito de la siguiente manera
pma’ = QE (37)

donde « es la polarizabilidad del objeto. La polarizabilidad es distinta de cero para todos los
dtomos y moléculas, y juega un papel importante en la determinacion de fuerzas coloidales.
Para una molécula no-polar la polarizabilidad proviene del desplazamiento de su nube
electronica cargada negativamente relativa a la nuclear cargada positivamente, bajo la
influencia de un campo eléctrico externo. Para moléculas polares, hay otras contribuciones a

la polarizabilidad, como aquella ocasionada por la rotacién de los dipolos permanentes.

La polarizacién de la materia debida a la influencia de un campo eléctrico externo es
debida a dos efectos: i) la polarizabilidad de las moléculas individuales y /i) la orientacion
parcial de momentos dipolares permanentes de las moléculas. El momento dipolar promedio

por unidad de volumen debido a estos dos efectos es conocido como la polarizacion.

Interaccion ion — no-polar

Heuristicamente se debe considerar a la energia de interaccidn entre una carga y un
dipolo como la interaccion del dipolo ya formado en el campo eléctrico producido por la

carga mas ¢l trabajo hecho para producir dicho dipolo.

Para encontrar la interaccién ion — no-polar, se puede comenzar por modelar la
interaccién entre un campo eléctrico y una molécula no-polar considerando que esta consiste
en dos cargas opuestas +q interactuando bajo la accidon de un resorte de constante k, en
analogia a lo que ocurre al aplicar un campo eléctrico a dos cargas opuestas como se veen la
Figura 23. En reposo coinciden, pero un campo eléctrico externo generado por un ion
adyacente o un dipolo las va a separar una distancia x. Asi, la energia interna Wiy para

pequeflas deformaciones es

| =

int

(8]
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La energia de interaccion Weumpo entre el campo eléctrico E y las cargas separadas es

:—p-E:—qﬂrE = —aEz_

campo

. . k
La energia total de interaccion Wiges W, +W,,,., = (5 x* — Eqgx.

5 =G

Figura 23. Interaccién ion-no-polar

En equilibrio existe un balance entre la interaccion externa y la fuerza restauradora del resorte

ow . A L
cuando: [% =0 . Derivando se encuentra que en equilibrio la separacién de las cargas
X

E . (o .
es x, = Tq Entonces, dado que ¢l momento dipolar eléctrico es p = 4¢ se tiene que el

momento inducido llega a ser p, , = gx, = Eq” Comparando con la magnitud del momento
1l k

2

dipolar p,, =¢E, se demuestra que la polarizabilidad es & = a Asi, se ve que conforme

la fuerza interna restauradora es mds pequefia (i.e., el valor mds pequefio de k), la

polarizabilidad es mds grande. La energia total es

k E*q* E
Wror = Winl + W('(I’HI’ 0y ? - Eq _q
! 2 k- k
simplificando se obtiene
| .
for ——ak”
2

Obsérvese que este resultado es independiente de la configuracion de cargas que produjo el

campo, esto se corrobora en el Anexo B, en donde se deduce esta expresion directamente
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pensando en el trabajo que causa el llevar una particula de un punto a otro. Ademads, se ve

que

w,=lw - _w

tot 2 camp int *

Para calcular Wign-dipolo inducido ¢ deben combinar la ecuacién (37) con la ecuacion (30)

para el campo eléctrico asociado con un ion de carga Q = Ze en r=0, esto da como resultado

alze)’

- 2(4;r£.5;, }2 rt

fon—di poloinducido

el rango es #* mis bien que r* ya que un término r induce la respuesta, pero un segundo
término 2 produce la interaccién. Si a este resultado se le agrega la energfa libre A de
Helmholtz obtenida para la interaccién ion-dipolo rotante, se obtiene que la polarizabilidad

total

r’

o, =a+ .
3kT

Por lo tanto, la energia neta de interaccion ion dipolo inducido estd dada por

I 0 N O }

w. . =
neta fon—dipoloinducido 2 4
2(4” g,%) F L 3kT

Interaccion dipolo — no-polar (energia de Debye).

Si se tienen varias cargas ¢4, 4, g3, ***, por definicion, el potencial eléctrico en un

punto P es la suma escalar de sus potenciales individuales, esto es

vlzq—"

- dreg, =,

el potencial eléctrico en el punto P debido a un dipolo eléctrico como el de la Figura 24 es,

v—;[i_i]:;M

dreg,\n 1 dreg,
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Figura 24. Dipolo eléctrico.

Si la distancia a es muy pequefia comparada con r, se puede poner

2
ry, —r, =acos@ y IL=r

acosf
Resultando V= 9‘79
dregr-

Como el momento dipolar eléctrico p se define por

pP=4a

donde a es el vector desplazamiento orientado de la carga negativa a la positiva, con lo cual

el potencial eléctrico es

V= pcosd

4?&?.%:*2

Como el campo eléctrico es menos el gradiente del potencial, en coordenadas polares las

-~

. oV .
componentes del gradiente se pueden expresar como E =——, 5 =X, Y, Z, mientras que

cs
en coordenadas polares ds = dr para la componente E:y ds = rd@ para la componente Ep,

entonces

E - oV 2pcost
"o dmegr’

99




1oV _ psend
r o6 dmegr

E =

R . 2 s@ . senf .
E=Ei +E;, = peos -1, + psen 1,
dreg,r dregr

La magnitud del campo eléctrico se calcula como sigue

2_dpieos 0 prsen 0 p (4(:0519+scn19]

>

(47{3'% )1 re (4?{5@: )1 re (4‘7“‘@: )_ re

|E

E= %(30052 0+ l]lf2
dregr

Sustituyendo este valor en la energia de interaccion se encuentra que para un dipolo fijo:

_ —laEl _ p‘a(1+3c?s‘ 9)
2 2dreg ) re

Wdfpol o-inducidodipolo (r * 9)

La interaccion conocida como de Debye se obtiene promediando angularmente la
relacién anterior. Puesto que el promedio angular de cos?0 es 1/3, entonces para un dipolo
rotante se obtiene finalmente

Wir)= (W) o Pe (38)

1 6

4 (4‘71—5‘%) F

Este resultado representa la interaccidn atractiva de Debye y constituye la segunda de las tres
contribuciones inversas de la sexta potencia a la energia de interaccion total de van der Waals

entre moléculas.

Fuerzas de Dispersion de London o de van der Waals

Las fuerzas de dispersion son de naturaleza mecanico-cudntica y fueron estudiadas
por London. Debido a que siempre estdn presentes en dtomos y moléculas, las fuerzas de
dispersion son mds importantes Oﬁlas anteriores, ademds juegan un papel en una multitud

de fendmenos importantes como adhesion, tension superficial, adsorcion fisica, mojado, las
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propiedades de gases, liquidos y peliculas delgadas, la fuerza de los sdlidos, la floculacion
de particulas en liquidos, y la estructura de macromoléculas condensadas tales como

proteinas y polimeros. Sus principales caracteristicas pueden ser resumidas como sigue:

e Son fuerzas de largo alcance y, dependiendo de la situacion, puedenﬁ efectivas a
grandes distancias (mayores de 10 nm) y hasta distancias de espaciamientos
interatdmicos (cerca de 0.2 nm).

e [Estas fuerzas pueden ser repulsivas o atractivas, y en general las fuerzas de dispersion
entre dos moléculas (o particulas grandes) no siguen una ley de potencias simple.

e Las fuerzas de dispersion no solamente juntan moléculas sino también ﬁlden a
alinearlas mutuamente u orientarlas, aunque usualmente este efecto orientante es débil.

e Lainteraccion de dispersion de dos cuerpos es afectada por la presencia de otros cuerpos

cercanos. Esto es conocido como la no-aditividad de una interaccion.

Las fuerzas de dispersion son amenas para una multitud de tratamientos tedricos de diversas
complejidades, los mas rigurosos de los cuales nos llevarian al mundﬁle la electrodindmica
cudntica. Su origen puede ser entendido intuitivamente como sigue: para un dtomo no-polar
tal como helio, el tiempo promedio de su momento dipolar es cero, aun en cualquier instante
existe un momento dipolar finito dado por las posiciones instantdneas de los electrones
alrededor de los protones nucleares. Este dipolo instantineo genera un campo eléctrico que
polariza cualquier atomo neutral cercano, induciendo un momento dipolar en él. La
interaccion resultante entre los dos dipolos conduce a una fuerza atractiva instantanea entre

los dos atomos, y el tiempo promedio de esta fuerza es finita.

La ecuacion de London
a) Deduccion heuristica

En el atomo de Bohr un electron gira alrededor del proton. La distancia mas pequeiia

entre el electrén y el proton es conocida como el primer radio de Bohr a, y es el radio en el

2
cual la energia de Coulomb € f471'5{}an es igual a 2hv, es decir,
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5
e?

=——+——=0.053nm 39
24me, v 9

al]

donde 4 es la constante de Planck y v es la frecuencia orbital del electrén. Para un dtomo de
Bohr, v = 3.3 x 10" s, asi que hv = 2.2 x 10'® J. Esta es la energia de un electrén en el
primer radio de Bohr y es igual a la energia para ionizar el atomo — el primer potencial de

ionizacion, 1 —.

El 4tomo de Bohr no tiene momento dipolar permanente. Sin embargo, en cualquier

instante existe un momento dipolar instantdneo

p=a,e

cuyo campo polarizard un dtomo neutral cercano produciendo una interaccion atractiva que
es completamente andloga a la interaccion dipolo-inducido dipolo discutida anteriormente.
Por lo tanto, la energia de esta interaccion en el vacio esta dada por la ecuacion (38)

pza (a(,e}'a

W(r)=- — = 5
(4;;8% )yre (4‘7"rg§: )yre

donde aes la polarizabilidad electrénica del segundo dtomo de Bohr.

Por otra parte, regresando a la Figura 23 de la interaccién ion-no polar, la fuerza

externa F.y del electrén debida al campo E es

F_=¢E

ext

la cual debe ser balanceada en equilibrio por la fuerza atractiva entre la érbita del electrén

2 2
desplazada y el nicleo. Esto no es otra cosa que la fuerza de Coulomb € /47734%"' resuelta

a lo largo de la direccion del campo. La fuerza interna (restauradora) es, por lo tanto

e’ el e
‘F:lm:4 15611924 3:4 3Pr'na’
TEGT TEG Y TEGT
en equilibrio F,, =F, lo cual conduce a

Pia = 4?:5.901"315 =aF
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o 3 .
por lo tanto, la polarizabilidad es @ = 47¢&F" . Como en este caso el radio corresponde con

el radio de Bohr, se tiene que

3 a
a. =
dresg,
ademas de la ecuacion (39) se obtiene
; e‘a’
a“ e
24reg v

)
e igualando estas dos ecuaciones resulta que chv = (ea] por lo tanto la energia de interaccién
se puede escribir como
a’hv
W(r)= e Yot

4reg) ) r

Excepto por un factor numérico, esta ecuacion es la misma que aquellaﬁe fue derivada por
London en 1930 usando teoria de perturbaciones de mecdnica cudntica. La famosa expresion
de London para la energia de interaccion de dispersion entre dos dtomos o moléculas

idénticas es (London 1937)

C(i.\') 3 azhv 3 a_l
W(r‘)— {(,{ R T 6 4 2 6
r 4(ameg )'rt  Al4reg)'r
y para dos dtomos diferentes
3 aa, hv,v, 3 aa, 11,
w(r)= 2 2= 2 12 (40)

2 (4zeg V' re (v, +v,) 2 (4meg, Vre (1, +1,)

Con este simple modelo se ve que mientras las fuerzas de dispersion son mecanico-
cudanticas (al determinar los momentos dipolares instantaneos, pero fluctuantes, de atomos

neutros), la interaccidn resultante alin es electrostatica, una clase de fuerza de polarizacién

. .. P . .1 . . .
mecdnico-cudntica. Notese ademds que la dependencia — de la distancia es la misma que
r

aquella para las otras dos interacciones de polarizacion (las fuerzas de Keesom y las de

Debye) que contribuyen a la fuerza neta de van der Waals.
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b) Deduccion exacta

La teoria de London se ilustra de una manera mds sencilla tomando el ejemplo de dos
atomos de hidrégeno. La interaccion de largo alcance de van der Waals entre dos atomos de

hidrégeno en sus estados base se puede calcular por medio de la teoria de perturbaciones.

Supongamos que los niicleos de los dos dtomos de hidrégeno A y B estdn fijos en el
espacio alejados una distancia R, y que el eje Z se elige paralelo a la linea que va de A a B.

Entonces si - es el vector de desplazamiento del electron 1 del nicleo A y ., es el vector

desplazamiento del electrén 2 de micleo B como en la Figura 25.

eji€ Z

Figura 25. Dipolos de dos dtomos de hidrogeno.

El operador Hamiltoniano del sistema de interaccién de dos dtomos A y B con un

electron cada uno puede escribirse en la siguiente forma

H=H,+H'

donde H”:_;l_l(vlwrvi)____,
m
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cuando r,,r, << R . Notese que el operador Hamiltoniano H para la interaccion entre dos

atomos de hidrégeno es el mismo que para la interaccidon entre dos dipolos eléctricos
formados de un electrén y un niicleo cada uno de ellos. La ecuacién (34) es la de un dipolo

eléctrico fijo.
El hamiltoniano no perturbado H, tiene como solucién la funcién de onda (ver

Anexo C):

”o(rwrz):”mo( )"mo( ) m?' el

0

para dos dtomos de hidrégeno no-interactuantes en sus estados base.

Los términos de interaccién H' pueden ser tratados como una perturbacién. De
manera que los efectos de H'en cualquiera de los estados no-perturbados de los dos dtomos
pueden ser estudiados por teoria de perturbaciones independientes del tiempo. Si ambos
atomos estdn en el estado base, el cambio en energia debido a la perturbacidn es

KO|H’H>F
AE = (o)) + S A
(Oa10)+ X E L

con

_ Z ‘ m|H |m ‘ ,.

rr

i ? it

W W W W L = ), = S

= 0 (ver Anexo C). Si R es grande comparado con el radio de Bohr a,, la mayor
contribucién a las integrales en los elementos de matriz (0‘11' "0> y <0‘H"H> vendrd de la

vecindad 1; 4y, J=12 . En consecuencia H'puede expresarse como un desarrollo

multipolar en potencias de 1/R, escogiendo el eje z a lo largo de R, y manteniendo los
términos mds bajos. Para desarrollar en serie de Taylor, entonces, se hace la siguiente

identificacion de vectores:
r,=R—nr n,=R+r,

ro,=n—n,=n—R—r, :_R_(rz _rl)
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Aplicando la ley de los cosenos y recordando que R esta en la direccion de z se tiene que

g :|R—r]‘:4.l'R2+r]2—2R-r]
2\
=R[1—2i+ d J

R R’

=.JR*+r; -2R-r,
_ 2 \A
_R1-22
R R-

1 :|—;R—(r1—r]]:\'/R1 +
r,—r

2\ A
:R[1+2(‘1_‘”)+ 2 ]
R R’

es decir, el Hamiltoniano de la perturbacién estd dado por

fia =|R—F3

l"1_"'1|1 _2R’(r1_r1)

-1
H’=£;: l+|il+ 2(22_2 )+(XE_xl)_—l_(}‘l_y])_—l—(zl_Z])_} A

R R
-1 1
2z, r’ ’ 2z, 1, %
—|l-—+—= —| 1+ —=—+—=
R R R
Al desarrollar en serie de Taylor usando (1 + x)_l_ =17 lix + ;—x‘ +++, se obtiene
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2 2 2 2 2 2
e’ Xy Aoy vz —2xx, -2y, y, —22,2, 3

H'= R SR +—[4(z§+z; -2z zl)+0.,.]
n’ 3(4z] nt Azt o 3[4z n 4z
e [ e e e LR
2R* 8| R* R R 2R* 8| R* R R
H'= %(xlxi TV Y.+ 5,2, _35151)
H'E%(}c]x2 + ¥, ¥, —22,2,) (41)

por lo tanto, la perturbacién H' es la energia de interaccién de dos dipolos eléctricos que

corresponden a las configuraciones instantineas de los dos dtomos.

Es evidente a la vez que el valor esperado del término principal en H' para el estado
uo(r] ,rz) es cero, ya que i, es unafuncién par de r, y r, .,y H' esuna funcién impar de
r, y r, separadamente. También puede demostrarse que todos los términos superiores

despreciados en H' tienen valor esperado cero para u,, , puesto que estos términos pueden ser

expresados como armonicos esféricos de orden diferente de cero. Entonces el término
principal de la energia de interaccion es la perturbacién a segundo-orden del término dipolo-

1

. : 2 1 i: —_—
dipolo, que es proporcional a #’* y en consecuencia varfa como RE -
La correccién a primer orden desaparece' [35] cuando se utiliza la ecuacién (41) ya que u,
es una funcién par de ry y r2, mientras que H " es una funcion impar de ry y r». El término de

segundo orden da

Como el hamiltoniano no perturbado H, es simétrico, y el término perturb H’ tiene simetria
definida, par o impar, se concluye que la mitad de los elementos de matriz H” son cero. S1 H es par, todos los
elementos de matriz entre estados de paridad opuesta se anulan autométicamente,

ar’nrpm'> = <ar'mpm' 'upm'> = 0

Andlogamente, si H™ es impar, todos los elementos de matriz entre estados de la misma paridad se anulan
automdticamente

upm') = <ur'mpm' ”r’mpm') = 0

Estas reglas tan generales son casos especiales de las llamadas reglas de seleccién en espectroscopia. Hay que
observar que las reglas de seleccion para H” impar tienen como consecuencia que la correccion a primer orden
para la energia se anula.

r r
H par H par

i

par

' '
Hr’mpm' Hr’mpm'

i

par
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“xﬂ‘m‘xo,n + y(),m yo,n - ZZOJ‘HZOJP

4
€

AE=—"_ 42
R6 Z 2E0 - Em - En ( )

m.n

Aqui E, y E, son las energias del estado base y del n-ésimo estado excitado del dtomo de
hidrégeno, y los elementos de matriz X;,, ¥, ¥ Z,, son tomados entre estos estados [36]. La

ecuacion (42) indica que AFE estd acotado por dos valores extremos, y su rango de valores

debe estar entonces entre

Los valores (AE), y (AE) pueden ser obtenidos por los métodos perturbativo y

sup
variacional, respectivamente [37]. Nétese que AE puede ser identificada con la energia de

interaccion W(R).

Cdlculo perturbativo.

De la ecuacion B12 del Anexo B, el cambio a segundo orden en la energia de los dos dtomos

de hidrégeno es

'
On

WR)=D

(43)

n

donde el indice n se refiere a todos los estados del par de atomos de hidrégeno no-perturbados

(incluyendo estados disociados), y el estado base i, es excluido de la sumatoria e
integracion que es denotada por 2.”. Es evidente que W(R) es negativo, puesto que £, < E

y el numerador de cada término en (43) es positivo. Entonces, se concluye que la interaccién

. . 1
es atractiva y proporcional a —~ cuando R es grande, se puede demostrar que estas dos
R

conclusiones son vdlidas para cualquier par de dtomos que estin en estados base

esféricamente simétricos no-degenerados.

Se puede obtener un limite superior de la cantidad positiva —W(R) reemplazando cada

Ex en (43) por la energia Eq+ del estado excitado mas bajo de los dos dtomos de hidrégeno
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para los cuales H/ . es diferente de cero. Entonces el denominador puede ser sacado de la

On*

sumatoria, la cual se puede evaluar como un producto de matrices
| 2

’

Z ‘Hﬂrr

donde la prima en la sumatoria denota omision del término n = 0. Puesto que se ha visto que

=D HjHi, = Hy H; —Hy =(H”) -Hjy (44)
H}, =0, se tiene que

~W(R) < (45)

E,-E,

L

el estado n* es aquel en el cual ambos dtomos estdn excitados a estados del niimero cudntico

principal 2, asi que (Anexo D) E, = —2["%(1), E, = —2["%{1”), y E,-E,= 39%%

. De la ecuacion (41) se tiene que

2

5 e 9 5 9 5 9 2
H'" = R° (xfxf + ¥y Hdzizy +2x,0, 0,9, — )

El valor esperado de los términos cruzados como x,x,y,y, €s cero puesto que estos
términos son funciones impares de una de las componentes cartesianas de r, o r, .Cada

uno de los primeros tres términos en el paréntesis de la ecuacion anterior son el producto de

dos factores idénticos que son iguales a

2

dr

sz‘u]m(r}‘zdr = %jrz ‘u]m(r}

2r

1 - 2 T 2
= a,[ re “dm-dr
3ma, o0

. . . .. - . @ g I(z)
ésta integral tiene solucion en términos de funciones gama, fn t“ ekt = —z » donde

Nz+1)=1-2-3--- (n—1)n=n!,entonces

I =, —;—r ) 4 (a, ’
—3m§ _L re “dmridr= a (?) r(s)

_ 2
_aﬂ
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6e'a, 8e ay

asique [H’i}m = . Substituyendo en la ecuacion (45) se tiene W(R) > _R—f‘n .Porlo
8ela’
tanto (AE), . = _%.

Cdlculo Variacional.

Para obtener el limite superior de W(R) por el método variacional se debe elegir una funcién
de prueba . Si tal funcién no depende de R, la dependencia de R del valor esperado de la
energia serd como aquella de H', esto es, 1/R®. Un limite superior con esta dependencia de R
no es de ningtin valor para este caso, puesto que lo que realmente se quiere determinar es un
limite del coeficiente de la interaccién 1/R®. Una eleccion itil para w es aquella en la cual
hay un término proporcional a H', ya que entonces habra términos en el valor esperado que

. 2 . f
son proporcionales a H'* y en consecuencia variard como 1/R®.

Como funcién de prueba se escoge (Anexo D)

w(r] ,r2]= um(rl ]u]m(r2 ][l+ AH')

donde A esel pardmetro de variacion. Para normalizar la funcidon de prueba se usa la siguiente

condicion de normalizacion

_[y/*Hyfdr
Eys—F—Fw—
_”y/ dr

entonces se obtiene

) [[ o1+ AH)(H, + H )uy(1+ AH)d 7,d 7,
<

[[u2(1+ AH') drdx, e

E, +W(R
donde 4, es el producto de los estados base de las funciones de onda del dtomo de hidrégeno,
y A es real. Después de integrar, el lado derecho de la ecuacion (46) se reduce a

E,+2A(H"),, + A*(H'H,H’)
1+ A*(H"?)

L]

(47)

[LY]
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puesto que ,, es una eigenfuncion normalizada de Hy con eigenvalor

y H, =(H’ 3)(:; =0. Féicilmente se ve que (H’HOH’)m es una suma de cuadrados de

factores de la forma Iumu[ r)xH,xu,,, (r)d 7 ; por cémputo directo se puede demostrar que esto

€8 CEro.

Puesto que se estd interesado solo en términos de orden F’*, se expande el

denominador de la ecuacién (47):

(£, +24(m7) Jie a2(a2),] = E, +(17) 24~ E,2%).

Observando que Epes negativa, se encuentra que esta ecuacion tiene un minimo con respecto

a la variacién de A cuando A = 1/ E, , en este caso la ecuacion (46) se convierte en

12 2.5
(H )m 6e a,
E,+W(R)<E, + =E, - ——
E R
0
6e’a, . . . .y .
Por lo tanto (AE),,, = — e Finalmente, el rango de energias de interaccion esta entre

8¢ ay, 6e’a,
Re SAEETTR

Una estimacidn cuidadosa de la sumatoria en la ecuacién (42) da [38]

W(R) = 655 (48)

London (1930) reconocié que el lado derecho de la ecuacion (42) puede ser expresada en
términos de los valores f de dispersion o fuerza del oscilador. Para una transicion dipolar

entre dos estados |¢) v |2) , la fuerza del oscilador estd definida como

2m
Fn =3 (E,-E, )z,

(49)
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Al tratar con productos del tipo X, Xy, Yy, Yo, siempre es posible escoger m y n tales que

solamente uno de los elementos X, Yy, V %, no desaparecen. De esta manera

o

4 2 2 +y 2 | 2 + 4 - 2 - 2
€ Z "t(?nr"r(?,rr }Uﬂr} On “0m~0n

R % (E,-E,)+(E,-E,)

n

W(R) =

por consideraciones de simetria, se obtiene

2 2

B 6e*

W R _ - Zt;,m ZU_JI (50)
W= G E) (5 E)
y utilizando la ecuacion (49) se tiene
3 h4€4 ftJrrfUr ‘l
W(R)=— - e
( ) 2R°m’ E(Em —E, )(En - Eu) (Eu -E, )+(Eu - Em)
_3 he4 Z hzf(hnf(hr 1
2 R°m’ ma (Em -E, IEH _Eo]l[(Eo - E )"'(Eo - E )]
h m n
:_é h€4 Z f()mf(hr 1
2 R6m2 m,n (Em _EO) (Err _EO) (Em _EO )+ (Err _EO)
h h h h
Como @ = L” —£ Y @ = 7‘& ~E
" h " h

corresponden a las frecuencias de la radiacion electromagnética que causaria la transicion del

estado base U_} al estado excitado ‘m> en la molécula aislada [39], entonces

W(R) _ 3?164 Z f(lmf(hr

T 2R M o, (com + w”)

L " n

Esta ecuacién, aunque fue derivada para el ejemplo del dtomo de hidrégeno, es de validez

general. Para un dtomo o molécula con n electrones f;,,, satisface la regla de la suma [40]

Z j.fm =n
nt
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£, S€puede obtener de datos experimentales de intensidad de lineas espectrales (Garstang
1966). Tomando anj- =n; setiene que
1
(R)— 3 e n,n

— _ s m-on ( 5 1)
6 2
2R m @, 0, (&)m + @, )

Si tomamos dos moléculas con n; y n: electrones que tienen transiciones @ y
respectivamente, la ecuacién (50) finalmente se reduce a la forma

4
3e"h nn,

W(R)=- 2m*R® w]wz(w] +w3]

La forma de W(R) en la ecuacién (51), originalmente dada por London, es particularmente
ttil en la estimacion de la fuerza de dispersion entre moléculas de datos espectroscopicos
experimentales. Cambiando los subindices m por i,y n por j, la ecuacion (51) se puede volver
a escribir como

3 en e'n, 1

WIR)=-
( ) 2R® m m mp).(mﬁm).] (52)

usando la identidad

1 :gf dé
abla+b) 7 (a*+&)p* +&7)

S€ encuentra que

Definiendo w = ié = dw = id¢&

se obtiene
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_ 3h en eny o d ofi
W(R)_ 27R® m  m 2'[’ (&Jf+wZXw:‘.+wzJ

2 2
3h (odw  enm, en;

W’ i m(wr.2+w2Jm(&Jf.+w2J

De acuerdo con la teoria cldsica de campos, las ecuaciones de Maxwell se usan para definir

la polarizabilidad dinamica [41,42]

alo) -4 3l

i w:r(l CEJ

Siuno de los osciladores predomina sobre los demas, esta ecuacion se puede escribir como

a.lw)= ! i=1,2 53
j( ) mimf—wzi’ / ' (53)
entonces W(R) = [ 1% (o), (o)
R—R’ 0 1

De tal manera que ésta integral ha servido para introducir el concepto de polarizabilidad

dindmica. Por lo tanto, de las ecuaciones (52) y (53) se obtiene

W(R}z— 3h (e’n Y e’n, | o,
2R\ me! )\ mo: o, + o,

2, (0)a, (0) 22 54)
W, + w,

28" m” [ (0)/m I + [, 0/, ]

La ecuacion (54) es andloga a la ecuacion (40). De las ecuaciones (54) y (55), la
interaccién puede ser estimada en términos del valor estatico de la polarizabilidad en aquellas
situaciones donde cada molécula esta caracterizada por una fuerte frecuencia de absorcién.

La ecuacion (55) fue obtenida por Slater y Kirkwood [43].

La aproximacién implicada en la ecuacion (53) obviamente es equivalente a tratar

cada molécula como oscilador arménico con una frecuencia @ y polarizabilidad estdtica
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2 2 . . .
e‘nj/ma;!; . Este modelo de oscilador de una molécula frecuentemente es muy conveniente

para andlisis cualitativo y semicualitativo de fuerzas entre moléculas. De hecho, London

(1930) lo utilizé para derivar la ley ( 1/R®) de fuerza de dispersion.

Otros aspectos de fuerzas intermoleculares vienen de la anisotropia del tensor de
polarizabilidad de una molécula. Este efecto se puede examinar mejor con la interaccién
debida a momentos multipolares inducidos de orden superior [41,44]. En el Anexo E se

muestran brevemente la expansiéon multipolar.

Efecto de retardamiento

El efecto de retardamiento en la interaccidn electromagnética entre dos moléculas
aparece cuando una de ellas emite una sefial que no llega instantineamente a la otra, mds

bien llega con un cierto retardo dependiendo de la separacion entre ellas.

La fuerza de dispersion entre dos moléculas puede ser descrita como la induccidon de
polarizacién de una debida al campo de polarizacion instantdneo de la otra. La energia de
interaccion de la dispersidn entre un par de moléculas a una distancia mayor que la longitud
de onda de la radiacion, debida a transiciones dipolares en ellas, decae como (1/R7) de

acuerdo con la férmula [36]:

E(R): _éhca](o}al (0)

4 R’

En términos semicldsicos la energia de interaccién puede ser definida como el cambio en la
energia del punto-cero de los modos de vibracion del campo electromagnético cuando estas
son perturbadas por las moléculas a través del acoplamiento del campo con las corrientes de
polarizacion inducidas en las moléculas. La ecuacidn anterior es precisamente la que se debe
derivar ahora para poder apreciar el efecto de retardamiento entre las sefales emitidas por

cada una del par de moléculas interactuantes.
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Siuna molécula estd sujeta a un campo eléctrico variable
E(t)=E, (o)cosax

el cual corresponde a la parte real de una onda plana. La polarizacion inducida en ella esta

dada por
P[t}: P(a)}cosax = [a.(m}EU (a)}]cosax

en esta relacion el tensor () tiene componentes

| z[("’" )@.). @), )]

a,(0)--+

h< W, —@ o, +o

nt

donde el tensor d = fze’f_rf. es el operador de momento dipolar de la molécula. La forma de

() €s derivada en muchos textos de mecénica cudntica.
Supdngase que las moléculas son esencialmente particulas puntuales, tal que en la
presencia de un campo eléctrico E(r,z) la densidad de polarizacion inducida puede ser

escrita como

p(r.t) = [ [ al —r’E(R,r’)dr’)§(r _R) (56)

donde R es la coordenada de posicion de la molécula. Aqui a(t) es la transformada de

Fourier de a(w) definida por

alr)= 1 doeaw)
2 =

y E(r, t) puede escribirse en la forma
1 (= .
B0 =5 [ doEro)e
2m)_,

La ecuacién (56) se sigue del hecho de que la polarizacién manifestada sobre la molécula es

la suma de aquella debida a cada componente de la frecuencia de Fourier del campo eléctrico.
En general, a(w) puede definirse con una pequefia parte imaginaria en @ tal que su

transformada de Fourier a(t) desaparece para t < 0, asi como para satisfacer el principio de
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causalidad. Entonces en la ecuacion (56) el limite superior de la integracion es t, y su

transformada de Fourier puede ser escrita como,

p(r,m) = [a.(m)E(R,m)]b'(r - R)

donde p(r.w)= f e plr,t )dt (57)

o

Para considerar el efecto de acoplamiento entre un par de moléculas en R; y R: con

polarizabilidad a; (w) y a,(w), y el campo electromagnético, notese que la corriente de

polarizacién inducida sobre las moléculas es

y la correspondiente transformada de Fourier, definida como en la ecuacién (57), satisface la

relacion

itr.0)=iop(r.0)

—iofo, (@)ER, )5 R )+ o, (@ER, o) -R,)] O

Las ecuaciones de Maxwell del campo electromagnético ahora pueden escribirse con los

términos de la fuente correspondientes a la corriente de desplazamiento j(y ,) [42]

Ley de Coulomb V-D=4rzp (59)
Ley de Ampere V‘xH:4—Ej+lfi£
& c ot
Ley de Faraday VxE+]—a—B:0
c Ot
Ausencia de polos magnéticos libres V-B=0

Por esta tltima ecuacion se puede definir B en términos de un potencial vectorial
B=VxA (60)

entonces la ley de Faraday puede escribirse como
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Vx[E+lci—AJ=0
c ot

esto significa que la cantidad entre paréntesis puede escribirse como el gradiente de alguna

funcién escalar (Anexo F), por decir, un potencial escalar @; esto es

1 0A
+ =

c ot

E -V

o E--vo- 1 (61)

c ot
La definicion de B y E en términos de los potenciales A y @ satisface idénticamente las dos
ecuaciones de Maxwell. La conducta dindmica de A y @ serd determinada por las dos

ecuaciones inhomogéneas.

Aunque la especificacion de A determina completamente a B de acuerdo con la
ecuacion (60), el caso contrario no es verdadero, puesto que el rotacional del gradiente de
cualquier escalar desaparece idénticamente, asi que podemos sumar a A el gradiente de un

escalar & sin afectar B. Esto es, A puede ser reemplazado por

A'=A+VE (62)
1é
Entonces [45] E=—VCD——1 (A+VE)
c ot

o E:—V[tb+l(i—g}—l(i—A
C o c o

por lo tanto, si se hace la transformacion (62), también se debe reemplazar @ por

o -o-1% (63)

para que la expresion de E quede inalterada. Las transformaciones (62) y (63) son llamadas
transformaciones de norma. Aun cuando sumemos el gradiente de una funcién escalar al
potencial vectorial y sumemos la derivada del tiempo de esta funcidn al potencial escalar, los

vectores de campo quedan inalterados. Esto es, son las cantidades de campo y no los
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potenciales las que poseen significado fisico. Por lo tanto, se dice que los campos vectoriales

son invariantes a las transformaciones de norma; es decir, son de norma invariante.

Debido a la arbitrariedad en la eleccién de la norma, se esta en libertad de imponer
una condicion adicional en A. Se puede argumentar esto, en otros términos: un vector no se
especifica completamente sélo con su rotacional y su divergencia para que quede tinicamente
determinado. Evidentemente se tiene la ventaja de hacer una eleccién de la V- A que
simplifique el problema particular bajo consideracion. Una posibilidad de uso frecuente es

1

V-A=-——
c ot

(64)

Esta condicion es la condicion de Lorentz y especifica la norma de Lorentz de los potenciales.

Aplicando las condiciones de norma (62) y (63) a la norma de Lorentz (64) se obtiene

v.A’+lﬂzv.A+l@+ v3§_ 11 6_15
c ot c ot c” ot

si los potenciales A, @ y A',®’ obedecen la condicién de Lorentz, entonces se debe

requerir que ¢& satisfaga la ecuacién de onda

Por simplicidad, este se restringe al caso especial del vacio, tal que . ., =1, puesto que los

medios materiales solo agregan complejidad en sus fronteras e inhomogeneidades que no es
deseable examinar en este momento. Entonces, la ley de Coulomb en el vacio se puede

escribir como

V-E=4rp

sustituyendo la ecuacion (61) en la ecuacion anterior se obtiene

1 6A
V|-Vb-——1|=4
[ c Br] P

= Vo+12v.A=——dnp (65)
c ot
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La ley de Faraday (de las ecuaciones de Maxwell) en el vacio, se puede escribir como

10E 4rm,
c Ot c

VxB

y sustituyendo las ecuaciones (60) y (61) en esta tltima ecuacioén se obtiene

VxVxA+ly@® 1 OA_ dr,

-2
C ct cT ot C

usando la identidad vectorial VxVxA = V[V-A)—VjA se obtiene

VA- V-A+——

c ot (66)

2 2

1 aEA_V[ I&D):_él_zr.
c

Entonces las ecuaciones (65) y (66) dan una representacion de las cuatro ecuaciones de
Maxwell, usando solamente dos ecuaciones para los potenciales A y @ . Pero estas dos
ecuaciones estan acopladas (justo como estaban las ecuaciones de Maxwell); es decir, ambas

ecuaciones involucran los dos potenciales. La aplicacion de la condiciéon de Lorentz (64)

produce el desacoplamiento deseado:

1 0*®

Vio-—S2  anp
¢ o

viA-L ‘i'f\z_“_”j 67)
c- ot C

Por lo tanto, se encuentra que en la norma de Lorentz los potenciales del campo satisfacen

las ecuaciones de onda inhomogéneas.

Las transformadas de Fourier de las ecuaciones (67), (64) y (61) son

{Vl + w—;JA(r,m]: —4—Ej(r,co] (68)
C C

V-A(r,w]+ﬁ¢(r,w):0
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ic[ w* (69)
= ——{—2A+ V(V- A)J
Substituyendo la ecuacion (58) en (68) se obtiene
[V3 + w—;}A(r,w] = —m—w[a]é'(r -R,)+a,(@)5(r-R, )E(r.o) (70)
c” C

substituyendo (69) en (70) se obtiene

2

[v’+‘"—f)A(r,w)=—w[a]a(r—n])mz(m)ﬁ(r—Rz){[‘j—z)A(r,w)w{vA(r,m)}}

c?

puesto que el operador Hw—?]é# V[V )1 conmuta con {Vz +[Q—H , entonces
c c”

{Vz + w_z_}E(r,w) - iz 0,50 R, )+ a1, ()5 ~ R, )JA(r.00)

donde A(r,®)=— E[w—: E(r,0)+V(V- E(r,w]]] .Estoes
ol ?

C

2

[vz o2 JE(r,a)): o, (@) — R, )+ o0, (@)5(r - R. )Hﬂ’g JE(r,w)+V{V-E(r,w)}}

c c

2

_ —4:{(1] (w)H‘;’: J+ V.V }E(R] 0B -R,)+a, (w{[‘;’g J+ AN }E(Rg 0)5(r-R, )}

Efectos del Solvente

La interaccién entre moléculas o particulas pequeiias en un medio solvente puede ser
muy diferente de aquellas de moléculas aisladas en espacio libre o en un gas. La presencia
de un medio suspensor simplemente reduce la energia de interaccidn o fuerza por un factor

€ 0 €2. Primero, el momento dipolar intrinseco y la polarizabilidad de una molécula de gas
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aislado podria ser diferente en el estado liquido o cuando es disuelta en un medio. Esto
depende de un camino complicado en sus interacciones con el solvente que lo rodea y
usualmente solo puede ser encontrado por experimento. Segundo, una molécula disuelta solo
puede moverse desplazando un volumen igual de solvente de su trayectoria; en consecuencia,
la polarizabilidad o en un medio debe representar la pelarizabilidad de exceso de una
molécula o particula sobre aquella del solvente y debe desaparecer cuando una particula
disuelta tiene las mismas propiedades que el solvente. Cualitativamente, se puede decir que,
si ningin campo eléctrico es reflejado por una particula, es ‘invisible’ en el medio solvente

Yy consecuentemente no experimenta una fuerza.

a) Efecto en la constante dieléctrica

El problema de saber la polarizabilidad de exceso o efectiva puede ser planteado al
tratar una molécula disuelta o una particula pequefia como un medio dieléctrico separado de
una forma y tamafio dados. Este modelo continuo tiene una ventaja obvia puesto que la
constante dieléctrica de un medio es usualmente conocida. Acordadamente, una molécula i
podria ser modelada como una esfera dieléctrica de radio a: y constante dieléctrica &:. Ahora
bien, en un medio de constante dieléctrica ¢ (figura 5.3a de Israclachvili [48]), tal esfera
dieléctrica estard polarizada por un campo E y adquirird un momento dipolar de exceso dado

por [46]

£ —&
n =dgee —— |a’E
Pina £ {g,' +2£) i

asique su polarizabilidad efectiva o de exceso en el medio es

o, :4;(303 i a? :3303 i L,
& +2¢ g +2e

4 s .
donde v, = g;fra,: es el volumen de la molécula o esfera. Esta ecuacion muestra que para una

esfera dieléctrica de alta & en espacio libre (donde & = 1) su polarizabilidad es

. 3 - . . .
aproximadamente @; *47ga", como se encontré previamente para un dtomo simple de un
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electron. Ademds, si €2 &;, la polarizabilidad es negativa, indicando que la direccion del

dipolo inducido es opuesta a aquella en espacio libre.

b) Capas de hidratacion o zonas de solvatacidon

Para iones pequefios o multivalentes en solventes altamente polares, la fuerte
dependencia de la orientacion de su interaccion ion-dipolo tenderd a orientar las moléculas
de solvente alrededor de ellos, favoreciendo &= 0° cerca de los cationes y 8 = 180° cerca de
los aniones. Entonces, iones de Li*, Be**, Mg?* y AI** en agua tienen un niimero de moléculas
de agua orientacionalmente ligadas a ellas. Tales iones son llamados iones solvatados o iones
hidratados, y el nimero de moléculas de agua que se amarran —usualmente entre 4 y 6— es
conocido como su ntimero de hidratacion. Deberia notarse, sin embargo, que estas moléculas
de agua no estin completamente inmovilizadas y que se intercambian con agua en el bulto,
aunque mds lentamente. El nimero de hidratacién es un indicador cualitativo del grado al

que los iones amarran agua mas bien que un valor exacto.

Cercanamente relacionado al nimero de hidratacién esta el radio efectivo o radio
hidratado de un ion en agua, que es mas grande que su radio real (i.e. su radio en la red
cristalina). Debido a que los iones mas pequefios son mas hidratados tienden a tener radio
hidratado mayor que iones mds grandes. Nimeros y radio de hidratacion pueden ser
deducidos de mediciones de viscosidad, difusién, compresibilidad, conductividad,
solubilidad, y varias propiedades termodinamicas y espectroscopicas de soluciones

electroliticas, los resultados raramente estan de acuerdo entre si.

Mas intuicion en la naturaleza de la hidratacién del ion puede ganarse considerando
el tiempo promedio que moléculas de agua permanecen ligadas a iones. En liquido puro a
temperatura ambiente las moléculas de agua caen alrededor con un tiempo medio de
reorientacién o tiempo de correlacion rotacional de cerca de 107" s. Esto también da una
estimacion del tiempo de vidade la ligadura agua-agua formada en agua liquida (las ligaduras
de hidrégeno). Pero cuando las moléculas de agua estan cerca de iones, varias técnicas tales
como resonancia magnética nuclear de oxigeno, muestran que las vidas medias o tasa de

intercambio de moléculas de agua en la primera capa de hidratacién puede ser mucho mds
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grande, variando de 10''s a muchas horas. Para iones solvatados muy débilmente
(usualmente iones monovalentes grandes) tales como N(CH3).", Cl', Br y I', estas vidas
medias no son muy diferentes de aquellas para dos moléculas de agua, y aun pueden ser mds

cortas (referidas como hidratacion negativa).

Interacciones moleculares electrostdticas

Las fuerzas dipolo-dipolo son alrededor del 1% tan fuertes como las ligaduras covalentes o
idnicas, y se hacen débiles conforme la distancia entre los dipolos aumenta [47]. En la fase

gas estas fuerzas son relativamente importantes, dado que las moléculas estin alejadas.

Particularmente las fuerzas potentes dipolo-dipolo ocurren entre moléculas en las que
el hidrégeno esta ligado a un dtomo altamente electronegativo, tal como nitrégeno, oxigeno,
o fldor. Dos factores importantes para las intensidades de estas interacciones son: la gran
polaridad de la ligadura y la cercania de los dipolos, la cual se hace posible por el tamaiio tan

pequeiio del hidrégeno.

Algunos enlaces inusualmente fuertes y dependientes de la orientacién estdn
involucrados en interacciones entre moléculas de agua. Se sabe que la parte enlazante del
enlace es responsable de esta interaccion, y se observa midiendo las distancias entre varios
centros atomicos en una red de hielo en el caso del agua. La distancia intramolecular O-H es
de aproximadamente 0.10 nm para este enlace covalente, pero la distancia intermolecular
O---H es de 0.176 nm, mucho menos de 0.26 nm correspondiente a la suma de los dos radios
de van der Waals, pero atin mayor que la distancia covalente de 0.10 nm. Dichos enlaces se
conocen como enlaces de hidrégeno [48]. Los enlaces de hidrogeno no son exclusivos del
agua; existen en diversos grados entre atomos electronegativos (p. €j., O, N, F y Cl) y dtomos
H de hidrégeno unidos covalentemente a dtomos electronegativos similares. Estos enlaces
solo involucran dtomos de hidrégeno, que pueden interactuar fuertemente con los dtomos
electronegativos cercanos, lo que resulta en un "enlace" mediado por H efectivo entre dos
atomos electronegativos. El enlace de hidrogeno es predominantemente una interaccion
electrostatica (Coulémbica). El dtomo H no se comparte, sino que permanece mas cerca y

unido covalentemente a su atomo padre. En consecuencia, el enlace de hidrégeno entre dos
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grupos XHe Y se denota por X-H---Y. Sin embargo, ciertas caracteristicas de los enlaces de
hidrogeno hacen que aparezcan como enlaces covalentes débiles, no solo son bastante fuertes
sino también bastante direccionales, de modo que forman "estructuras" tridimensionales
débiles en los sdlidos, mientras que en los liquidos el orden de corto alcance puede dar lugar
a liquidos asociados. La fuerza de la mayoria de los enlaces de hidrégeno se encuentra entre
10 y 40 kJ mol™ por enlace a temperatura ambiente, lo que los hace mis fuertes que un enlace
tipico de van der Waals (~ 1 kJ mol™) pero ain mas débil que los enlaces covalentes o iénicos
(~ 500 kJ mol). Aunque el enlace de hidrégeno sea una interaccion electrostdtica, encontrar
el potencial de interaccion, es una tarea ardua en cada caso. Las fuerzas de enlaces de
hidrégeno tienen una dependencia de la distancia que va como 1/, y es la misma que para

la interaccidn ion-dipolo, dada por la ecuacion (31), y ahora expresada como

W(r,6) = —Qy+ pmse/q.nggoﬂ
La magnitud de esta carga @4+ no se conoce de antemano. Por ejemplo, el enlace-H de agua-
agua con Q = 0.24¢ =04 x 10" C, pu2o=1.5D =5 x 10 Cm (el momento dipolar del
agua), r =0.176 + (0.100/2) = 0.226 nm (la distancia entre H" y el centro del dipolo 0~ H™*),
0=0, and £ = 1, obtenemos W (r, 8) = 3.4 x 1072°] =204 kJ mol" = 4.9 kcal/mole. Esto
concuerda con el valor de literatura de 4.5 kcal/mol para el enlace H agua-agua. Los enlaces
de hidrégeno pueden ocurrir intermolecularmente e intramolecularmente y pueden existir en
ambiente no polar. Estos son importantes tanto en ensamblajes macromoleculares y
biolégicos, como en proteinas que unen diferentes segmentos dentro de las moléculas y en
acidos nucleicos responsables de la estructura de la molécula de ADN. Su participacién en
la creacion de estructuras macromoleculares monodimensionales, bidimensionales y

tridimensionales se denomina polimerizacion con enlaces de hidrégeno.

Puentes de hidrogeno

Una situacion inusual en la que atomos no-ligados quedan cercanamente juntos, estd en los
puentes de hidrogeno, los cuales son un tipo especial de atraccion dipolo-dipolo. Se forman
mas frecuentemente cuando un dtomo de hidrogeno que esta covalentemente ligado a un

atomo de nitrégeno, de oxigeno, o de flior interactia con el tinico par de electrones de un
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segundo de tales dtomos cercanos. Los puentes de hidrégeno son mds fuertes que otras
atracciones dipolo-dipolo, pero atin son mucho mas débiles que las ligaduras covalentes.
Por ejemplo, moléculas de agua en la fase gas forman un dimero (H,0), débilmente
asociado por medio de puentes de hidrégeno. Un dtomo de una molécula de agua penetra
levemente la “orilla dura” del atomo de oxigeno de otra. Este atomo de hidrégeno mantiene
una ligadura covalente regular con un dtomo de oxigeno, pero forma una ligadura mds débil
(puente de hidrégeno) y mas larga con el segundo atomo de oxigeno. Descansa casi
exactamente sobre una linea recta que une los dos atomos de oxigeno y queda
significativamente mas cerca al segundo oxigeno de lo que se esperaria de las fuerzas
repulsivas. En el puente de hidrégeno H20-H:0, el dtomo de hidrégeno tiene una carga
positiva fraccional, y es atraido a la carga negativa fraccional en la vecindad del dtomo de
oxigeno, como se esperaria en cualquier atraccion dipolo-dipolo. Sin embargo, la interaccién
es mas fuerte que otras atracciones dipolo-dipolo por dos razones: i) El hidroégeno en el
puente polar O-H estd protegido levemente por electrones debido a que el hidrégeno no tiene
otros electrones que los de valencia. Como resultado, puede aproximarse a pares de
electrones solos sobre el dtomo de oxigeno de la segunda molécula, llevando a grandes
interacciones electrostdticas entre las dos. ii) Una pequeiia cantidad de ligaduras covalentes
viene del comportamiento de electrones entre los dos atomos de oxigeno y el dtomo de
hidrégeno que interviene. La ligadura covalente explica porque el dtomo de hidrégeno
penetra el &tomo de oxigeno. Estos detalles son tipicos de muchos puentes de hidrégeno.
Los puentes de hidrégeno pueden ser intermoleculares (entre moléculas) o
intramoleculares (entre atomos de la molécula). Estas forman las estructuras de muchas
substancias biol6gicas importantes y complejas [49]. Los primeros, son importantes en las

estructuras del estado liquido y estado so6lido de muchas substancias simples.

Interaccion hidrofébica
La interaccion hidrofobica describe una fuerte atraccion entre moléculas hidrofdbicas y

superficies en agua, a m o mas fuerte que su atraccion en el espacio libre. Por ejemplo,
la energia de inferaccion de van der Waals entre dos moléculas de metano en contacto en el

espacio libre es —2.5 x 10! J mientras que en agua es —14 x 107" J. Andlogamente, las
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tensiones superficiales de la mayoria de los hidrocarburos saturados se encuentran en el rango
de 15-30 mJ m?, mientras que para el agua estdn en el rango de 40-50 mJ m . Debe quedar
claro que no hay un enlace asociado con este fendmeno entrépico, que surge de la
reorganizacion de las configuraciones de enlaces H en las zonas superpuestas de solvatacion,
ya que dos especies hidrofdbicas se juntan, y forman un intervalo mucho mayor que cualquier
enlace tipico.
Ha habido pocas mediciones de interaccién hidrofébica entre moléculas no polares disueltas
en agua, esencialmente porque son muy insolubles. El problema teérico de la interaccion
hidrofébica entre dos moléculas es mas complejo, involucra otras moléculas y es de un
intervalo mas grande que el que surge de cualquier potencial simple aditivo por pares.
Las conectividades de enlace-H de la red y el papel del salto de protones en la modificacion
de la polarizabilidad local efectiva del agua deben incluirse en cualquier simulacién por
computadora. Las interacciones hidrofébicas entre superficies extendidas se miden por
medio de la ley de fuerza hidrofébica [50] entre dos superficies hidrofébicas curvas
macroscopicas en el agua en el rango de 4 a 10 nm, en el cual la fuerza decae
exponencialmente con la distancia. Para moléculas de soluto pequeias, el potencial por pares
hidréfobo Wu(r) es exponencial, proporcional al didmetro de las moléculas o grupos
moleculares o, y puede expresarse como
Wy (r) =~ =200e~"~9/PH k] mol™*
donde ¢ estd en nm y donde Dy es la longitud de descomposicion hidrofébica caracteristica
~1.0 nm. La energia libre de dimerizacion implica poner r = o en las ecuaciones anteriores
AGygnsper = Wy (r) = —200 k] mol™*
La fuerza hidrofébica para separar dos moléculas del contacto estd dada por
Fylo) = —(dWy/dr),= = =3 x 107" a(nm) N a temp. amb.
Para ¢ = 0.5 nm, se esperaria una fuerza de adhesion de ~15 pN. La interaccién hidréfoba
tiene un rango de 1.5-2.0 nm para moléculas como metano, ciclohexano y benceno. Esto es
del orden del radio de las moléculas o grupos moleculares. Este largo rango tiene
implicaciones para comprender la dinimica de las moléculas anfifilicas autoensambladas en
micelas y bicapas, el plegamiento de proteinas, la agregacion hidrofébica y mecanismos de

fusion de bicapas y membranas biolégicas.
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Otros aspectos de interacciones hidrofobicas entre superficies extendidas y particulas
coloidales se refieren a si se trata de una fuerza estructural (debido a la estructura del agua o
un "fuerza de agotamiento"), 0 una atracciéon mejorada de van der Waals (dados los efectos
de salto de protones o de cormrelacion de carga), o una fuerza capilar debido al puenteo de

burbujas de vapor.

Interacciones hidrofilicas

Los efectos hidrofilicos (o interaccion hidrofilica) se reconocen tanto por la propension de
ciertas moléculas y grupos a ser solubles en agua como por repelerse fuertemente en el agua,
en contraste con la fuerte atraccion exhibida por grupos hidrofébicos. Los grupos hidrofilicos
(es decir, amantes del agua) prefieren estar en contacto con el agua en lugar de estar juntos,
y a menudo son higroscdpicos (absorben el vapor del agua). Algunas redes de polimeros
hidrofilicos pueden hincharse en agua hasta 1000 veces su tamafio original, formando
hidrogeles. Los iones fuertemente hidratados y los iones hibridos son hidréfilos. Algunas
moléculas no cargadas e incluso no polares pueden ser hidréfilas si tienen la geometria
correcta, y si contienen dtomos capaces de unirse en H con agua, por ejemplo, los atomos de
oxigeno en grupos de alcohol y de 6xido de etileno, y los dtomos de nitr6geno en aminas.
Las diferencias entre superficies hidrofilicas y las superficies hidrofébicas son sutiles pero
importantes para comprender por qué las interacciones entre estas son tan diferentes. Una
atraccién "normal" de van der Waals con una repulsion estérica de corto alcance entre dos
superficies hidrofilicas; y una atraccién hidrofébica mejorada entre dos superficies
hidrofobicas. El fuerte enlace direccional del agua a una superficie hidrofilica o molécula de
soluto agrega una barrera estérica adicional, aumentando el rango de la fuerza repulsiva o el
tamafio efectivo de la molécula.

La orientacion de todas las moléculas de agua en una determinada direccion restringe
parcialmente los procesos de transporte de carga. No se produce dicho enlace direccional a
una interfaz hidrofébica o de vapor, donde las moléculas de agua estén mas libres de
orientarse como quieran. Esto permite el transporte de carga y el salto de protones en el
liquido en el bulto, y a su vez da pie a la interaccion hidréfoba impulsada por entropia. Se

pueden identificar tres tipos de orden: i) ordenamiento posicional en capas, que afecta las
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fuerzas oscilatorias; ii) ordenamiento orientativo, que afecta las interacciones de
transferencia de carga electrostdtica y entrdpica; y iii) variaciones de densidad media cerca
de las superficies, que pueden dar lugar a la repulsion estérica adicional entre las superficies
hidrofilicas y una atraccién de agotamiento entre las superficies hidrofébicas.

Cuando se disuelven en agua ciertas moléculas, tienen un efecto drastico en otras moléculas
de soluto. Se cree que se debe a su efectividad para alterar la estructura del agua local. Por
ejemplo, cuando la urea, (NH»).C=0, se disuelve en agua, puede hacer que las proteinas se
desplieguen y clasifiquen dichos compuestos no idnicos, pero altamente potentes en formar
o romper estructuras. Dichas moléculas se conocen comiinmente como agentes caotropicos,
lo cual significa que su interrupcion de la estructura del agua local conduce al caos. Parece
entonces, que las interacciones hidrofilicas e hidrofébicas, a diferencia de las Couldombicas,
y las de dispersion, son interdependientes y no aditivas. La hidrofilia de algunos grupos
hidrofilicos, por ejemplo, el grupo —OH, se puede neutralizar por completo cuando se unen
a una cadena alquilica larga como —(CH>);CHs. Por el contrario, la energia hidrofébica por
grupo CH> de una cadena de alcanos se reduce mucho cuando un grupo de cabeza hidrofilica

se une al final de la cadena.

Potenciales de Interaccion

Como la fuerza es igual a menos el gradiente del potencial de la distancia relativa entre las
distancias i y j, una descripcion adecuada del sistema en términos de potenciales clasicos
queda indicada con la siguiente ecuacion:
Wy
Ly =
d?"‘;" Tif
De la fidelidad con que se represente la interaccion entre las particulas en una dindmica

molecular, depende la calidad de los resultados. La obtencién de potenciales de interaccién

se logra ajustando datos experimentales, o bien llevando a cabo cdlculos cudnticos ab initio.
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Considerando el caso de un sistema que contiene N dtomos, la energia potencial se puede
dividir en términos que dependen de las coordenadas de dtomos individuales, por pares, por

tripletas, etc.

V= Z(‘a“s) + szz(‘r;,‘rj) +ZZ Z va(ri, ) + 0
; T o '

T =i k>j>i

El primer término, v,, representa el efecto de un campo externo del sistema. El segundo

término v,, el potencial por pares depende de la magnitud del par 7;; = |r£- — 1}, por lo que
se puede escribir v, (rij)- Este puede realizarse con calculos paso a paso (single point) para
construir el pozo de potencial correspondiente. El tercer término, v,, involucra tercias, y
puede resultar significativo en densidades de liquidos. Los términos de tres cuerpos en ¢l
potencial raramente son incluidos en simulaciones de computadora. La aproximacion por

pares da una buena descripcion de propiedades de liquidos, ya que los efectos promedio de

tres cuerpos se pueden incluir definiendo un potencial par ‘efectivo’, es decir:

V=~ Zvl(ri) +ZZ v:ff(ru)

L j=i

Los potenciales pares que aparecen en simulaciones de computadora generalmente son

tratados como potenciales pares efectivos de este tipo, representando todos los efectos de
muchos-cuerpos; por simplicidad se usa la notacion v(ru) o v(r). Este potencial debe
reproducir datos experimentales para poder confiar en él, y que se pueda volver a depender
de la densidad, la temperatura, etc., mientras que el verdadero potencial de dos cuerpos

Uy (TU), no.

El potencial mas simple y usado en simulaciones moleculares es el potencial de
Lennard-Jones 12-6 el cual es el caso particular mas simple de la funcién de energia del

potencial intermolecular de Mie(7,m), que tiene dos parametros para ajustar

12

o o\°
L = — — (=
v (r) = 4e ((r) (r) )
El potencial de Lennard-Jones (LJ) proporciona unadescripcion razonable de las propiedades

de argdén, via simulacion por computadora, si los parametros € ¥y o son elegidos
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apropiadamente. El potencial tiene una cola atractiva de largo alcance de la forma — 1/7°,
un pozo negativo de profundidad e, y una pared repulsiva con pendiente casi vertical a
distancias menores que r~¢. La profundidad del pozo frecuentemente se pone como cociente
en unidades de temperatura &/kg, donde kg es la constante de Boltzmann, valores de
e/kg =~ 120K y o = 0.34nm proporcionan acuerdos razonables con propiedades

experimentales de argén liquido.

Otros potenciales usados para simular liquidos son el potencial de esferas duras, el

potencial de esferas suaves, el RLJ, etc.

Un Modelo de Potencial

Up(r) = Umtra (T1 91 Qb) + Umter(r) (71)
Donde Uy €8 la energia intramolecular que representa la interaccion entre dtomos de una

misma molécula (especie), mientras que Uj,;q €8 la energia intermolecular de interaccion

entre moléculas distintas. El primer término de la ecuacién (71) se expresa como:
Uintra (1,6, @) = Up (ri;) + Ua(61jx) + Usap (bijir) (72)

donde Up (TU) y U, (GU,() representan la energia potencial debida a las distancias y angulos
de enlace, respectivamente. El término restante, U, (q’)UH), representa la energia potencial

debida a la rotacién del dngulo de torsion.

El segundo término del lado derecho de la ecuacion (71) representa la energia

intermolecular que estd representada por los potenciales de LJ y de Coulomb:

Uinter (1) = l'-’JILJI' (T;'j) + UCoulomb(Tij) (73)

El potencial intermolecular proporciona las contribuciones dentro de una molécula. Los

grados de libertad son: distancias de enlace, angulos de enlace, y dngulos de torsion.

Tanto las distancias de enlace como los dngulos de enlace se pueden modelar con

funciones de tipo armdnico
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U(ry) =" (ry —1o)° (74)

k 2
U(eiﬂ() = 79(9;';‘:( —8) (75)
donde 75 es la distanciaétre los atomos i y j, 1y es la distancia de equilibrio y &, es la

constante de enlace; 6, es el dangulo entre los dtomos i, j y k, 8, es el dngulo de equilibrio y

kg es la constante del enlace.
La forma mas simple de potencial U(Guk) de los angulos de torsion es una funcion

periddica en el dngulo de torsion asociado a los cuatro domos involucrados (i, j, k, [). el
potencial que describe este tipo de interaccion en un modelo de energia potencial para

etanolaminas estd dado por:

U((pijk) = Y=o Cqcos™ ((;biﬂ() (76)
donde ¢, es el dngulo de torsion entre los dtomos ijk/ como se muestra en la Figura 26.

Para obtener las constantes C; de las torsiones usadas en la simulacién se ajustan las

superficies de energia potencial obtenidas mediante calculos ab initio en la ecuacion (76).

Angulos que se refieren a la planaridad de un sistema de cuatro atomos en los que el central
estd enlazado a los otros tres, se conocen como angulos de torsién impropios. Estos se

representan por una funcién de tipo arménico:
kg 2
U(pijie) = > (dijk — $o) 77

donde kg es la constante de enlace y ¢ el dngulo de torsion de equilibrio. En la Figura 27
se bosqueja como se consideran la distancia de enlace, los dngulos de enlace, dngulos de

torsién propios y dngulos de torsién impropios.
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Figura 26. Angulo diedro ¢de la interseccion de dos planos conformados por tres dtomos, la torsion es referida

a los dtomos j y k.

e———0 Distancias de enlace, Ecuacién (74)

v Angulos de enlace, Ecuacion (75)
W Angulos de torsién propios, Ecuacién (76)

Angulos de torsién impropios, Ecuacion (77)

Figura 27. Distancia y dngulos de acuerdo con las ecuaciones (74-77).

Potenciales Intermolecular

Son aquellos en los cuales cada dtomo de una molécula interacciona con los de otra molécula
con un potencial con dos contribuciones principales: corto alcance y largo alcance. Los

potenciales de Lennard-Jones y de Coulomb las toman en cuenta.
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Potenciales de corto alcance Potenciales de largo alcance
Potencial de Mié:
V(i) = C— - f—x
Potencial de Lennard-Jones: Potencial de Coulomb:
1 © 1 Giaqjp
Uran) = e (Tz‘:jb) - (?":jb) Y s 4meo Tiajp
O bien
Vo) = % _Eﬁ Sumas de Ewald:
T T
donde A = 4e0'? B = 4eg® U= 4“0 3 ZZ q:q; [rij +n|”
NG B2 o
o= (E) €= con potencial de Coulomb
Un truncamiento usual es re = 2.5 V() = erfc(ﬁ J)
i

En sistemas multico mponcnﬁla interaccion es entre el atomo a en la molécula 7 y el atomo

b en la molécula j, o es una medida del didmetro de los atomos que interaccionan y € es un

parametro que representa la medida de la atraccion entre los sitios de moléculas distintas, y
Tiajb €8 ladistanciaentre el sitio @ en la molécula i y el sitio b ena molécula j. Los pardmetros
oy € se ajustan a datos experimentales. Adicionalmente, €, es la permitividad en el vacio, y
Tiqjp €s la distancia relativa entre la carga q;, del dtomo a en la molécula i,y lacarga qj;, del

atomo b en la molécula j.

Epotencial de Lennard-Jones describe interacciones entre dtomos de ll’quidﬁ monoatomicos
y las interacciones de Van der Waals entre dtomos de moléculas distintas. Las interacciones
coulombianas decaen lentamente con la distancia entre las partl’cuﬁ y alcanza valores aun
en posiciones muy alejadas entre ellas, con lo que el potencial es mayor que la mitad de la
arista de las cajas habituales de simulacidon, y no es posible hacer un truncamiento del
potencial. Un método eficiente para el cdlculo de interacciones electrostdticas en un sistema

periodico infinito es conocido como sumas de Ewald.
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La esencia del potencial de interaccién estd en su capacidad para inferir el tipo de
interacciones entre particulas, es decir, que tipos de enlaces se tienen: covalente, iénico,
metdlico, o van der Waals. Enlace covalente cuando los dtomos comparten pares de
electrones y se producen fuerzas atractivas. Enlace iénico cuando un dtomo con energia de
ionizacion baja pierde electrones ficilmente e interactia con otro dtomo que gana electrones
facilmente. En un enlace metdlico los electrones de valencia de los dtomos que comprende
un metal son comunes al agregado metalico completo tal que queda un tipo de ‘gas’ de
electrones libres. Las interacciones entre este gas de electrones y los iones metdlicos positivos
llevan a una fuerza cohesiva fuerte. El enlace tipo van de Waals se exhibe en interacciones
de corto alcance débiles entre dtomos y moléculas debidas a fuerzas de van der Waals o de

dispersion.

Con esta informacion resulta muy débil el uso de un potencial fijo para describir el
comportamiento de dtomos y moléculas. Sin embargo, la utilidad de estos potenciales ha
quedado ampliamente manifestada en su uso en modelos de mecanica clasica, como aquellos

obtenidos en cdlculos de dinamica molecular.
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1.4 Calculos Mecanico-Cuanticos de Fuerzas Intermoleculares

La fuerza siempre se puede escribir como el gradiente de un escalar mds el rotacional de un
vector
F=-VV+VxA

En un campo conservativo el rotacional del campo vectorial desaparece, si y solo si el campo
es menos el gradiente del potencial, en nuestro caso el campo vectorial es la fuerza F, es
decir

VXF=0& F=-VV
Si la divergencia del campo vectorial desaparece, entonces F se puede expresar como el
rotacional de un vector potencial (A):

V-F=0e F=VXxA.
A partir de que la fuerza es el negativo del gradiente de la energia potencial, es decir

F=-VV

Las fuerzas entre moléculas dependen de la orientacion en que cada dtomo de una molécula
interactiia con cada dtomo de la otra molécula. La energia potencial mas fuerte (repulsiva o
atractiva) resulta cuando un dtomo de una molécula se enfrenta directamente a un dtomo de
la otra molécula. Si la interaccién es sesgada la fuerza de interaccion resulta ser menor.
Conforme la interaccion entre los atomos es mds cercana la fuerza va pasando de atractiva a

repulsiva. Esto se ilustra con barreras y pozos de potencial en la Figura 28:

—— Pozode potencial

pendientepodtiva
=04 ): S pendientanegativa
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a r (Amstrongs)
a b
Figura 28. Curvas de potencial. a) barrera de potencial, b) pozo de potencial
. . dv dav T .
Una pendiente positiva = TR OyF = —<5 F < 0 indica una fuerza atractiva
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. . v av o .
Una pendiente negativa = 0 < OyF = - F > 0 indica una fuerza repulsiva

La energia total es la suma de las energias cinética + potencial; sin embargo, en calculos
‘single point’ la energia cinética es cero, por tanto, la energia total es exactamente igual a la
energia potencial. Es de este modo que se construyen curvas de energia potencial, o
superficies de energia potencial, atacando a un objetivo fijo con un objetivo que se traslada

punto a punto. Los objetivos pueden ser dtomos 0 moléculas.

Interaccion dtomo-molécula.

Un ejemplo del ataque de un dtomo de metal a una molécula de gas es el caso de la
interaccion entre galio y metano. Son tres casos los que se han estudiado en esta interaccion.
Uno es el ataque de galio en su estado base Ga(*P:4s*4p') hacia un enlace C-H de metano
(CHa4), con lo cual se genera una barrera de potencial. Otro es el ataque de galio en su primer
estado excitado Ga(*S:4s>5s') hacia el mismo enlace C-H del metano (CHy). Y el otro es el
ataque de galio en su segundo estado excitado Ga(*P:4s*5p') hacia el enlace C-H del metano
(CHa4). Bajo la consideracion de que estados de la misma especie no se cruzan, los resultados

se muestran en la Figura 29:

1509 Ga(*Puas’sp’+CH, 4% H P H
Ga( *§:4555 1+CH, /
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Enargia [kealimal]
-~
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Gal *Pi4s’ap’)+CH,

0 T T T T T
0 25 50

75 100
H-Ga-C =0 [grados]

Figura 29. Trayectorias de potencial del estado base y de los tres estados excitados mas bajos
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La curva de energia potencial del doblete P del Galio en su segundo estado excitado
interactia con metano en & = 0 con una energia de 93.3 kcal mol”, mientras que aquella del
doblete %S del Galio en su primer estado excitado interactia con metano en # = () con una
energia de 72.7 kcalmol'. Nétese que en esta interaccién resulté necesario recurrir a dos
curvas del estado base para poder vencer las barreras de potencial y asi encontrar la insercion
del dtomo de galio en un enlace C-H del metano, la cual se logra con cruces evitados de la
trayectoria de reaccién 3°A' a la 2°A', y de la 2°A' a la X?A' a través de las rectas de
cruzamiento (lineas punteadas en la Figura 29) en los puntos criticos, dada la naturaleza no-

adiabatica de las probabilidades de transicion [51,52].

El material correspondiente a las interacciones de un dtomo de metal con una molécula se
resumio en un articulo de revision de articulos [53]. En este se llevé a cabo una revision de
estudios ab initio fundamentados en mecdnica cudntica acerca de mecanismos de reaccion
que conducen a la insercién de un dtomo de metal en enlaces C — H, Si— H y Ge — H de
metano, silano y germano, respectivamente, que finalmente conduzca a la ruptura de tales
enlaces. Se tomaron en cuenta los estados mas bajos en simetgia.Cs del dtomo metdlico: X (2°
estado excitado, 1° estado excitado y estado fundamental) + YH4 — H3XYH — H + XYHs
y XH + YHs, con X = Au, Zn, Cd, Hg, Al, G,y con Y = C, Si, Ge, donde X denota al 4tomo
metalico y, Y denota algtin elemento del grupo IV. La relevancia se consider6 en (a) el papel
que desempeiia la ocupacion de las capas d, s, 0 p del @tomo de metal en las interacciones
con una molécula de metano o silano o germano, (b) el papel de cualquiera de los estados
excitados singulete o doblete de metales en las barreras de potencial, y (c) el papel de las
probabilidades de transicion para diferentes familias de metales que reaccionan con estos
gases, utilizando el angulo H — X — Y como una coordenada de reaccion. La ruptura del
enlace Y — H de YHs es qitil en la produccion de peliculas amorfas hidrogenadas, necesarias

en varios campos de la industria.

Interaccion molécula-molécula.

Consideremos la interaccién Pty + CO entre una superficie FCC de cuatro dtomos de platino

y una molécula de mondxido de carbono como caso intermolecular. La interaccion del
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tetrdmero de Pty con la molécula de CO se estudia por medio del método de Hartree-Fock de
campo autoconsistente (HF-SCF), usando potenciales relativistas de nicleo efectivo (RECP).
Estos cdlculos se continuaron con cdlculos CI extensivos para mejorar la energia. Se
consideraron los tres estados electrénicos mds bajos X *A’,a 'A’, b' A’ del agregado completo
para estudiar esta interaccién. En la interaccion Pts-CO de simetria Csy frontal, el dtomo de
carbono de la molécula de CO esta directamente frente a un dtomo de platino del agregado
piramidal de Pts. Este agregado se encuentra en sus tres estados electrénicos mds bajos que
pueden capturar la molécula de CO espontianeamente. Mientras que en la interaccion lateral
entre Pty y CO en simetria Cs,, donde el dtomo de carbono de la molécula de monodxido de
carbono CO esta directamente frente al centro de una cara formada por tres dtomos de platino,
el clister de Pty en sus dos estados electrénicos mds bajos X *A’ y a 'A’ puede capturar la
molécula de CO después de superar una barrera de energia. Finalmente, estos resultados estdn
en acuerdo con los datos experimentales de la interaccion observada entre la molécula de CO
y la superficie de platino (ver Figura 30). Se abunda con claridad en la discusién y en la

estructura electrénica de este sistema en un articulo publicado por Castillo y colaboradores
[54].

Energia (kcal/mol)

-50 T T T T T T T T T
20 15 -10 ] 5 10
Coordenada de reaccion en a.u del CO al cimulo Pt,
Figura 30. Curvas de energia potencial de la interaccion C, @ Pt (x Al a'Aand b 'A) + CO

& -cara -
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CAPITULO 2:

Métodos de Primeros Principios

Introduccién

La dificultad fundamental en resolver de manera exacta la ecuacién de onda para dtomos con
muchos electrones es que cada electrén repele a todos los demds electrones con una fuerza
que va como la ley del inverso al cuadrado, asi que el movimiento de cualquier otro electrén
depende del movimiento de todos los demas. Si supusiéramos que al tratar con uno de los
electrones podemos descartar las interacciones instantaneas con todos los demads electrones,
y que ese electron se mueve en un campo eléctrico que se obtiene de un promedio adecuado
de todas las posiciones de todos los demas electrones, entonces cada electrén se describirfa
por una ecuacion de onda que involucra solo sus coordenadas, y no las coordenadas de
cualquier otro electron; el efecto de todos los electrones se mostrarfa por la existencia de una
funcién de energia potencial para el primer electron.

Suponiendo que hay N electrones en un dtomo, se propone una funciéon de onda adecuada
para cada uno de estos electrones. Se escoge a uno de los electrones y se encuentra el campo
promedio de todos los demds electrones. Este campo promedio es simplemente el campo que
se tendria si cada uno de los electrones fuera una nube-cargada de probabilidad. Si es
necesario se promedia este campo sobre todos los dngulos para hacerlo esféricamente
simétrico. Este proceso permite escribir, y luego resolver, la ecuacion de onda para nuestro
electrén escogido. Se obtiene una funcién de onda mejorada para ese electrén. Esta nueva
funciéon puede utilizarse para calcular ¢l campo promedio para un segundo electrén, y nos
permite tener una funcidn mejorada para este electron. El proceso contintia hasta tener un
conjunto completo de orbitales mejorados. De la misma manera empezando con estas
funciones se pueden mejorar una por una y en consecuencia se estardn calculando orbitales
atémicos doblemente mejorados. Esta técnica se continda hasta que después de varias
iteraciones no se obtenga una diferencia apreciable entre ellas. Podemos decir que el conjunto
de orbitales atomicos ha alcanzado la autoconsistencia; esto significa que, si escogemos
cualquier electrén, su nube de carga es precisamente la que viene de resolver la ecuacion de

onda en la cual el campo de potencial es debido a toda la carga en el niicleo y la suma de las
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nubes de carga de todos los demds electrones. A este proceso se le conoce como método de

campo autoconsistente (SCF por sus siglas en inglés)

2.1 Método de Campo Autoconsistente

Las dos metodologias que han sido encontradas ser muy titiles en la construccion de
soluciones aproximadas a la ecuacién de Schrodinger son el método variacional y la teoria
de perturbaciones. Los cuales forman la base para atacar muchos de los problemas de la

estructura atdmica y molecular.

La ecuacion de Schrédinger multielectrénica no se puede separar en ecuaciones diferenciales

. . P . . _ 1
ordinarias en términos de algtin sistema de coordenadas conocido debido a los términos —
ij

La no separabilidad de la ecuacién de onda para sistemas de interés fisico es lo mds comiin,

ya que solo pocos sistemas simples admiten soluciones exactas.

Considerando la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo

Hy = Ey

donde ¥ y E son lasolucion exacta y la energia del operador Hamiltoniano, respectivamente.
En general la funcién matemdtica del Hamiltoniano serd tal que la ecuacidn anterior no serd
separable en ningtin sistema de coordenadas conocido. Entonces, no se puede esperar una

expresion analitica de la funcién .

Examinemos propiedades de lo que se conoce como funcional £(¢) definido por

(1HIE)

€)=

Donde H es el operador Hamiltoniano del sistema y ¢ es una funcidn arbitraria, sujeta
solamente a la restriccion de que este es normalizable a 1, y cuya funcién exacta es y. Si ¢

es idéntica a 1, el funcional € es la energia

WIHIY) _ WIHI)
Wy 1

€)= =WIEY) =EWIY) =E
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Consideremos una funcion £ como una aproximacion de prueba a la funcion exacta, y

supongamos que ¢ difiere de i no mds alld de una variacién de primer orden.
§=p+ 8P
calculemos ahora (H — E)¢&, esto es
(H-E) =H-E)W+8P)
=H@ +6y) - EW + 6Y)
= Hy + H6y — Eyp — E&Y
= HoyY — E&y
(H — E)¢ = (H — E)8y

Es decir, se aniquilé la funcién exacta 1. Calculemos el valor esperado de este tltimo

operador
(§IH —EI§) (§|H —E|6y)
€y (€D

Dado que (§IH — E|6y) = (§|H|&p) — (§|E|5)
= (H¢|6Y) — (ES|6y)
= ((H = E)159)
= ((H — E)oyloy)
=(6y|H — E|&)

78
y que (§IH - E[§) = (SIH[E) = (SIEI)

= (HE[E) — (E€IS)
=((H - E)X¢IS)
=((H - E)§yl§)
= (8y|H - E[§)
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= (6ypl(H — E)§)

= (6Yl(H —E)&p)

= (6y|H — E|6y)
Entonces

(EIHEIE) _ GIH — El5y)

€Ky €1$)
(EIHIE) — (EIEIE)  (5IH — E|6y)
€1$) a €18)
€IHID)  (&18) _ (oylH = Elsy)
(&1 33) €1¢)

Por lo tanto

_(8Y|H — E|&Y)

)

Este resultado dice que el funcional £(&) es una aproximacion exacta a E solo a segundo
orden en 1. Ya que la funcion de onda de prueba ¢ tiene un error a primer orden, mientras
que la energia (total) tiene un error a segundo orden. Por otra parte, minimizar este funcional
es equivalente a minimizar J(§) = (¢|H|&) con la condicion de que {¢|€) = 1. Entonces, en

términos del multiplicador de Lagrange se tiene que
L(§) =] (§) — K&15)
L(§) = (§IHIE) — A(¢18)

Ahora bien, queremos determinar la funcién de onda ¢ que hace al funcional L(¢) obtener
un valor estacionario (minimo). La variacion a primer orden del funcional L(§) viene dada

por [Nota: 6L = L(¢ +6&) — L(&)]:
L +68) =J(§ +68) — A& + 881§ + 68)
=(§ + 6SIHIS + 68) — AUE + 58[§ + 68)

Entonces
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BL = (€ + OE|HIE + 86) — ALE + SE1€ + 68) — (EIH1E) + A(E1€)
= (EIHIE + 88) + (SEIHIE + 6E) — AEIE + 58) — A(SEIE + 68) — (EIHIE) + AE1E)

= (SIHIE) + (§|H|8) + (S [HIS) + (8§ |H|6E) — AEIE) — A{§]6E) — A{6E[E) — A{5E168)
— (§IHIE) + A({&[E)

= (E|H|S8E) + (5 |H|E) — ME18E) — A(85E1§)
Por lo tanto, la derivada variacional 5L(§) = §((¢|H|&) — A(¢|€)) estd dada por:
SL(§) = (§IH|88) + (6§|HIE) — AUE168) — A{6818)
Minimizar significa calcular §L(¢) = 0
Entonces
(EIH|88) + (5¢1H[E) — A(E188) — A(8E1E) = 0
(§IH|68) — AE168) +(5§|HIS) — A{5E1E) = O
(HE|5E) — (A£168) + (8EI(H — DE) =0
((HE — 279 |68) + (6¢|(H — DE)y =0
Por lo tanto, por una parte ((H&)* — A*¢*) = 0y, por otra parte:
(H=Desp =0 = Hépp— Aoy =0 & Héogy = Ay

Esto es, cuando se minimiza la energia por un cédlculo variacional, intrinsicamente se esta
resolviendo la ecuacién de Schrodinger. Esta ecuacion se satisface para cualquier variacion

arbitraria 6¢, siempre que
HE =28 =0

La cual es exactamente la ecuacién de Schridinger. La condicion de que §{H) sea cero es
suficiente para que ¢ sea una funcion propia del Hamiltoniano. Se sugiere que el

multiplicador de Lagrange sea idéntico al funcional £(§).

Como sabemos el valor del funcional de energia para una funcién £, viene dado por




(€1HIS)

€0 =75

Consideremos ahora un conjunto completo de funciones propias ortonormales {i;} del
Hamiltoniano, y sean {E;} los valores propios correspondientes. Expresemos la funcién € en

términos de esta base de funciones

N
§= Z cipi
=1

Sustituyendo esta expresion en la anterior se tiene que

( :'.N=1 ci; |H|E£V=1 C:“.b;')
£ =
) { L cips | i, Ci‘.bi)

y como (|;) = 8 (p.ej (§1§) = 1 0 bien [§*€dV = 1) se tiene que

i1 2 c*cj(w-|H|wj)
Zi\f_ j 1 :.Cj(llb |I|bj)

E@) =

E EN 1 6 Cj (‘nb |H|¢'1) Ef:l Ef:l CiCj (IlbL|E}|Ilbj)

X leil? Xl lail?

£ =

debido a que Hip; = Ejp; es la ecuacion de Schrodinger, entonces

1 X Ejeicy (ilwy)

i lei]?

E@) =

2
f=1‘cj| E;

?(=1|Ci‘2

Nétese que (XN, cap; | 2, cp;) = 1 implica que

N N N
Q.2 cialbdi) =1 ) lal=

=1 j=1

Esto es
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N
2
e=>lol'5
j=1

Ahora bien, restando a £ el valor de la energia propia del estado base (Hyg = Eqiy), se

tiene que
N
2
€—Ey= Z|CJ| (E — Eo)
=1
Como E; —E, = 0 entonces
E-E; =0

Este resultado es conocido como el teorema del limite superior de Eckart.

“Este teorema muestra que cualquier funcién de prueba (la cual estd normalizada) lleva a un

valor de la energia que nunca es mds baja que el valor de la energia del estado base”

Dado que no es posible en la practica expandir la funcién de onda de prueba en
términos de un nimero infinito de funciones de onda de una base completa de funciones,
entonces una expansion en términos de un nimero finito de tales funciones podria
proporcionar una aproximacién razonable. A tal conjunto finito se le conoce como una base
truncada. En la practica uno busca un nimero finito de “n” funciones, intentando encontrar
aquellas “n” funciones particulares, las cuales llevan a la energia minima, para un sistema
dado, algunos conjuntos de funciones bases pueden ser mds eficientes que otros, en el sentido

en que pocas funciones base son requeridas para llevar a una energia dada.

Ahora, expandiendo la funcion de prueba ¢, a una base arbitraria {¢p} y truncando la

expansion en la n-ésima funcion, se tiene

$k = i bicCik

aqui suponemos que las funciones {d)j] son independientes, pero no necesariamente

ortonormales.

Definimos las matrices
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(Ixn) — ¢ = (prh2ps bn)

$1
b2
mx1) — ¢"=|¢;
bn
(o
b2
¢’¢’T = (P15 dn) ¢:3
bn
Ademads, definamos la matriz
Cik
Cak :
Ck = | €3k cx = (C1kC3rCax = Chk)
Cni
entonces, podemos volver a definir &, como
Sk = ey
b1
N ®3
y definiendo ahora ¢T = | ¢; |. (H);; = (¢L|H|¢j), y (&)= (¢i|¢j)
dn

ahora podemos volver a expresar el funcional de la energia como

C;IIH[C;(

[

E= .
CkACj(

Aplicando una variacion a esta ecuacion se tiene que

58=5(C§H6k)

CJ( '&Ck
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e AN C,(S(CIII-HC,() - czﬂ-ﬂckﬁ(c; A cy)

¥ 2
(cx & cr)
56’1,(
8¢y
Nétese que dc;, = | dcyy
SCNJ(
t t t t t t
s = Gk A cp{bciHey + ¢l HEc } — ¢ Il-zllc,({ﬁck Ace + ¢ A S}
1-
(cx & ci)
SciHc, cpHSc, 1 : .
8 =— +— — Edcy Acy ————Ecp Ay
c, Ac, C,Ac €, ,AC c, Ac
k ke ke ke ke k k k

Como estamos minimizando §€ = 0, entonces

1
T—{Sc,jll-]lck - Eéic,'(r A c,(] + el complejo conjugado = 0
Ck A C

Sci{Hc, —EAc}=0
Como Ec,j # 0, se tiene que
(Hcy, —EAC,) =0
(H—-EA)g =0
La solucidn no trivial de esta ecuacion requiere de n raices del determinante secular
det(H—€a)=0

etiquetando las n raices €,, €5, ..., €y que comresponden a los valores propios ¢y,¢C5, ..., Cy ,

respectivamente. Ahora definimos las matrices

C=(C,G0G - Cy)

€11 C12
C21 C22

ConC, =| €1 |, C,=]| €32 |, setiene que
Cn1 Cnz2
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(E)U' = Ciaij

y escribiendo la ecuacion de Schridinger en forma matricial
HC =a CE
En la eventualidad de que la base {¢;} sea ortogonal, se tiene que

HC =CE

Orbitales espaciales y espin-orbitales.

Se define como orbital electronico a la funcién de onda que describe la distribucion espacial
de un electron en un sistema molecular. La ecuacién de Schrodinger no relativista no
considera los términos que involucran al espin electrénico, por lo que se hace necesario

incluir esta propiedad electronica en el planteamiento de la solucion.

En general un orbital electronico dependera tanto de las coordenadas espaciales como
del espin. Una base completa para describir el espin de un electron consiste en dos funciones
ortonormales a(w) y B(w). Se define como espin orbital a la funcién de onda de un electrén
que describe tanto a su distribucién espacial como a su espin.

Con cada orbital @ (1) se pueden construir dos espin-orbitales, uno correspondiente
al espin con proyeccion mg = 1 y el otro con mg = —1, multiplicando a este orbital por las
funciones a(w) y B(w), respectivamente. Entonces, un conjunto completo que describe al

espin de un electrén consiste en dos&nciones ortonormales a(w) y f(w), i.e., espin hacia
29

arriba (T) y espin hacia abajo (Jr) . La funcion de onda de un electron que describe tanto su
distribucién espacial como su espin es un espin-orbital, y (x) , donde x indica las coordenadas
de espacio y de espin. De cada orbital espacial ¢ (1), uno puede formar dos espin-orbitales

_fe(r)a(w)
@ ={0 0

Noétese que:

a(w)f(w) =0
a'(wea(w)=1
B (w)f(w) =1
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Consideremos un sistema de N electrones cuyas coordenadas vienen dadas por x,, X,, ..., Xy,
El determinante de Slater construido con un conjunto de N funciones espin-orbitales

{1 (x1), x2(x2), -+, xn(xy)} viene dado por

b)) () () o xa(ay)

1 X2(x1)  x2(x)  xa(x3) o xp(axy)

YO, X xy) = — [ x3(x)  xa(x)  xa(xs) o xa(xy)
(NDz : : : :

() xn(x2) awv(xs) o xn(xn)

Estas funciones se representan como

1
POy, xy, ., xy) = (VD) 72 o () 12 () < o ()|
Donde y; (x;) x5 (x,) - ¥y (xy) representa la traza del determinante en ambas expresiones.

Eldeterminante de Slater es una funcién de onda que estd constituida por la suma de

los productos de N funciones y;, esto es y;x, - ¥n- Ejemplo

1@ @)
x(2)  x2(2)

() x(2)

v g2y =0 W@ - n@x)

Tiene 2! términos. Un determinante de 3 X 3 tiene 3! términos en la solucién

1) 1) x(
Xl(z) Xz(z) X3(2) =
x13) x2B) x(3)

También se pueden usar permutaciones. Las permutaciones van como (—1)7, si la

{ X (Dx2(2)x3(3) + 2, (Dx3(2) 21 (3) + xa(Dx1(2) x2(3)
X3 (D2 (2)x13) = X1 (Dx3(2)x2(3) = x2(Dx1 (212 (3)

permutacion es par el signo es +, y si la permutacion es impar el signo es —. Los subindices

de las funciones son

1 2 3 2 3 1 31 2
3 2 1 1 3 2 2 1 3

Tres permutaciones en la linea de abajo del primer agrupamiento de izquierda a derecha, dos
permutaciones en la linea de arriba y una en la linea de abajo del segundo agrupamiento, dos
permutaciones en la linea de arriba y una en la linea de abajo del tercer agrupamiento. En

total son tres permutaciones en cada caso.
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Entonces, también podemos fijar los subindices de la funcién de onda, en vez de fijar
los indices de coordenada. Esto se ve si resolvemos el determinante por cofactores, como se

hage cominmente, es decir

1) @O x (D X1 (W@ 3) = (Dx 3 x3(2)
11(2) @) @) =1-11@x2(Dx:3) + x1B)x2(Dx3(2)
x13) x2(3) x:(3) X1(2)x2B)xz(1D)—x1 (3 x2(2)x3(1)

En donde cada producto se identifica con una permutacién de las coordenadas de los
electrones llevada a cabo en este producto de funciones, o equivalentemente el determinante
de Slater estd construido por la suma de los productos de las N funciones y;, en donde cada
producto corresponde a una permutacion de los espin-orbitales manteniendo fijos los
argumentos X, Xo, ..., Xy.
La funcidon determinante de Slater se puede escribir en forma simbdlica como
detep = O¢p
Donde O es un operador simetrizador. Para una funcién de onda N-electrénica en la

aproximacién@bital tiene la forma general

$, (1) $1(2) ¢:.(3) L
$,(1) ¢,2) ¢,(3)|= (3!)_5Z(—l)PP¢1(1)¢z(2)¢3(3)
$3(1) ¢3(2) ¢3(3) P

Donde P es un operador de permutacion. Por ejemplo, el intercambio 3 - 2deP =

B2 (D$(2)5(3) defa (~1)' 8, (1, (3)(2)- Por lo tanto
(ND2Ds (02 () v ()] = (ND2 ) (=17 Pra et () = v ()
P

Para una funcién de onda N-electrénica en la aproximacion orbital, este operador orbital o

bien operador antisimetrizador de funciones de onda de N particulas es

0=Wn2 ) (-1'P
P

En el presente contexto el operador lleva a cabo N! diferentes permutaciones de las
coordenadas de los electrones en el producto de las N funciones para formar los componentes
de una funcién antisimétrica. La parte de la permutacion al antisimetrizador puede ser escrita

en la forma expandida
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Z(—DPIP =1 —Z P, + ZIP’U-,(
P ij

ik
Tomemos como ejemplo cuatro particulas ¢, (1)¢,(2) 5 (3)¢,(4). Aplicando el operador
se tiene en un ejemplo simple:
P2101(1)¢2(2)p3(3)p4(4) = ¢1(2)h2(1)p3(3) b4 (4)

Mis explicitamente

1
0¢, (1), (2)p;(3)p,(4) = ( )1 {1+Py —Py3 + Py —Pyy + Py — Py,
412

+Pazz + Paag — Pagq — Payz + Poayg — Parp + Pogy + P31 — Pogag — Pyspy

—Pauz1 + Pyzip — Pagap — Poygs + IP'%;Z —Pyus + P3412}¢1(1)¢2 (2)¢3(3)9,(4)

i{qh (12 (2)P3(3) Pa(4) — 1 (2) (1) 3 (3) s (4)
v
—1 (D2 (2)P3(4) P4 (3) — p1(4) 2 (2)P3(3)Pa(1) — 1 (1) P2 (3)P3(2)Pa(4)

—1(3) 2 (2)P3(1) P4 (4) — 1 (1) P2 (4)p3(3)Pa(2) + 1 (1) P2 (4)Pa(2)Pa(3)

+¢1 (1) P, (3 P3(D)ha(2) + P4 (3)9,(2)p3(4) P4 (1) + 1 (D), (1) P3(3)Pa(2)

+¢01(2) ¢, () p3(3) P4 (1) + 1 (4P, (2)P3(1)h4(3) +@(2)¢2 (3)P3(1)p4(4)

+¢1(3) 2 () P3(2)P4(4) — P4 (2)9, ()3 (4)P4(1) + @1 (1) P, (3)P3(2)P4(1)

—$1(3)p2(4)$3(2) s (1) — 1 (4)P2(3) 3 (1) 4 (2) — 1(3) 2 (1) ¢p3(4) 4 (2)

+¢1(2) 2 (D p3(D) ha(3) — p1 (D), (1)p3(2)$4(3) — 1 (2) 2 (4) P3(1)ha(3)
+¢:1(3)92 ()3 (1)p4(2)}

0p1 (1), (2) P35 (3)pa(4) =

En general

0= )z Y (1P = ! 1{1 =D P+ ) Py }
P i

(N2 ijk
donde P, es el operador que lleva a cabo todas las posibles permutaciones de tres particulas
ijk. Con el proposito de hacer un mejor uso de las ventajas de la notacion de la
antisimetrizacion, es necesario presentar algunas de sus propiedades. Consideremos una

funcién de onda N-electrénica dada por

¢ = (,b(xl,xg, ...,xN)
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La operacion de P es permutar las coordenadas electrénicas a un nuevo orden
X1, x5, x4, ..., Xy donde cada x| es una de las coordenadas. Designamos a esta permutacion
simbdlica por
Pp(r) = ¢(7')
donde T representa la coleccion de coordenadas en forma no permutada y 7’ la coleccion de
coordenadas en el orden permutado. Ahora en términos de la permutacién inversa esta
relacion viene dada por
¢ (1) =P (1)

Ahora consideremos la integral definida
(P, (1)|¢p, (1)) equivalente a f(ll”(f)l(r))*(pz (r) dx,dx, ...dxy

Recordemos que el operador daga () tiene la propiedad (ﬁq’)|(p) = (qb |AT(p). En base a la
definicién del operador adjunto PT se tiene que
(P (D)2 (D) = (¢1(z)[PT (1))
= {1 ()9, (1))
={p,(T)IP19,(x"))
Ahora, renombrando coordenadas, se tiene que
Pt =Pt

Consideremos ahora el adjunto del operador antisimetrizador

ot = (N!)%Z(-l)f’*w
pt

— )72 Y (—1)Pp

P

=2y ()PP
2

para permutaciones de particulas. Por lo tanto, se ha demostrado que
0 =0t
Consideremos ahora el operador 02, se tiene que

0% =00

= (N!)‘%Z(—l)*’fpj (N!)‘%Z(—l)*’fpj

Pj Pj
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= (WD) (CDPIB (~ DBy + (“DPP, + 4 (C1)PHPy)

Pj
= (W)Y DM DPP B+ ) (CDPER P, + ek ) (<R Py
Pj Pj Pj

Como

(1P P, = Y (=1)P'P = (W)ZIND)Z D (=1)P'P' = (N1)Z0
) 2

02 = (1)1 N!Z(—U*‘f”kpj P,

Bj
0 = (N1 (N! (N!)%o)

1
0% = (N)20

Principio de exclusion de Pauli y determinante de Slater.

El principio de Pauli en forma débil dice que en un dtomo multielectronico nunca pr}dn&
coexistir mds de un electrén en el mismo estado cudntico, y en forma fuerte dice que la
funcion de onda total debe ser antisimétrica con respecto al intercambio de cualquier par de
electrones.

Si se quiere considerar una funcion de onda para una coleccion de electrones, i.e.,
funciones de onda para N-electrones, tenemos que el Hamiltoniano es una suma de
Hamiltonianos de un electréon. La funcién de onda que es una eigenfuncidon de este
Hamiltoniano es un simple producto de funciones de onda espin-orbitales para cada electrén

que esta dada por el producto de Hartree.

WHP (x1, 25, ..., xy) = Xi(xl)Xj(xZ) e x ()

El producto de Hartree no satisface este principio de antisimetria. Sin embargo, se

pueden obtener funciones de onda correctamente antisimetrizadas. Considerando el caso de
dos electrones en el que se ocupan los espin-orbitales y; y y;, poniendo el electrén uno en y; y

el electron dos en yj, tenemos
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HP
Yo (xy,x,) = Xi(xl)Xj (x)
O bien, si ponemos el electrén uno en y; y el electron dos en y;, tenemos

Lljflp (x1,x,) = Xi(xz))(j (x,)

Estos productos de Hartree distinguen entre electrones, sin embargo, se puede obtener una

funcién de onda que no lo haga, y que satisfaga los requerimientos del principio de

antisimetria tomando la combinacion lineal apropiada con estos productos de Hartree.

Wiy x,) = 27272 (xiGepa; () — ;) x(x2))

El factor 27'/% es un factor de normalizacién. El signo menos asegura que W(x,,x,) es

antisimétrica con respecto al intercambio de las coordenadas de electrones uno y dos.
Lp(xlj xZ) = —Llj(xz, xl)
Se puede reescribir conforme al determinante de Slater como

xi(x1) Xj (x1)

Wx,, x,) =271/2
(1, %2) xi(xy)  x;(xy)

En notacién mds corta este determinante se puede escribir como

Wy, 2y, 0, 2n) = X Ce)x j(x2) -+ X (xN))

El determinante de Slater incorpora correlacion de intercambio, lo que significa que el

movimiento de dos electrones con espines paralelos estd correlacionado. El movimiento de

los electrones con espines opuestos no lo esta.

Ecuaciones de Hartree-Fock

Anteriormente se presentd la conveniencia de expresar la funcién de onda que describe un
estado electrénico de un sistema molecular como un determinante de Slater o una suma de
ellos, generados por un conjunto de espin orbitales (x,) a determinar mediante la ecuacién
de Schrodinger en forma directa en cosas muy simples, por lo que se debe recurrir a

procedimientos no directos pero equivalentes, el método variacional, el cual consiste en
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determinar un conjunto de funciones ¢; para las cuales el valor esperado E de la energia de

un estado molecular es minimo

(wlHly)
E="0m

Las repulsiones electrén-electron son fundamentales y se deben incluir en cualquier método
preciso. En el método de Hartree-Fock (HF) se busca una funcién de onda con las repulsiones
electron-electron tratadas en forma promedio. Se considera a cada electrén dentro del campo
de los nicleos y del campo promedio de los N-1 electrones restantes. La funcién de onda
antisimétrica mds simple para representar al estado fundamental de una molécula o de un
sistema molecular con N electrones, es un solo determinante de Slater construido con N espin

orbitales.

P(xy, Xz, 0, Xy) = (N!)_%|X1(x1))(2 (x2) -+ xw (xp) |

Con esto se toma el valor esperado de la energia E. Notese que

(VD213 ()22 (25) <y ()l = Oty ()2 (2) -+ sy ()
= O‘f(xlleJ X3, -"JxN)

entonces
W) = (0£108) = (g|o0¢)
Como 0T =0
Wly) = (€lo%)
y 0% =(ND20
= @l = (¢| o)

= (VD¢108)

= (V2 (g2 20 (-7 )

= (¢]= -0y ¢)

= (§](1 = Xy Py + Zijpe Pygre = )§)

= (€16 — (€| Py &) + (€] Tije Pijpc €) — -

tomando un conjunto de funciones orbitales ¢; ortonormales, esto es {(¢;|@;) = &;;

Como estamos considerando capa cerrada, entonces
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P = (VD2 Ge)a () - Gen)| = (N1)7208
= (N!)_%Oxl (1) )2 (x2) -+ o ()
Tomando {£|&) entonces

(€1¢) = f X1 Qen) s () s (e ) (e ) o (x2) x5 (x3) dxy dxp dxs

= [ Ko eoax, [ 6 GnGdx, [ @) dx, -

=1
(f|zajpuf)=(f|ﬂ3m +Pyg + 1)
= (fHP’mf) +(f|]11‘>13.f) + e

= j)(f(xl))(;(xz) o o) x () xa(x) - xn(xy) dxydxy - dxy

= fXI(xl)Xl(xz)dxlfxﬁ () x, (x)dx, - =0

Los demds términos también son cero dado que &;; = 0. Por lo tanto
Wlp) =1

CWlHR)
E= W) = (Y[H|y)

= (0¢|H|0¢)
= (¢|ot(HO®))
= (¢|0(HOE))
= (¢|HOOE)

= (§|HO%¢)

- (f‘H(N!ﬁOf)

= (ND2(¢IHI0E)

= (N!)%(f‘H‘(N!)_%(l — 2ij Pij + Zijie Pijpe — )f)
= (¢[H|(1 - 2 Py + Tije Pyjic — -+ )€)

=(¢|H|E) — (€|H|EU P;; &)+ (¢|H| 2ijk Piji &) —
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N §

(€1H1E) = [ 2 Gexsa) - xax) --Z‘” er

i=1 u=1

—R|

i
N

1
S
r —_—

| | x1(x)x2(x) - xn(xy) dxydx, - dxy
i>j It J

_Ilywn N ) gz _ys _Z
Como —-¥IL,Vi— XL, ¥i- 1‘,, oy ;:1{ S Vi~ L= R.u|} ., entonces el
hamiltoniano monoelectrénico estd dado por
1, ~ Z
h=-3 f_Z| R
u=1 Ti= Ru
N
H=h +Z
= ri =1
Nétese que i toma valor tnico, en consecuencia
s
-y z
2y T
u=1 |r1 - Rﬂ|
§IH|E) = le(xl)Xz(xz) X (xy) Zh +Z| Xl(xl)XZ(xZ)

>j

o xn (ey)dxydx, - dxy

N
= [ @or x| 2 @) - [ G,

1 1 1 1
+

+fo(x1)x£(xz)-~x}“v(xm){

+ et +
|T2 _T1| |T3 —T1| |T3 _r2| |r4 —T2|

+ o }Xl () )2 (22) - oy Cey)dx,dx, - dxy
N
- Z(ximmxi(l))

+ [0t () nenGdndx, | 2 Gne)dx - | 1 Gontdy

.

—Zml)m )+ [ 2 GOx30) () 1 GO dx d,
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N
= > @Il )+ WrG) 7 e (r@)

i=
Por lo tanto, las integrales se reducen a integrales de dos centros, esto es

(€1HIE) = Z(x;(l)lhllx;(l)HZ( x|+ (@)

i>j
Nétese que en unidades atémicas

s
hi= -5 — Y —
= i
o 1
H= Zhi + ?"_
i=1 i~ Y

y, por lo tanto
(€1H1E) = (¢ o h + 22 [¢)

= (el 3 ha ) + (g| 27 [¢)

XN(xN)| E;’,:l h; |X1(x1)X2(xz) “‘XN(xN))

= (Xl(xl)XZ(xz)
X1y, (x)) XN(xN)>

1
:.>j-r

(Xl ey () -y (xy)

= (n (e (o) = (e lhy + hy + -+ hy e () 2 (x2) - xw (aey))
1 1 1 1 1 1
—F— i —F—F—F e —

N

X o X ) e X
0 () x2 () - o () T | T3 Tin | Tas | Tog
1
Xl(x V2 (x,) = xn (xy))
T34  T3s

(X2 (e x2(x2) = xn () lha D () 22 () <= xw () + -+
et o Gr () - ()
1N

1
+ (xl(xlm Cez) o Cew) | 7+ 1

El primer término de esta tltima igualdad es una integral de un centro ya que solo depende

de una coordenada, todas las demds son uno. En el segundo término de esta igualdad, son
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integrales de dos centros ya que dependen de dos coordenadas, todas las demds no
contribuyen.

Ahora para el término de las permutaciones por pares, se tiene que

(f|H|Engf)=(f‘ Lhi+ XN

Lbj-r

(P + Pz + -+ Pyy +Pyy + +)f>

= (€|ELN=1 hi|(lplg +IP13 -+ '“+IP1N-|— IPZS + ...+)€‘)
(f‘_'l'_'l' ‘([P12+[P13+ +[P1N+[P23+ +)€‘>

T2 T3

= O (e xz () - xw ()[R P2 20 (e ) 2 (x2) - xw (x3))
+ (@) o G| 5+ 7+ [PrazaGeadxa(e) = (i)

= [ 1 Ohedx [ 1 @u@ax,

+ [ 6@ () n@rdnds, [ x @@ -

() et [ (L) pae

T2
+ [ 2 06 () 1@ (Daxidxby, -
= [ 1 O @dxse + [ £ WO (=) n@rWdxdrsss -
+0+0 +fx1 Dy (3)( )x1(3)3(1)dx dx,8,,

=0+ [ 4 W@ () n@rWdxdx,

+ [ 106 () n@3Wdndx, -
Por lo tanto, colectando los términos de la energia

= (E|H|E) — (E|H| Xy Py &) + (€|H| Ziju Pijrc €) —
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Se tiene que
E= ) (u@Ihlu )+ ) (x| 1Dy, )
i Y

- (Ox @7 [ @) + (1| e P ) -

i>j

No es complicado mostrar que el dltimo término se anula, por lo tanto

E= Z(xitl)mlm(l»

N N

> [(ﬁl)xj(z)|r}—2|x£(1)xj @)~ (r @] [ Ox@))

i=1j=1

Casi todas las moléculas tienen un mimero par de electrones (2N) y en consecuencia son

estados base de capa cerrada. Dado que los orbitales en realidad son espin-orbitales, entonces

x1(1) — ¢1(Da {p1(Dalh | (Da)
x2(2) — ¢n(2)ﬁ} (¢1(1)B|h1|¢1(1)5)} - ZZ<¢1(1)Ih1I¢1(1))

¢1 y ¢, son ortogonales. Ademds, entre las posibilidades de combinar los espinorbitales

ponemos dos casos
&1);@(2)

(6D @e@]| 2 [¢,(DaDp@)a@)
(608, @B2)| £ [¢,(DEDG @)

1

L @) = [
0]

(¢;-(1)¢j(2)|%|¢;(1)¢;(% f ' (Da(Da* (a(2)d1d2
6 (608, @| = [0,6.@) [ @ MBWE @a@d1d2

[(¢£(1)¢j(2)| Llg,00@)
0

La energia de un electrén e en presencia de N-1 electrones es
E=2) (¢(Dlh o (D)

N N

) [‘Z?qbi(l)cpj(zﬂ 609, @) - (809 @] [, D))

i=1j=1
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El dltimo término ya se puede identificar como un término de intercambio. Para minimizar
la energia E se debe hacer la variacién §E = 0, con la condicidon de que las funciones
{¢1, ¢, Ps, ..., Py} sean ortonormales {(¢i|¢j) = 51}]' El problema entonces es encontrar
el conjunto de funciones {¢,, Py, Ps, .., pn}. Hagamos un paréntesis antes de analizar la

variacion de la energia E, observando la variacién en (q’)i |qu) = §;;,esto es

5{eilg;) = 5(6,)
(0¢u|¢;) +(¢:]6¢;) = 0
multiplicando esta expresién por —2¢; se tiene que

—2¢;{0i|d)—2¢;i(di|6¢;) = 0

sumando para todas las i y j se tiene que
‘ZZ §i (6ilgy) —2 Z §ji (bil5pj) = 0
U 0
Renombrando subindices esta expresion se puede expresar como

_Z fj;‘ (5¢i|¢j) _Zfij (¢j|5¢;‘) =0
i ij

Jj

SE — ZZ &i (8¢ o;) — ZZ&j (¢;]6¢:) =0
ij ij

Variacion de E

5E = 26 (Zwl)ml Iqb;-(l)))
N
E &(Dfpj(z)\ -

]

N
)

L

$i(D;(2))

]

- (s @] [0, We@)]
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5 =23 (5oDImlgi(D) +2 Y (¢ DIs]56,(1)

N

+Zi [2(60:(19,2) %

i=1 j=1

#i(1),(2)

1 1
+2(p (186, 2 [0, (2) + 2 (9,9, @ - |69,V 8,@)

8159, — (5608 7 [(D.()

+2(6i8,@|
- {009, @| 7|9, WE @) - (5D @] 2 |50, W p()

- (69, @|7- |92

Ahora, definiendo a J; como operador de Coulomb, y a K; como operador de Intercambio (i
por j).

JiD)$;(1) = (pi(2)|h1|$i(2))¢; (1)

KD, (1) = ($:(2)| s | (2))h: (1)
Para el operador de Coulomb, lo que siente el electrén e en la coordenada de posicion (1)
del potencial j se debe a la distribucién de carga del electrén e” en la coordenada de posicion
(2) del potencial i y la distribucién del electrén ¢ en la coordenada de posicion (2) del

potencial i. En notacion de integrales se tiene

F(2)p; (2
i, = [ HEEE g,

N RGQUAOIGOIAOR

r, =V(ry)
lry, — 14l
Nétese que la interaccidn entre estos dos electrones solo se da en un punto. Ahora bien,

tomando e = +1 para el electrén, y en términos de la densidad de potencial

f (=e)¢i (2)(=e)¢i(2) p(rs)
|

dr, =
r, — 14 2 Iry — 14l

dr, = V(r,)

donde V(r,) es el potencial eléctrico local del electrén i debido a un e descrito por la funcién
¢; ubicada en r,. De la definicién de operador de Coulomb, la interaccién sobre el electrén
e’ respecto al potencial j en el punto (1) se debe a la distribucion electrénica e respecto al

potencial i en el punto (2).

163




Mientras que, para el operador de Intercambio, lo que siente el electrén e en la coordenada
de posicion (1) del potencial j se debe a la distribucion de carga del electrén e en la
coordenada de posicion (2) del potencial i y la distribucién del electron e en la coordenada

de posicion (2) del potencial j. En la notacién de integrales se tiene

2 2
kg - [HOUD,,

Para K; se trata de un potencial eléctrico no local que se debe a la interaccién de i y j en todo
el espacio. De la definicién de operador de Intercambio, lo que siente el electrén e respecto
al potencial j en el punto (1) se debe a la distribucion electronica e respecto al potencial i en
el punto (2) y a la distribucién electronica del e” respecto al potencial j en todo el espacio.

Reescribiendo los operadores J; v K; tenemos lo siguiente
Ji(1)8¢;(1) = (¢ (2)|hy]¢;(2))5¢;(1)
Ki(1)5¢;(1) = (§i(2)|ha[5;(2))pi (1)

N N
6F =2 ) (oDl lpi(1) +2 ) (¢(DIhal6¢,(1)

N N

+ 7 2050 DU i) - (58] (D] (V)]
i=1j=1

+ ), 21206, @112¢,2) - (6¢,)| Ki(2)]¢;(2))]
i=1j=1

N

N
+ 3 201 )5 (D) - (¢ K] 58,(2))]

1j=1

]

L

[2(p; @)]1:(2)|5¢;(2)) — {p:(D|K; (D] 5 (D)]

M=
INGE

+

]
furt

i=1j
Haciendo la coordenada (2) igual a la (1), y cambiando i por j se tiene

N

SE =2 Zwml)mu)wl»

i=1

N N
+ 373 12066l Ml (D) — (69D K (Dpi (D))

i=1j=1




N
+2 {Z(¢i(1)|h(1)|5¢i)

N N
+ 73 2 O] 0]59,(D) - (¢5(1)|f<j(1)|6¢;-(1))]]

i=1j=1
Dado que h(1), /.y K; son operadores hermitianos, esto es
(Pi(DIRD]6¢; (1)) = (h(1)gp; (1|66 (1))
= (6¢;(DIr (D[ (1)
(qbi(ﬁb ]s¢:) = (VD69 D)
= (8¢ (D];(D] (D)
(¢ DIK;D]6¢: (D) = (K; (D) b, (D] 6 (D))
(56: |, (D] ()

Entonces
OF — szfi(5¢t|¢j) - ZZ&;(@IM)* =
i ij
Notese que (8¢i|qu) = (¢£|8qu)* por lo tanto

N N
22[(5@(1)\;1(1) + 30 (21, - K (D) qb;-(l)) —Zfﬁ(6¢il¢f)]

=1 1

#(D) Zfﬂ A ]

Se cumple para toda §¢;. Estas dos ecuaciones se pueden escribir como

2
i[ | Ih*(l) +§1(2;;(1) - k(D)

=1

N
+2) [(5@(1)‘:‘1(1) + 3 (21,0 - k)

N

] N
AW+ Y (2,0 - K) |- Y [ & cbj}acb:(l)drl =0
. =

j=1

] N
b= [ & ¢}}5¢1(1)dr1 =0
. =1

por lo tanto, lo que debe ser cero es lo que se encuentra entre paréntesis.
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N N
D+ (2D - KD)| i = ) &y =0
j=1 i=1

=

N
R+ Y (250 - K ) |6 - Y iy =0

Jj=1 1=1

Ahora, tomando el complejo conjugado de esta tiltima ecuacién y multiplicindola por menos

se tiene que

N N
—| h(D +Z (2};(1) - K;(l)) of +ZE§}¢; =0.
j=1 i=1

Ahora tenemos dos ecuaciones que al sumarlas se obtiene

N N
= ) Gy + ) €y =0

N
de donde D (-9, =0
=1
fﬁ} = &ji
Esto es, §;; define a una matriz hermitiana
N N
D+ (2D =K D) | ¢ = D &b =0 Vi=12,..,N
j=1 i=1

Desarrollando, se tiene el sistema

N N
M)+ Y (2,0 =K D)|¢1 = Y &y =0
i Jj=1 i=1

A+ Y (20 = KD)|fn — Y. i =0
j=1 i=1

A este sistema de ecuaciones integrodiferenciales acopladas se les conoce como Ecuaciones

de Hartree-Fock (H-F). Si se definen las matrices

$1
N = (Pg y E={
P
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y tomando

N
F=h +Z(2jj -K;)
j=1

y notando que ¢l producto &;¢p; tiene indices repetidos lo cual indica sumatoria, la ecuacién

H-F se puede escribir como

FN = NE
Resumiendo, la funcién de onda antisimétrica mds simple, que puede ser usada para describir
el estado base de un sistema de N-electrones, es el determinante de Slater, que en notacién
de Dirac es
o) = Lxaxz - xw)
El principio variacional propone que la mejor funcion de onda de esta forma funcional es la
tinica que da la energia mds baja posible
Eq = (Wo|Heiectronico Vo)
La flexibilidad variacional en la funcion de onda estd en la eleccion de los espinﬁbitales.
La ecuacion de Hartree-Fock se deriva minimizando Ep y buscando determinar los espin-
orbitales optimos. La ecuacién monoelectrénica de Hartree-Fock es una ecuacion de

eigenvalores de la forma

f@x () = ex(x) (78)

donde € es la energia del espin-orbital y(xi), ademds de ser el parametro variacional por

[ (R HY (x,R) dx

o G RpRD f(i) es un operador

minimizar usando la relacion de Rayleigh: ¢ =

efectivo de un electrén conocido como operador de Fock, de la forma

1 Z
[ === ZE ()
2 ik
‘
donde v#F (i) es el potencial promedio experimentado por el i-ésimo electron debido a la
presencia de los demds electrones. Las N ecuaciones monoelectrénicas para los orbitales
x1 (1), x2k), -+, x4 (N) son un conjunto de ecuaciones acopladas integrodiferenciales no
lineales. El potencial de Hartree-Fock v*F (i), o equivalentemente el campo visto por el i-
ésimo electron, depende de los espines orbitales de los demas electrones (i.e. el operador de

Fock depende de sus eigenfunciones) y estd dado por
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VHF (i) = Z Jo () = Ky (D)
b

donde el operador de Coulon%h,, y el operador de intercambio K son:
81
102 ® = {[ ax, 1070 D}ra®

K02 ={ | 426007 1D} ®
Los operadores de Coulomb y de intercambio estdn en términos de los espin-orbitales, el
operador de Coulomb toma la repulsién Coulombiana entre electrones y el operador de
intercambio representa la modificacion de esta energia que puede ser referida a los efectos
de correlacion de espin en coordenadas espaciales.
La ecuacion de Hartree-Fock para el espin-orbital y,(1) viene dada por

fixa(1) = eaxq(1), (79)

donde &, es la energia orbital del espin-orbital y, (1), y f; el operador de Fock es

fi=h+ ) Us (D= K1)
b

donde

1 > Z

h‘l = ——V% - _k
=1 Tik

Noétese que debido a que J,(Dy,(1) =K,(1)x,(1) la sumatoria anterior incluye las

contribuciones de todos los espin-orbitales y, excepto el espin-orbital y, que estd siendo

calculado.

Cada espin-orbital debe obtenerse resolviendo una ecuacién de la forma de la
ecuacion (79), con el correspondiente operador de Fock f(i). No obstante, debido a que f{i)
depende de los N-1 electrones, y dado que el sistema es no lineal, para conjuntar las
ecuaciones de HF se deben conocer de antemano las soluciones. Se adopta el esquema
iterativo SCF del que habifamos hablado previamente, deteniendo este proceso cuando las
soluciones son autoconsistentes. De aqui el nombre método Hartree-Fock de campo
autoconsistente 0 HF-SCF por sus siglas en inglés. Se formula un conjunto de espin-orbitales
de prueba y se usa para formar el operador de Fock, entonces las ecuaciones de HF se
resuelven para obtener un nuevo conjunto de espin-orbitales que se usan para construir un

operador corregido de Fock. El ciclo de cdlculo y reformulacién es repetido hasta que sea
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satisfecho un cierto criterio de convergencia. El criterio usado en este caso es que el

determinante de la ecuacidn secular de las ecuaciones de Roothaan sea igual a cero.

La idea basica del método SCF (Self Consistent Field) es simple, haciendo uwstimaciﬁn
inicial en los espin-orbitales se puede calcular el campo promedio (i.e., v#¥ (i)) visto por cada
electrén, y entonces resolver la ecuacion de eigenvalores (78) para un nuevo conjunto de
espin-orbitales. Usando estos nuevos espin-orbitales se pueden obtener nuevos campos y
repetir el procedimiento hasta que se alcance la autoconsistencia (i.e., hasta que los campos
ya no cambien mas y los espin-orbitales usados para construir el operador de Fock sean los

mismos que sus eigenfunciones).

La solucién al problema de eigenvalores (78) de Hartree-Fock da un conjunto {y,}

de espin-orbitales ortonormales de Hartree-Fock con energias orbitales {¢)}. Los N espin-
orbitales con las energias mas bajas son llamados los espin-orbitales ocupados u hoyos. El
determinante de Slater formado por estos orbitales es el estado base de Hartree-Fock de la
funcion de onda y es la mejor aproximacion variacional al estado base del sistema reducido
a un solo determinante. Etiquetemos a los espin-orbitales ocupados por los indices
ab,c,- (z‘. Xy X X ) Los miembros restantes del conjunto {¥,} son llamados espin-
orbitales virtuales, desocupados, o particulas, los cuales se etiquetardn por los indices

r,S,t, (i. e XX Xp™ )

En principio, existe un mimero infinito de soluciones de la ecuacion (78) de Hartree-Fock y

un nimero infinito de espin-orbitales virtuales. En la prdctica la ecuacion de Hartree Fock se
resuelve introduciendo un conjunto finito de funciones base {q’)“ (r)|u=1.2, ...,K], cuyas
partes espaciales de los espin-orbitales con la funcién de espin o se pueden expandir en
términos del conjunto de funciones {q')#] Las partes espaciales de los espin-orbitales con el
espin B se pueden expandir de la misma manera y ambas expansiones se¢ sustituyen en el
problema de eigenvalores (78), para obtener ecuaciones de eigenvalores matriciales para los
coeficientes de expansi(’hEstas ecuaciones matriciales son las ecuaciones de Roothaan. Se
debe entender que usar un conjunto de bases de K funciones espaciales {q’)#] cmluce a un
conjunto de 2K espin-orbitales (K con espin o y K con espin f§). Esto conduce a un conjunto

de N espin-orbitales ocupados {y,} y un conjunto complementario de 2K-N espin-orbitales
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virtuales o desocupados {x,}. Un solo determinante de Slater formado por el conjunto {x,}
es el estado base variacional de Hartree-Fock, para el cual usaremos el simbolo ¥, o
[Wo) = l¥aix2 = XaXs = ¥n) - El determinante del estado base de Hartree-Fock,
|x1x2 * XaXp -+ ¥n) ha sido bien representado esquemiticamente en la referencia [55]. Los
2K espin-orbitales de Hartree-Fock se ordenan de acuerdo con su energia, y se desprecian
posibles degeneraciones.

En el conjunto mas grande, y mds completo de funciones base {qb#], mientras mas
grande sea el grado de flexibilidad en la expansién para los espin-orbitales, menor serd el

valor esperado Ey = (W |Heiectronico W) . Conjuntos de mes mds y mas grandes
mantendrdn descendiendo la energia E, de Hartree-Fock hasta un limite alcanzado, llamado

el limite de Hartree-Fock. En la prictica cualquier valor finito de K conducird a una energia

un poco arriba del limite de Hartree-Fock.

Solucion de Roothaan a Ecuacion H-F
A continuacién, se demuestra que cualquier conjunto M de funciones ¢’ linealmente
independientes es obtenido mediante una transformacion lineal unitaria de las funciones @;
que también satisfacen las ecuaciones H-F.
Para llevar a cabo esto, se toma la matriz N de dimension 1 X M que satisface la ecuaciéon H-
F, y una matriz N’ de dimension 1 X M de orbitales ¢’
N = (91, 92 ) 91)

Estas matrices se relacionan mediante la matriz unitaria U

N’ =NU
como U es unitaria, se tiene que

Utu =1 =UU"
Es decir
N'Ut = NUUT
N = N'U*

Ahora, sustituyendo en la ecuacion H-F, obtenemos
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FN'Ut = NUTE
FN'UTU = N'UTEU
FN’ = N'UTEU
Como E es una matriz hermitiana, existe una matriz unitaria U para la cual UTEU es una

matriz diagonal con elementos ¢; reales

€, 0 w0 0

= (@1, @}, . 0l) 2 0

0 0 - eun
€1 0 0
A+ ) (2,0 = K| @ 0080 = Whoghoi)| | 20
= 0 0 - Enn

h(1) +Z 2/, - K,D) |9 = phers

j=1

Dado que el operador monoelectrénico de Fock es

N
F= h+Z(2jj - K))
j=1

Entonces
Fo; = €9,
Flg;) = €il@i)
Siste'nfla de iiz : 2 $z
ecuaciones .
diferenciales Fon = exdn

Fr)ey(@r,) = eyon(ry)

estas ecuaciones se pueden escribir como

(D) ;+Z DD a1 - Z DD dr,(1) = e ()

oL 3t
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Roothaan propuso que los orbitales de Hartree-Fock se representen como combinaciones
lineales de un conjunto completo de funciones conocidas ¢; = ¥, C,; ¢, es decir, el orbital
@; en términos de un conjunto adecuado de funciones base {q')p] para atacar este sistema de
ecuaciones integrodiferenciales. Entonces, se propone

Floy) = €le;)
Y multiplicando por {¢;| se tiene

(@sIFlo;) = {gsleilep;)

= Ei(¢s| Ep Coi |¢’p)

N
=) Cuultsley)
p=1
=€

Coi Ssp

Cp:'.

I
m
A

= IV

Ssp

1

=650

=
Il

Notese que Ssp = (¢S|¢p) es la integral de traslape. Tomemos ahora el camino directo
(sl Flop) = (¢s|n+ Za (205 = ) o)
= (¢s[hlgy) + (s Z00a(2) - K1) |9)

Dado que
1 (2);(2)
= ([ )
72 2

donde ¢ son bases, y ¢ son orbitales. Entonces

N
(@lFley) = (@dnDlg) + Y (@D, 7 |0, @ (D)
=1

N

‘Z (¢S(1)(pj(z)| %|¢p(2)rp;(1)>

Jj=1

Dado que ¢; = X Cojope, |‘Pj) =2¢Cojlpe), y @; = X Cyjp, entonces
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(@s]Flen) = (@s|n(D]pp) +

Mz

> (B D(Ee Coyle)] 7| (e Ce) o (1)

—
L}
furt

Mz

=D (B cylen| 7 |6, (3 €y 00)

1

(9ulFlo,) = (@:lnC0,) + ZZZ CiyCo (e 7|00ty

= -
Il

j=1 ¢
N

=D 3Dy (B D@ 1 |6, @D

j=1 ¢

Nétese que se han encontrado integrales de dos centros, como

(st utn) = [[ 0 D8 @[] 00, @
Por lo tanto, la matriz

(¢S|F|(Pi) = (¢S|F| Ep Cpi¢p)
= " Coi (ulFloy)

=(FO)g
Dado que F¢@; = €;¢; y por el resultado anterior, entonces

(Fc)si =€ (Sc)si

donde
e 0 0
€ = 0 E.Z <o 0
0 0 -~ &
Por lo tanto, en notacién matricial
FC = SCE

Es Roothaan quien propuso esta representacion matricial de las ecuaciones de Hartree-Fock,

y que los orbitales se representaran como combinaciones lineales de un conjunto completo
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de funciones definidas como funciones base espaciales, con lo cual la ecuacién diferencial

espacial se puede expresar de la siguiente manera:

fa () = epi(ry) (80)
la cual se convierte en un conjunto de ecuaciones algebraicas que se puede resolver con

métodos matriciales comunes. Mas concisamente, introduciendo un conjunto de K funciones
base {q’)#(r) | u= 1,2,...,K] conocidas y sustituyendo los orbitales moleculares de la

expansion lineal

K
W, = Z Cui b, i=12..,K (81)
p=1

Sustituyendo esta expansion lineal en la ecuacién de Hartree-Fock (80) y usando el indice v

se obtiene
FO D Cudu(D =& ) Cudu(D

multiplicando por ¢; (1) a la izquierda e integrando se consigue cambiar la ecuacién integro-

diferencial en una ecuacion matricial

> 6 [ ar i OF W@ =&Y Cu [ dry )
v v
Ahora bien, definiendo la matriz de traslape S y la matriz de Fock F como

Spy = fatr1 ¢ (P, (1) y Ey =fdr1 ¢ (Df (1), (1)

Suy = (¢n|¢’v) y B = (¢a|f|¢'v) (82)
Respectivamente, las ecuaciones de Hartree-Fock se pueden escribir como
Z F,:w Ci= Eizs,uv Ci i=12,..,K (83)
v v

Estas son las ecuaciones de Roothaan, que se pueden escribir como una simple ecuacién de
matrices FC = SCe donde C es una matriz cuadrada de dimensién KxK de la expansién de
los coeficientes C,,; v € es una matriz diagonal de las energfas orbitales, con ceros afuera de
la diagonal como ya se mostré anteriormente. Las ecuaciones (83) forman un conjunto de K
ecuaciones simultdneas linegles homogéneas en las K incégnitas C,;, v=1,2, ... .K, que
describen los MO y en (81). Para una solucién no trivial debemos tener

det(Fy — €S,) =0 (84)
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Esta es una ecuacion secular cuyas raices dan las energias orbitales ¢;. Las ecuaciones de
Roothaan (83) deben ser resueltas por un proceso iterativo, puesto que las integrales F,,

dependen de los orbitales y;, que a su vez dependen de los coeficientes C,,; desconocidos.

Uno empieza con expresiones de prueba para los MO ocupados como combinaciones
lineales de las funciones base, como en la ecuacién (81). Este conjunto inicial de MO’s es
usado para computar el operador de Fock. Los elementos de matriz (82) son computados y
la ecuacion secular (84) es resuelta para producir un conjunto inicial de &;’s. Estas &’s son
usadas para resolver (83) para un conjunto mejorado de coeficientes, dando un conjunto
mejorado de MO’s, los cuales son usados para computar una f mejorada y asi
sucesivamente. Uno continua hasta que no ocurren mds mejoras en los coeficientes y energias
de los MO de un ciclo al siguiente, o si se valida un criterio de convergencia a una tolerancia
apropiada. Este es conocido como método de campo autoconsistente SCF (por sus siglas en

inglés).

Funciones Base.

Las funciones de Slater tienden a infinito cerca del cero, esto se corrige usando funciones
gaussianas. En un conjunto de bases contraido de funciones gausﬁlas, cada funcion base es
una combinacién lineal fija de funciones gaussianas primitivas. Generalmente, cada MO se
escribe como una combinacion lineal de funciones de un electrén (orbitales) centrados en
cada dtomo.

Por ejemplo, para moléculas diatémicas una buena opcion es usar funciones de Slater

del tipo

(2¢/ap)™+/?

[(2n)!]1/2 rile=Sr/aoy(6,¢)

para los orbitales atémicos (AO) que son conocidos como STO (Slater type orbitals). El
conjunto de todas estas funciones con n,¥,m enteros y con { tomando todos los valores

positivos posibles forma un conjunto completo. El pardmetro { es llamado el exponente

orbital. Por ejemplo, una funcién 1s depende de e5"/% una funcién 2p de re "/ una
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3d de r?e~°7/%0_y asi sucesivamente. Para tener un conjunto completo de funciones base
AQ, se necesita un nimero infinito de orbitales de Slater, pero la funcién de onda molecular
verdadera de Hartree-Fock puede ser adecuadamente aproximada con un nimero
razonablemente pequefio de orbitales de Slater cuidadosamente elegidos. Un conjunto de
bases minino para un cdlculo molecular SCF consiste en una sola funcién base para cada
capa interna AO y cada capa de valencia de AO de cada dtomo. Un conjunto de bases
extendido es un conjunto que es mas grande que un conjunto minimo. Calculos SCF con un
conjunto-de-bases-minimo son mds ficiles que cilculos con un conjunto-de-bases extendido,

pero estos tltimos son considerablemente mds exactos.

Sélo funciones tipo-Slater o tipo-Gaussiano son de uso comin. Siuno usa un conjunto
muy pequefio de funciones por atomo, entonces las funciones tipo-Slater dan energias
definitivamente superiores. Conforme el nimero de funciones por dtomo incrementa, la clara
superioridad de las funciones tipo-Slater disminuye, asi como también la habilidad del
conjunto de bases para abarcar el espacio de la funcion. Uno tiene que considerar por razones
practicas, el tiempo requerido para evaluar las integrales moleculares. LLa mayoria de los
célculos poliatémicos usa orbitales tipo Gaussiano (GTO) debido a la velocidad con la cual

se pueden evaluar las integrales. Las funciones Gaussianas Cartesianas son de la forma

gi’mn(rl - rc) = (xl - xc)f(}’l - yc)m(zl - Zc)ne_alrl_&'lz

Donde (xc,yc,zc) son las coordenadas Cartesianas del centro de la Gaussiana en re; £, m, y n
son enteros no-negativos; y @ es un exponente positivo. Si £ =m=n=0 entonces la Gaussiana
Cartesiana es una Gaussiana tipo-s; cua £+m+n=1 es una tipo-p, cuando £+m+n=2 se
trata de una tipo-d, y asi sucesivamente. La ventaja central de los GTOs es que el producto
de dos Gaussianas en diferentes centros es equivalente a una sola funcion Gaussiana centrada
en un punto entre los dos centros. Por lo tanto, integrales de dos-electrones en tres y cuatro
diferentes centros atdmicos pueden ser reducidos a integrales sobre dos diferentes centros,
que son mucho mds faciles de computar. Sin embargo, una desventaja de usar GTOs es por
ejemplo que un orbital atémico hidrogenoide Is tiene un pico en el nicleo atémico, un n=17
STO también lo tiene alli, pero una GTO no. Dado que una GTO da una representacién mds
pobre de los orbitales en el nicleo atémico, se debe usar una base mds grande para conseguir

una precision comparable a la obtenida de STOs. Para aliviar este problema se usa un
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conjunto de bases contraido de funciones Gaussianas, en el cual uno deja que cada funcién
base sea una combinacidn lineal fija (contraccién) de funciones Gaussianas primitivas, g.

Una contraccién asi tiene la forma

L
COF (r —R,) = Z dyy 8p(@pert — Rp) (85)
p=1

donde @, y dy, son los exponentes y coeficientes de contraccion y L es la longitud de la
contraccién. Los origenes Rp de las primitivas en (85) son casi siempre iguales a Ry4. Las

funciones Gaussianas primitivas normalizadas son del tipo 1s,2p, 3d, .. .,
g1s(a,r) = (8a®/m%) Ve~
gy (@, 1) = (12805 /) *xe™ "
B3dyy (a,r) = (2048 a7/n3)1/4xye_mz

El uso de Gaussianas contraidas en lugar de las primitivas reduce el nimero de coeficientes
desconocidos d,, a ser determinados en los cdlculos HF. Por ejemplo, si cada Gaussiana
contraida estd compuesta de tres primitivas de un conjunto de 30 funciones base primitivas,
entonces mientras que la expansion en la ecuacion (81) involucra 30 coeficientes

desconocidos d,,,, la correspondiente expansiéon usando la ecuacion (85) tiene solo 10

pY
coeficientes desconocidos. Esta disminucién en el nimero de coeficientes conduce a un
ahorro en tiempo de coémputo potencialmente grande con poca pérdida de precision si las

Gaussianas contraidas estdn bien elegidas.

Densidad electronica
La funcién antisimétrica mas simple para representar al estado fundamental de una molécula
o de un sistema molecular con N electrones, es un solo determinante de Slater construido con

N espin-orbitales

YT ) = (ND) 2|y () by (1) -+ oy ()

con esta funcion se toma el valor esperado del Hamiltoniano
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I
E="0

Tomando un conjunto de funciones orbitales {¢;} ortogonales, esto es
(‘Pil‘f’j) =i

y de las propiedades de los determinantes se tiene que

E=2 Zwlnh(lm(l»

N N
)y ['2?¢i(1)¢j(z)| |6 08,@) - (08, @| 7 [, (D92

=1 j=1
Tomando la variacion a primer orden de la energia conrespecto a las funciones ¢; y haciendo
uso de la teoria de los multiplicadores de Lagrange, la cual permite encontrar maximos y
minimos sujetos a restricciones, se encuentran las ecuaciones que deben satisfacer las
funciones espin-orbitales que minimizan el valor de la energia y que ademds sean

ortonormales

N
5 zZ(@(l)m(l)lcbi(l»

N N
+ Z[zE(1)¢j(z)|%|¢i(1)¢j(z))
=1 /=1
- (b e @[3 0E@)]E+ DD 2 (8ilg) = 0
i=17j=1

De donde se llega a las ecuaciones de Hartree-Fock

i (2);(2 i (2) ¢ (2
ae + | [HEYD ¢;-(1)—|§ [H22E 4,0 = e
= 12 = 12

para (i = 1,2,..., N).
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Considerando que el conjunto de funciones {¢;}, es un conjunto ortonormal, se tiene que

estas ecuaciones se pueden escribir como

5 (2)0;(2 S (@2
rop+ |y [ L2y, cbﬁ-(l)—lza(m;,mﬁ) [E22 D iy, gy
=1 . =1 .

=€;¢;(1) para(i=12,..,N)

con el propoésito de facilitar el andlisis de esta ecuacion, se multiplica y divide el término de

intercambio por ¢;(1)¢;(1), obteniendo

RO (D+ | dry | 9(1)

J

C f¢;(2)¢j(2)
pr T2
1
Voo oD (2) (=) ¢:(2)¢:(1)
_ Iza(m;,mg)j j(f?’-"(%l(;}(l) dra| ;)
= i i

= €¢i(1) para (i=1,2,..,N)

estoes

O (622
w0+ |y [HEE D ar, g,
= !

(D2 (Di(2)
jzfﬂﬁ(mé,mi)(p if*(l)if(l)(p

T12

dr; 1¢:(1)

=€¢;(1) para (i = 1,2,...,N)

esta ecuacion muestra que la funcién ¢; es solucién de una ecuacion de Schriodinger con un
operador Hamiltoniano, el cual es la suma de los operadores de energia cinética y energia
potencial en el campo de los nicleos. La energia potencial es debida al campo de los N
electrones distribuidos en los orbitales ocupados en el determinante de Slater, menos un
término que involucra al operador de intercambio, este dltimo potencial es debido a la

distribucién de carga.
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N
. B (D9, (D)
"(”‘;“’“”ms) S (DD

A esta densidad se le conoce como densidad de carga de intercambio, y a esta solo

contribuyen los electrones que tienen igual espin que el electrén descrito por el orbital ¢;,

integrando se tiene que

N * *
jp(Z)dTZ =Z5(m§,m§)j¢i(1)¢j (Z)Q'Ig(1)@'3';-(2)dr2
j=1

¢; (D¢ (1)

N §(mi,m!
) %"’f W, [ #5062 dr, =1

Con este resultado llegamos a que un electrén descrito por las ecuaciones de Hartree-Fock
se mueve en un potencial promedio debido a los N-1 electrones restantes. Otra propiedad
importante de la densidad de carga de intercambio es reducir la densidad de carga del término

de Coulomb en el punto de observacion r en una cantidad

N
Za(m;‘,m;') ¢; re;(r)
j=1

Dada la expresién anterior de p(2), parar, = r; se tiene que

N
_ i ¢ (D¢; (1 (1)gp; (1)
p(rl)_;“m”m” 51 DD
N N
p(ry) = Z & (mf,m{)p; (Dep;(1)
j=1
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2.2 Correccion Electréonica

La solucién obtenida usando tnicamente el método de Hartree-Fock no es la esperada de
acuerdo con las mediciones experimentales, de modo que para poder corregir el error en esta

aproximacion se hace lo que se menciona en las siguientes secciones.

Correlacion electronica.

Aun cuando la @, pueda ser una buena solucion al problema molecular considerado, ésta no
es la funcion de onda exacta. El método de Hartree-Fock depende de promedios: este no
considera las interacciones electrostdticas instantineas entre los electrones, no toma en
cuenta los efectos mecdnico-cudnticos sobre las distribuciones de electrones, porque el efecto
de N-1 electrones sobre un electron de interés se trata en forma promedio. Una medida de la
aproximacion de las soluciones que proporciona el método de HF a la descripcién de un
sistema molecular es la llamada energia de correlacion, que Lowdin [56] define como: “La
diferencia de energia de correlacion para un cierto estado con respecto a un hamiltoniano es
la diferencia entre el valor propio del hamiltoniano exacto y su valor esperado en la

aproximacion de Hartree-Fock, para el estado en consideracion™.
En forma matemadtica viene dado por:
Ec'un' =E- E(HF).

El método de HF proporciona un nimero grande de resultados valiosos acerca de la estructura
electronica de las moléculas. Sin embargo, es una aproximacién y no incluye correlacion
electronica. Existe una buena cantidad de trabajo en el campo del cdlculo de la estructura

electronica que se dirige a tomar en cuenta la correlacion electrénica [21].

Configuracion de funciones de estado.

El método de Hartree-Fock proporciona un conjunto finito de espin-orbitales cuando se lleva
a cabo una expansioén en un conjunto base finito. En general, una base con M miembros
resulta en 2M diferentes espin-orbitales. Se ordenan los espin-orbitales de acuerdo con su

energia, ocupados por los N electrones y se forma la funcién de onda de Hartree-Fock, @,.
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Ahi permanecen los determinantes de Slater 2M-N orbitales virtuales. Claramente muchos
determinantes de Slater pueden formarse de los 2M espin-orbitales, @ es sélo uno de ellos.
Para clasificar los demds determinantes de acuerdo con cuantos electrones han sido movidos
desde orbitales ocupados a orbitales virtuales se usa la funcién de onda del determinante de
@, como una referencia, se simplifica la apariencia de las siguientes expresiones omitiendo

los factores de normalizacién de los determinantes de Slater y se reescribe @, como:

o = P12+ Pacpp -+ Pul

donde ¢, y ¢, estan entre los N espin-orbitales ocupados para el estado base HF. Un
determinante simplemente excitado corresponde a uno para el cual un electrén en el espin

orbital ocupado ¢, ha sido movido a un espin-orbital ¢,,.

4’2 = ‘¢’1¢’2 '“¢’p¢’b ¢’N|

Un determinante doblemente excitado es aquel en el cual dos electrones han sido

promovidos, uno de ¢, a ¢, yelotrode ¢, a g,

0! = |p1¢ps - Ppg - D]

En forma similar, se pueden construir otros determinantes multiplemente excitados o también
construir funciones multielectrénicas que estdn constituidas por una combinacion lineal de
un pequefio nimero de determinantes, los cuales son seleccionados de acuerdo con las
restricciones de que la simetria de la molécula sea correcta, a estas funciones se les denomina
una configuracién de funcién de estado (CSF por sus siglas en inglés). Una CSF es una
funcion propia de todos los operadores que conmutan con H. Estas CSF excitadas se pueden
tomar para aproximar funciones de onda de estados excitados y se pueden usar en
combinacion lineal con ¢, para mejorar la representacion de la funcién de onda del estado

base (o de cualquier estado excitado) [21].

Interaccion de Configuraciones

Aun cuando la ecuacién de Hartree-Fock es muy exitosa en muchos casos, tiene sus
limitaciones. Un ejemplo donde predice resultados cualitativamente incorrectos es el

ordenamiento de los potenciales de ionizacion de N2. Ademds, el método de Hartree-Fock
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restringido no puede describir la disociacién de moléculas en fragmentos de capa abierta
(p-e., H2—2H). El procedimiento HF no-restringido da un esquema cualitativamente correcto
de tales disociaciones; sin embargo, las curvas de energia potencial resultantes (o, superficies

€n general) no son exactas.

Por mds buena que parezca ser la funcion @ , no es la funcién de onda exacta. El

método de Hartree-Fock se basa en promedios: no considera las interacciones electrénicas
instantdneas entre electrones; tampoco toma en cuenta los efectos mecdnico-cudnticos en la
distribucion de electrones porque elefecto de N-1 electrones en un electrén de interés se trata
de manera promedio. Resumimos estas deficiencias diciendo que el método HF ignora la

correlacidn electronica.

Un método para mejorar la aproximacion de Hartree-Fock es precisamente el de
interaccion de configuraciones (Cl por sus siglas en inglés) para obtener la energia de
correlacidon. La energia de correlacion (Ecr) estd definida como la diferencia entre la energia
no-relativista exacta de la energia del estado base del sistema en la aproximacién Born-
Oppenheimer (&) y la energia de Hartree-Fock (Eo) obtenida en el limite en que el conjunto

de bases tiende a ser completo
Econ=E — Eo

Debido a que la energia de Hartree-Fock es una cota superior (Figura 31) a la energia exacta,
la energia de correlacién es negativa. Por otra parte, las curvas de Hartree-Fock
frecuentemente se cruzan; sin embargo, la ‘regla de cruce evitado’ dice que estados de
moléculas diatémicas de simetria idéntica no se pueden cruzar (ver Figuras 31 y 32). Si
tenemos dos estados de la misma simetria con funciones de onda i1 y y» entonces podemos

escribir

Y= A, + A,
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Energy

Experimental

Figura 31. Comparacion entre el método H-F y el experimental

donde A, y Az son coeficientes por encontrarse usando minimizacion de la energia [57]. Esta

configuracién es mezclada y produce curvas de potencial que no violan la regla de no-

cruzamiento (como en la Figura 32).

Interaccion de
—_—

configuraciones

Enagy
Enemy

Figura 32. Cruce evitado entre dos curvas de la misma especie [57]

El procedimiento de Hartree-Fock produce un conjunto {Z,-} de 2K espin-orbitales. El estado

base Hartree-Fock
\Wo) =| 222 a2 x) (86)

es la mejor (eﬁentido variacional) aproximacién al estado base, de la forma de un solo

determinante. Sin embargo, es solo uno de los muchos determinantes que se pueden formar
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de los 2K>N espin-orbitales. El nimero de combinaciones de 2K objetos tomados N veces

uno a la vez es el coeficiente binomial

2K\ (2K)!
N N!(2K —N)!
Por ejemplo, si sustituimos N=10, i.e., un sistema con 10 electrones y K=20, i.e., un sistema

con 20 conjuntos de funciones base, el nimero de determinantes considerado es
2K o
=8.47..x10
N

El nimero de combinaciones es lo mismo que el nimero de determinantes que uno forma de

N electrones de 2K espin-orbitales; el estado base Hartree-Fock es solamente uno de estos.

Un determinante simplemente excitado es aquel en el cual un electrén que ocupaba {Zu} en

el estado base Hartree-Fock (86) es promovido a un espin-orbital {;{,_}, como en la Figura

33:

W) =z 220 )
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Espin
orbitales As
virtuales A * ¥r
A N+1
e .
) *
Espin ) xb
3 xa
orbitales .
(| * X2
\ * K1

Figura 33. Salto de un electron de un orbital a un orbital virtual, corresponde a simple excitacion [55]

Un determinante excitado doblemente, mostrado en la Figura 34 es aquel en el cual los

electrones son excitados de {Zﬂ} y {,Zb} a {Zr} y {Z;} respectivamente.

o) =z ax a)
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Espin .
orbitales 0 % Xs
virtuales A * %r
YN+
e o
(| )
| ‘ *b

Espin

Ya
orbitales <
ll |I‘ * A2
K * A1

Figura 34. Salto de dos electrones de orbitales a orbitales virtuales, corresponde a doble excitacion [55]

La idea basica del método de CI es diagonalizar el Hamiltoniano N-electrénico en una ba

de funciones N-electrén (determinantes de Slater). En otras palabras, representamos la
funcion de onda exacta como una combinacion lineal de funciones N-electrén de prueba y
usamos el método variacional lineal. Si las bases fueran completas, obtendriamos las energias

exactas no solo del estado base sino también de todos los estados excitados del sistema.

En principio CI proporciona una solucién exacta del problema de muchos electrones.
En la practica, sin embargo, podemos manipular solamente un conjunto finito de funciones
de prueba N-electron; consecuentemente, CI proporciona solo una cota superior a las energias

exactas. Dado algiin conjunto arbitrario de 2K espin orbitales de un electrén, podemos
(2K _ ) )
construir N diferentes determinantes de Slater N-electron. Desafortunadamente aiin para

moléculas pequenas y conjuntos de bases de un-electrén de tamafio moderado, el nimero de

determinantes N-electron es verdaderamente enorme. Entonces, atin si uno usa bases de un-
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electron finitas, uno usualmente debe truncar la funcién de prueba de alguna manera y usar

solamente una fraccién de todas las posibles funciones N-electrén.

Por simplicidad supongamos que nuestra molécula de interés tiene un niimero par de

electrones que a primera aproximacion se representa adecuadamente por un determinante HF

restringido de capa-cerrada |(1)U> . Supongamos que hemos resuelto las ecuaciones de
Roothaan en un conjunto de bases finita y obtuvimos un conjunto de 2K espin-orbitales {,’Z,}
. El determinante formado de los N espin-orbitales de energia mas baja es ‘(DU) . Ademas de
|(1)“> podemos formar un gran mimero de otros determinantes n-electrén de los 2K espin-
orbitales. Es conveniente describir estos determinantes diciendo como difieren de ‘ (DU) . Asi,

el conjunto de posibles determinantes incluyen ‘(DU) , los determinantes simplemente

rs
al

excitados ‘(I);) , los determinantes doblemente excitados ‘(D > , etc., hasta incluir
determinantes N-veces excitados. Podemos usar estas funciones de onda de muchos

electrones como una base en la cual expandir las funciones de onda exactas “}‘U} de muchos

electrones. Si ‘(DU) es una aproximacion razonable a “PU>, entonces sabemos del principio

variacional que una mejor aproximacion (la cual llega a ser exacta conforme las bases tiendan

a ser completas) es

|‘Pu> = CU|CDU> + Zcr;

r N rs st rat JFatn rEti .
(I> i > + Z c'(rb (I> abr > + Z c'(rbt' (I) abe > + Z c':rbf'd q’(rb{'d > + (87)
a<h a<h<e a<bcod
res Fesl Fesrn

Esta es la forma de la funcién de onda completa CI. Las restricciones en los indices de las
sumatorias (es decir, a<b, r<s, etc.) aseguran que un determinante excitado dado estd
incluido en la suma sélo una vez. Cuando se hacen algunas manipulaciones formales, algunas

veces es conveniente quitar esta restriccion y reescribir la ecuacién (87) como

5

"
e 1y rst rst 1Yy rti
(I) ab > + (§ Z C(rbf' (I) (rbt') + E Z C(r!x'd
* abe * abod
rst st

rti
cD(rbf'd) LR

m;>+[%]_2c;:;

abirs

Vo
|‘P<>> = C<>|CD<>>+ - an
1!
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Se incluye un factor (1/n!)* enfrente de la sumatoria para asegurar que una excitaciéon dada
es realmente contada sélo una vez. Por ejemplo, la sumatorias no restringidas para dobles

excitaciones incluye los términos siguientes

e

“ah bt “ah

ra JE
cD(rb >" c'.im

" > e
L]

ar LEF
cD(rb >" y c'.im

ar
cD.fm >'

. . .. Iy e el . .

Ahora, si requerimos que los coeficientes €,, sean antisimétricos con respecto al intercambio
deayboderystal como las funciones de onda, entonces los cuatro términos son iguales.
Asiel factor de 1/4 asegura que el determinante se cuente solo una vez. La ecuacion (87) se

reescribe de manera mds simple como:

¥ = Zc..(l) . (88)

Sitenemos 2K espin orbitales, N estardn ocupados en |(DU> y 2K — N estardn desocupados.

N
Podemos escoger n espin orbitales de aquellos ocupados en ‘(DU> de ( ] maneras.
n

K-N
Similarmente podemos escoger n orbitales de los 2K — N orbitales virtuales en [ J
n

i i NY2K-N
maneras. Entonces, el nimero total de determinantes n-veces excitados es{ J[ J
n n

Auin para moléculas pequeifias y conjuntos de bases de un-electrén solo de tamafio moderado,
el nimero de determinantes n-veces excitado es extremadamente grande para toda n excepto
0 y 1. Un nimero significativo de estos determinantes puede ser eliminado (aunque en la
mayoria de los casos no suficiente) explotando el hecho de que no hay funciones de onda
mezcladas con espin diferente (i.e., (@, |H‘CD}.> =0 si |CD,.) y ‘CD}.> tienen espin
diferente).

Dada una funcién de prueba de la ecuacidon (87) podemos encontrar las energias
correspondientes usando el método variacional lineal. Esto consiste en formar la matriz de
representacion del Hamiltoniano en la base de las funciones N-electrén de la expansion (87)
y entonces encontrar los eigenvalores de esta matriz. Esta es llamada la matriz CI total y el

método es referido como CI total. Los eigenvalores mas bajos serdan una cota superior a la
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energia del estado base del sistema. Los eigenvalores mds grandes serdn cotas superiores a
estados excitados del sistema. La diferencia entre el eigenvalor mds bajo (£o) y la energia de
Hartree-Fock (Ep) obtenida en la misma base de un electron es llamada la energia de
correlacion del conjunto de bases. Conforme el conjunto de bases de un electrén tiende a la
completez, la energia de correlacion del conjunto de bases tiende a la energia de correlacion
exacta. La energia de correlacion del conjunto de bases obtenida al realizar un CI total es, sin
embargo, exacta en el subespacio abarcado por las bases de un-electron. Para un conjunto de

bases de un-electrén dado, CI total es lo mejor que uno puede hacer.

Métodos de multiconfiguracion y multireferencia

En el método de multiconfiguraciéon de campo autoconsistente (MCSCF) se optimizan los
coeficientes ¢;; en la ecuacion (88) y los coeficientes de expansion Cy, en la ecuacion (81).
Al optimizar al mismo tiempo los dos conjuntos de coeficientes de expansidn se demanda
mucho tiempo de computadora, aunque optimizando los Cy; se pueden obtener resultados
mas exactos con un nimero relativamente pequefio de CSF’s. A cada determinante o una
combinacién lineal de un pequefio mimero de ellos construidos para tener una simetria

electronica correcta se le llama una funcién de configuracién de estado (CSF).

El desarrollo de los métodos eficientes MCSCF es activamente investigado, y es muy
importante para los estados excitados. Uno de tales esquemas es el método de campo
autoconsistente de espacio activo completo (CASSCF). En este enfoque los espin-orbitales
(que también son optimizados durante el cdlculo para determinar los valores de los Cy,) se

dividen en tres clases:

a) Unconjunto de orbitales inactivos compuestos de los espin-orbitales de energia mds baja
que son doblemente ocupados en todos los determinantes.

b) Un conjunto de espin-orbitales virtuales de muy alta energia que estén desocupados en
todos los determinantes

¢) Unconjunto de orbitales activos que sean energéticamente intermedios entre los orbitales

inactivos y los virtuales.
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Los electrones activos son los electrones que no estdn en el conjunto de orbitales inactivos
doblemente ocupados. Los CSF’s incluidos en el cdlculo CASSCF son configuraciones (de
la simetria y espin apropiados) que se originan de todas las formas posibles de la distribucion
de los electrones activos sobre los orbitales activos.

Hay tendencias para escoger cuales orbitales incluir como orbitales activos. Una
tendencia consiste en tomar los orbitales activos como aquellos orbitales (enlazantes, no
enlazantes y antienlazantes) que se originan en la teoria de orbitales moleculares MO, de los
orbitales atémicos de valencia que conforman a la molécula [21].

En los métodos convencionales CI descritos anteriormente, la funcién de onda SCF
de Hartree-Fock %9 se usa como una configuracién de referencia y las funciones del estado
de configuracién se forman sacando electrones de los espin-orbitales ocupados de ¥ para
llevarlos hacia espin-orbitales desocupados. En la interacciéon de configuracién de
multireferencia (MRCI) se origina un conjunto de configuraciones de referencia, a partir del
cual se crean los determinantes excitados para su uso en un calculo CL.

Como ejemplo de lo anterior, se puede hacer un calculo MCSCF y tener un conjunto
de configuraciones de referencia compuesto de aquellos determinantes con un coeficiente c;
mayor que algin valor predeterminado (como 0.05 o 0.1) [21] en la funcién de onda final
normalizada MCSCF. Para cada uno de los determinantes de referencia los electrones se
mueven de espin-orbitales ocupados a espin-orbitales desocupados para crear mds
determinantes que sean adicionados en la expansién CI de la ecuacién (88). Posteriormente
se realiza el CI, optimizando todos los coeficientes ¢;; de los determinantes que han sido
incluidos. En los determinantes de referencia, frecuentemente, determinantes simple y
doblemente excitados con respecto a #p, y son incluidas excitaciones simples y dobles de los
determinantes de referencia. Por lo tanto, la funcién de onda MRCI final incluye
determinantes que son triple y cuddruplemente excitados de #. Debido a que los célculos
MRCI frecuentemente incluyen los determinantes cuddruplemente excitados, estos
determinantes usualmente reducen significativamente el error de consistencia de tamafio
encontrado en cdlculos CISD.

Usualmente, es necesario que la energia de un sistema de N particulas aln en
presencia de interacciones sea proporcional al nimero de estas particulas, lo cual se conoce

como la consistencia de tamafio. En particular, la energia del sistema AB calculado cuando
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los subsistemas A y B estdn muy separados debe ser igual a la suma de las energias de A y
B por separado calculadas usando el mismo método. Esta es una gran deficiencia del método

de calculos CI limitado.

Frecuentemente una fraccion grande de la energia de correlacion exacta puede

recuperarse de cdlculos MRCI con un nimero mucho menor de determinantes.

Teoria de perturbacion de muchos cuerpos de Mdller-Plesset

Los cdlculos de interaccion de configuracién CI proporcionan una aproximacion sistemdtica
para ir a un nivel de energia de Hartree-Fock mas profundo, debido a la inclusion de
determinantes que son excitados simplemente, doblemente, triplemente y asi sucesivamente,
de una configuracién de referencia. Una caracteristica importante del método es que éste es
variacional, pero su desventaja es que carece de consistencia de tamafio (exceptuando el CI
completo). La teoria de perturbacion (PT) proporciona un acercamiento sistematico
alternativo para encontrar la energia de correlacién, ademads, sus cdlculos son consistentes en
tamafio, no son variacionales en el sentido de que, en general, no dan las energias que son
limites superiores a la energia exacta. La aplicacion de PT a un sistema compuesto de muchas
particulas interactuantes generalmente se llama teoria de perturbacién de muchos cuerpos
(MBPT) [58]. Como se requiere encontrar la energia de correlacion para el estado base se
toma el hamiltoniano de orden cero de los operadores de Fock del método SCF de Hartree-

Fock.

En la teoria de perturbacién el hamiltoniano real H, y el hamiltoniano del modelo més

simple del sistema H”, difieren por una contribucién:
H=H"+ HY
donde H" es la perturbacién.

Moller y Plesset en 1934 [59] han hecho una seleccion de H™, llamada teorfa de
perturbacion de Moller-Plesset (MPPT). Las aplicaciones de MPPT a sistemas moleculares

no comenzaron sino hasta 40 afios mas tarde.
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El hamiltoniano de orden cero H, denotado como Hyr en este contexto, se da por la suma

de operadores de Fock de un electrén

La funcién de onda ¥ del estado base HF es una eigenfuncién de Hyr con un eigenvalor E©
dado por la suma de las energias orbitales de todos los espin-orbitales ocupados. La

perturbacion H'V esta dada por

HY=H-Yf.

i=1

En la ecuacién anterior, H es el hamiltoniano electrénico. La energia HF, Exr, la cual estd

asociada con la funcién de onda normalizada ¥y del estado base HF es el valor esperado:
E,. =(¥,|H¥Y,).

lo que equivale a
E,p = (¥ |H,, + HONY,). (89)

Es ficil demostrar que Epr es igual a la suma de la energia de orden cero E” y de la
correccion a la energia de primer orden E'V. Es decir, dado que ¥ es una eigenfuncion de

Hpyr se tiene que

EY =(\W,|H,|¥,). (90)
y que

E® =(\W|H" |, ). (91)
Entonces, se concluye de las ecuaciones (87-89) que

Enr=E® + ED.

Por lo tanto, la primera correccion a la energia del estado base estd dada por la teoria de

perturbacién a segundo orden como:
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2) _
Bs E"-E
J=0 I

Para evaluar esta ecuacion, se calculan los elementos de matriz fuera de la diagonal

(‘P_, ‘H{n

¥, > . Primero, nétese que el elemento de matriz
(LP.! |Hm' |l{"u> =0,

dado que ¥% es una eigenfuncién de Hyr y de los espin-orbitales, entonces los determinantes

son ortogonales. Por lo tanto, si (‘PJ |H|‘PU> =0, entonces (‘P_, ‘H[”“Pn> —0.

Se concluye del teorema de Brillouin (este teorema dice que determinantes

simplemente excitados “PJ) no interaccionardn directamente con un determinante Hartree-

Fock de referencia “PU>, (i.e., (¥, |H“PJ>=O) que solo los determinantes doblemente

excitados tienen elementos de matriz H'" diferentes de cero con %% y por lo tanto Gnicamente
las excitaciones dobles contribuyen a E®. La siguiente expresion es resultado de un andlisis

de estos elementos de matriz no nulos

- ] 2eu vir (ab”rs)(r_e”ab)
E == _—
4 ab rs &4 + &y — & &,

donde:

(ablrs)= [ 22 02— 7, (0. )i,
12

[0z 7 W, @k, |

>

con ¥y ¥ espin-orbitales ocupados, con ¥y ¥ espin-orbitales virtuales. La anexidn de
la correccién a la energia a segundo orden es designada como MP2. Se puede extender el
MPPT para anexar correcciones a la energia de tercero y cuarto orden, conocidos como MP3
y MP4. Conforme se mueve a ordenes mayores de la teoria de perturbacion, el dlgebra

involucrada se hace mas y mas complicada y es comiin usar técnicas diagramaticas para
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clasificar y representar los diversos términos que aparecen en las expresiones en serie de

perturbacion, y se usan para probar que MPPT es consistente en tamaiio en todos los 6rdenes.

Las trayectorias de energia minima (MEP) correspondientes a cada uno de los estados
electronicos se determinan en cada punto mediante calculos ab initio Hartree-Fock de campo
autoconsistente (HF-SCF) con el programa PSHF, usando potenciales relativistas de carozo
efectivo (RECP). Estos célculos son seguidos por cilculos multiconfiguracionales de campo
autoconsistente (MCSCEF), el cual provee los conjuntos 6ptimos de orbitales moleculares e

integrales para usarse en el esquema de (CI).

Los efectos de correlacion electrénica se toman en cuenta usando una interaccién de
configuracién multirreferencial con una funcién de onda multiconfiguracional de orden cero
para perturbacion a través del algoritmo iterativo seleccionado para la interaccién de
configuracién (CIPSI) en su version clase dos. La energia total que provee CIPSI es la suma
de la energia variacional en el espacio de referencia y la contribucién a la energia de segundo

orden Mo ller-Plesset (MP2) de los determinantes fuera del espacio de referencia.
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2.3 Teoria de Funcionales de la Densidad

Las dificultades matematicas en la solucion numérica de la ecuacion de Schrodinger por el
método de Hartree-Fock incrementan enormemente conforme aumenta el nimero de
electrones en un atomo. Esto hace que este método sea escasamente aplicado al considerar
atomos pesados, o moléculas. El método de Thomas-Fermi originalmente se introdujo para

calcular la densidad de una distribucién de electrones de alguno de los dtomos pesados.

La idea original del modelo de Thomas-Fermi

Las hipétesis argumentadas por Thomas son

1) Los electrones estdn distribuidos uniformemente en el espacio fase seis-dimensional

para el movimiento de un electrén en la razén de 2 de cada h® de volumen.
2) Existe un potencial efectivo de campo que se determina asi mismo por la carga

nuclear y su distribucién de electrones

Estas son consideraciones estadisticas que se pueden usar para aproximar la distribucion de
electrones en un dtomo. La férmula de Thomas-Fermi para la densidad electrénica se puede
derivar de estas suposiciones [60]. Una derivacion distinta se deduce al resolver el problema
de una particula en una caja de potencial usando directamente la ecuacién de Schrodinger

independiente del tiempo.

Particula en una caja

En el caso unidimensional de una particula en una caja, el Hamiltoniano del sistema es

h? d?
A= oma TV

_ (0 para0=sx<L
Vi) = {00 de otro modo

Como en la Figura 35:
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Figura 35. Caja de potencial unidimensional

La ecuacidn electrénica de Schridinger en la caja de potencial de la Figura 35 es

Hy = Ey
 2madx?

2 g2
[ h d—,+V(x)]1,b=Elp

ParaV(x) =0en 0 < x < L se tiene

h? dz d?p 2mE

—E@Ip:&p = m+k2¢!=0 conk? = Py o bien kh =V2mE

Cuya ecuacion caracteristica es
rP+k?=0 - r=+k
P(x) = Ae™™ + Be™**

Como et® = cos@ + isend (férmula de Euler),

Y(x) = A(coskx + isenkx) + B(coskx — isenkx)
Y (x) = Acoskx + Aisenkx + Bcoskx — Bisenkx
Y(x) = (A + B)coskx + (A — B)isenkx

Y(x) = Ccoskx + Dsenkx con C=(A+B) y D=i(A-B)
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Aplicando condiciones a la frontera:
Primero, en x = 0, se tiene que cos0 = 1, sen0 = 0 por lo tanto ¥ (0) = C.

Ademads, las funciones de onda son cero afuera de la caja donde x <0 o x > L. Las
funciones de onda son continuas en todas partes. Esto es, las funciones de onda deben ser

cero en las paredes. Por lo tanto, las condiciones de frontera son
pO)=0 y ypL)=0
Esto implica que ¥(0) = ¢ = 0.
Segundo,enx =L
Y (L) = CcoskL + Dsenkl. =0
0 + DsenkL =0

SiD = 0 se ncumple la condicion de frontera, y como la funcién de onda es cero, entonces
no hay particula en ninguna parte. La tnica alternativa es que el seno desaparezca, lo cual

solo es posible si kL es igual a un miltiplo entero de m, esto es kL =nm conn=12,..,,

n = 0 se excluye porque resultaria que la particula no se encuentra en ninguna parte. El
entero n es un nimero cudntico que etiqueta un estado del sistema, y que se puede usar para

calcular el valor de una observable del sistema, y que de hecho es la energia en este caso, ya

que E = k?h%2/2m,y como h = h/er , entonces

n?h?m? n?h?
Enzmobtenﬁ'n=m n=12,..,

es decir, la energia estd cuantizada.
En el caso del pozo cuadrado tridimensional se tiene que

O R LG
|

~7m ﬁ*a—yﬁ@)”(’“m
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para0<x<L,05y<L,,0<z< Ly,

0
V » ¥ =
(.,2) {Oo de otro modo

En forma de operadores la ecuacion de Schriodinger esta dada por Hiy = Ei, entonces
h? [ 92 92 92
[_E(ﬁ +W+@) + V(x,y,z)] Y =EY

Entre las paredes el potencial es cero, y la funcién de onda se obtiene al resolver la ecuacion

diferencial parcial

92 92 92 2mE
et =
dx ady dz h

Las condiciones de frontera son aquellas en que la funcidon de onda desaparece en todas las
paredes. Resolvemos esta ecuacion separando variables; esto es, la solucién de prueba se
escribe Y (x,y, z) = XYZ donde X es funcién solo de x, Y es funcion solo de y,y Z es funcién

solo de z. Entonces

vz ¢ X7 %y vy 9%z _ 2mEXYZ
a2 T gt G T T g

Dividiendo entre XYZ se obtiene

XH YH Z” B sz

R T
Donde X' = ii—);, Y'" = g, yZ'= z—z. Concluimos que la ecuacion original se puede
separar en tres partes

(v ()

Con E, +E, +E, = E. Estas ecuaciones tienen la misma forma que la ecuacion de un
sistema unidimensional, y las condiciones de frontera son las mismas. Por lo tanto, la

solucion es

( ) = 2 nyIX N,y Ny TZ
Ilbn]_ngng XV, 2 _(L1L2L3)1/2 Se‘n( L, )Sen( L )sen( L )
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E —hz mong T =12 ing, =1,2 iny = 1,2
nqNyng _% L_i+L_i+E ny = L4 ..,;Ny = L, ;N3 = L4, .,

Si dividimos el espacio en muchos cubos pequefios (celdas), cada volumen AV = £3 de lado
£ contiene un nimero fijo de electrones AN (que pueden tener diferentes valores para
diferentes celdas), y suponemos que los electrones en cada celda se comportan como
fermiones independientes, a la temperatura O K, con las celdas independientes entre si.
Entonces los niveles de energia de una particula en un pozo infinito tridimensional estin

dados por la formula

h? , , ,
e(n,, ny, n,) = W(ni +n? + n2)

hZ

2
8mif? R

donde ny,ny,n, = 1,23, .., y la segunda igualdad define la cantidad R. Para nimeros
cudnticos grandes, es decir,@ra R grande, el nimero de niveles de energia distintos, con
energia mds pequeila que &, se puede aproximar por el volumen de un octante de una esfera

con radio R en ¢l espacio (nx, ny, nz). Este nimero es

o) - L(4TR) _m (Bme%e e
Y78\ 3 ) Te\ 2

El nimero de niveles de energia entre € y € + de es

g(e)Ae = d(e + 8e) — D(e)

8me2
g(e)lAe = H( =

3/2
— 1/2 1/2
2\ 7z ) e1/25e + 0((8)¥?)
donde la funcion g () es la densidad de estados en la energia €.

Para computar la energia total para la celda con AN electrones, necesitamos la
probabilidad de que el estado con energia € este ocupado, a la cual llamaremos f(&). Esta es

la distribucién de Fermi-Dirac,
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1

f&) = 1+ eBle-w)

La cual a 0 K se reduce a una funcién escalon

E<Ef

r@={y

e> g conforme fi—

Donde & es la energfa de Fermi. Todos los estados con energia mds pequefia que & estin
ocupados, y aquellos con energia mds grande que &, estdn desocupados. La energfa de Fermi

&f es la temperatura-cero limites del potencial quimico .

La energia total de los electrones en esta celda se encuentra sumando las contribuciones de

los diferentes estados de energia:

AE =2 f ef(e)g(e)de

2m\** e
=41 (—) 1?3-[ 53/2 de
1]

h2
8w 2m\*? . .,
2_"(_7”) p365/2
5 \ h2 !

Donde el factor 2 entra debido a que cada nivel de energia estd doblemente ocupado por un

electron con espin « y otro con espin . La energia de Fermi &, estd relacionada al nimero

de electrones AN en la celda, a través de la formula

AN = 2[;’(5)@(5)0_'5

_ 8m2m 3/2 3 3/2
=5 () o4

3\%? hz /AN
= 5=(5) m(p)

3
AE = ZANg

2/3

o solamente en términos de AN se tiene que
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34

AE=53

ANNE 13\ p2
33) (81‘[) 2m

AN(

3h2 £ 3°\¥® /AN
) e ()
10m \8m £3

Esta ecuacion es una relacion entre la energia cinética total y la densidad del electrén

5/3

AN AN
P="3 T ay

para cada celda en el espacio. Agregando las contribuciones de todas las celdas, encontramos

que la energia cinética es (en unidades atomicas)
TTF = CF fpsl:s (T)dr

donde

_ 3h% 4n?e? ( 3 )2’3

F= 10m4n?e? \8n

8t

3 (3(an?)¥2\*?

=—aue? | ————
10 8

Haciendo a,e? = 1 se obtiene
€ = = (3m2)2/3 = 2871
10

AN L f .
donde = p(r) enellimite cuando AV — 0. Entonces Ty es la energia cinética funcional

de Thomas-Fermi que se aplicé a electrones en dtomos, y que conduce a la Aproximacién de
Densidad Local (LDA por sus siglas en inglés), de la cual se determinan propiedades
electronicas de sistemas electrénicos homogéneos. Obviamente, el potencial corresponde al

de un pozo cuadrado.

La energia como un funcional de la densidad es

Erelp()] = Trelp] + Vaelp] + Veelp]
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Erelp) = G [ 72 e~z [P a4 [ 222 gy,

Iry — 1,

es la energia de Thomas-Fermi de dtomos. Para moléculas se modifica el segundo término
apropiadamente. La densidad electrénica del estado base debe satisfacer el principio

variacional

5 {ETF[P] — Urr (f p(r)dr — N)} =0
De la cual el cdlculo variacional permite la ecuacién de Euler-Lagrange:

6E 5 o
Urp = M%’E)P] = ECFPZH (r)—¢@)

donde ¢ (1) es el potencial electrostdtico en el punto r debido al nicleo y a la distribucion

electrénica total:

o (r )__ I|P(Tz)

Ty =1,

El método primitivo descrito se debilita en moléculas, ya que no predice energias de amarre
moleculares. Ademads, la exactitud para dtomos no es tan buena como la de otros métodos.

Esto restd importancia para predicciones cuantitativas en fisica atémica o molecular.

Energia como un funcional de la densidad

Al modelo de Thomas-Fermi para la energia como un funcional de la densidad le falta
generalidad, que basicamente consiste en que el potencial externo sea un funcional de la

densidad. Los teoremas fundamentales que demuestran esto, son los siguientes:
Teoremas de Hohenberg y Kohn

1.El potenﬁ externo v(r) se determina por la densidad electrénica p(r), en una constante
aditiva. No pueden existir dos potenciales v(r) diferentes entre si que generen la misma

densidad electrénica p (1)

2. Para una densidad de prueba j(r), tal que (r) = 0y [ 5 (r)dr = N, se tiene que
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Ey < Ey[p]
donde E,[p] es la energia funcional

Ey[p] = Tlp] + Vaelp] + Veelp]
:fﬁ(r)v(?‘)dr + Fuklpl

con Fyilpl = Tlpl + Veelpl y
Veelp] = Jp] + término no — clasico

el término J[p] es la repulsién cldsica, y la mayor parte del término no-clisico estd

definida como “energia de intercambio y correlacion”.

Ecuacion de Kohn-Sham

El Hamiltoniano de un sistema de particulas independientes en un sistema de referencia

no-interactuante se puede escribir como

=3 (-351)+ Yo

i=1 =1

En el cual no hay términos de repulsion electrén-electrén y para el cual la densidad
electronica del estado base es exactamente p. Para este sistema hay un determinante exacto

de la funcion de onda del estado base

1
¥ = ﬁdef[lbl ¥y =l

donde las 1; son los N estados mds bajos del Hamiltoniano de un-electrén A

ha; = [ _vz + vs(?‘;')] Vi =&y

Un determinante de Slater es la funcién de onda que representa correctamente este sistema

¥, por lo tanto, la energia cinética es

T.lp) = (.

L (-2%) )
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2
zv

Mz

= 2. (w27l

i=1

y la densidad electrénica se escribe como

N
p(r) = > ()P

los orbitales que minimizan la energia deben cumplir con

(—%Vf + US(T;-))IP;(T) =€ (r)

Kohn y Sham usan como referencia un sistema de particulas independientes

Xi) g

Prer (1) = if dw x; ()xi(x) = il.bf(x)l.b;(x)

N

TS=Z(XL-

=1

1,
_Evi

La energia cinética del sistema de referencia no representa a la energia cinética T del estado

base, por lo tanto, existe la diferencia
AT =T —Ty
La interaccion electron-electron, del funcional universal de Hohenberg y Kohn, se divide en

dos partes:

it = g1 = ﬂp(r)p(r)

|r — 1’

y una parte no-coulémbica. Con estos elementos, el funcional universal toma la forma
Flp]l = Tlpl +V,, = AT+T, + J[p] + V,ne-cout

y la energia total del sistema Eys es

Euslp) = T.lp] +11p] + Beelpl + [ p rIwtryar

- iz f eD (—%vz) Y dr + J[p] + Erelp] + f p (Pv(r)dr
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El funcional de intercambio y correlacion debe ser de tal forma que la densidad electrénica

que minimiza a la energia de Kohn-Sham es igual a la densidad electrénica del estado base.

Los orbitales que minimizan la energia deben satisfacer

P oy OEse -
(_—Vz f' —T| Sp(r) )X;(T) = €x:(r)

O bien

(- % vz + e"e“(r)) xi (™) = exi(r)

Una forma de aproximar al funcional de intercambio y correlacién es suponer que esta

cantidad se puede dividir en dos contribuciones, esto es

Ey. =E.+E,
Para el intercambio ya conocemos la expresion de Hartree-Fock, que en el contexto de Kohn-

Sham se le conoce como el intercambio exacto. Partiendo de la expresion del intercambio

exacto y evaluandola para el gas de electrones (ondas planas) se obtiene

E, = —cxfp(r)"’“dr
Mientras que la férmula de energia de correlacion es
Ec[p® pf] = j pE:(p,dr
Las férmulas mds exactas disponibles para la energia de correlacion por particula de un gas-
uniforme han sido obtenidas al aplicar un método cudntico de Montecarlo, y un andlisis de

una aproximacion de fase aleatoria. Por lo tanto, esto sigue abierto a soluciones que no

necesiten cdlculos aleatorios.

Potencial Quimico

La busqueda restringida de Levy [61] permite expresar la energia como un funcional de

la densidad en base a los teoremas de Hohenberg-Kohn, esto es:

Elp] = Flp] + [ v@)p (ryar
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Asi mismo, a temperatura finita se encuentran tanto la energia libre de Helmholtz a partir

de la teoria del ensamble-candnico

Alp) = Flpl + [ vrp (r)ar

como el Gran Potencial a partir de la teoria del ensamble-gran-candnico

Qlp(r)] = Flp(r)] +IP(T)(V(T) —wdr

Dada la v — N — representabilidad de la densidad electrénica y la bisqueda restringida [Parr-

Yang], se define

Flo@) = Min e[ty (lp] + 01 —%znm)]

Por medio del principio variacional el funcional F[p] se expresa como
Flpl = Tlpl + Ulpl - 6Slpl
el funcional de energia cinética
Tlp] = tr(fy"T)
el funcional de energia potencial de interaccidn particula-particula
Ulp] = tr(fn0)
y el funcional de entropia
Slpl = —kg tr(fN’f'g"Ian’f'g")

donde fN’:";n es el operador de densidad, kz es la constante de Boltzmann, y 8 es la

temperatura absoluta.

Aqui, el interés se enfoca en el limite a temperatura-cero, para que en 8§ = 0 (f = o), el
estado de equilibrio y el estado base sean el mismo, esto es, el estado principal. Conforme

8 — 0, el término 8S[p] desaparece de A[p] y de Q[p].

En el limite cuando f — 0 el funcional universal F[p] se convierte en
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Feclp(m)] = l]\ﬂ_}g Tr [F(T +7,.)]

Donde Fg es el funcional universal del estado-base, en el cual se extiende la bisqueda
restringida de Levy a operadores de densidad general T en el espacio de Fock (ensamble gran
canénico). El potencial ¥, se escribe en lugar del potencial de interaccién particula-particula
U debido a que la esencia estd en los potenciales electrénicos. El gran potencial en § — oo

correspondiente, se reduce a
Qlp(r)] = Faclpl + [ p (Iw(r) = wyar
= Egclpl —uN
En el cual entra la energia funcional del ensamble gran-canénico
Boclp) = Faclpl + [ p ryvnyar

Tanto Q[p] como Egc[p] estan definidos para densidades que integran a cualquier nimero

positivo finito.

En la construccién del gran potencial por busqueda restringida, del principio variacional

cuando f — oo se tiene que
Q° = E°(N) — uN < Trf(H — uN)

Donde E°(N) y u son la energia y el potencial quimico del estado base con N electrones.

Entonces, el principio variacional del funcional-de-la-densidad correspondiente es

EYN) = i < Eoclp()] = u [ p ()

De la cual se sigue la ecuacidn variacional para la densidad y la energia del estado-base del

electrén

o {Eoclo@ =k [ p(ar} =0

entonces la ecuacion de Euler-Lagrange es
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SEgclp()]

—u=20
sp(ry "
Equivalentemente
8F;clp(r)]
———+v() —pu=0
5p(1) K

En la dltima ecuacion, se ha supuesto que Fg¢[p(1)] es diferenciable. Ahora, se muestra que

0% no es verdadero en general; sin embargo, es vilido para sistemas atémicos y moleculares.
Consideremos una [ de prueba que describe un estado base con el nimero promedio de

electrones N + AN = Tr['N. Entonces se tiene que
E°(N) —uN < E°(N + AN) — u(N + AN)
Anilogamente, cuando la [ de prueba es TrfN = N — AN
EO(N) — uN < E°(N — AN) — u(N — AN)
Sumando estas dos expresiones se tiene
2EO(N) — 2uN < E°(N + AN) + E°(N —AN) — u(N +AN) — u(N — AN)
E°(N + AN) + E°(N — AN)—2E°(N) > 0

Que demanda que la funcién E°(N) sea convexa. En consecuencia, si E°(N) es una funcién

diferenciable

_IE°(N)
H="3N

y si E°(N) es una funcién dos veces diferenciable, entonces

d2E°(N)
vz =0

Sin embargo, poniendo AN = 1 se tiene que
E°(N+1) +E%(N —1)-2E°(N) =0

E°(N + 1)—E°(N) > EO(N) —E°(N — 1)
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O bien
IIN+1) <I(N)

Donde I(N) es el potencial de ionizacion del estado base de N-electrones. Esta ecuacion dice
que los potenciales de ionizacidn sucesivos no son decrecientes (para potencial externo fijo).
Una tendencia que se ha observado para el caso de iones de oxigeno es que la energia se

comporta como una funcion del niimero de electrones [62]

N
E(N) = — Z 1(M).
M=1

Por lo tanto, el potencial quimico en estas ecuaciones es el limite de temperatura-cero del

potencial quimico definido para el ensamble del gran-potencial a temperatura finita,

_(aA) _(BE) 9(35)
m= oN B.v(r) a oN a.v(r) aN 8,v(r)

Donde A es la energia libre de Helmholtz. El simbolo u se usa para designar el limite a

temperatura-cero:

_(BE) =i (BA)
= m v _ﬂl—r’% W 8.v(r)

Y se simplifica la notacién al tomar

S{E[p] —uN(p)}=0

[8E] SFlpl
n= [EL v+ 5

Estas son las ecuaciones basicas del estado base en la teoria de funcionales de la densidad

para dtomos, moléculas y sélidos.

El potencial quimico de la teoria funcional-de-la-densidad mide la tendencia de los electrones

a escapar de una nube electronica. Es una constante en todo el espacio, para el estado base

de un dtomo, molécula, o solido, e igual a la pendiente de la curva E vs N a v(r) constante.
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El potencial quimico es el negativo de la electronegatividad [63]. Para la aproximacion de

. D 9E
diferencias-finitas de tres puntos a pre

Para una especie S es

I+4
===

Donde | = Ef —Eg y A = Eg— E§ son respectivamente el potencial de ionizacién y la

afinidad electrénica para las especies. En acuerdo con el teorema de Koopmans
I=EN-1)—-EN)
A=EN)—-EWN+1)

La férmula de Mulliken para electronegatividad es

_I+4

XM— 2

B =Xy

y el concepto de potencial quimico es el mismo que el concepto de electronegatividad.
Adicionalmente, el potencial quimico también se identifica en la teoria del ensamble
candénico. La manera de hacer esto es a través del método de diferencias finitas. Para el
sistema de N electrones, se toma

_ _E(N-1)—EN) _
- = -

—I  (pendiente cuando el sistema saca un electrén)

ut=EN+1)—E(N) =—A (pendiente cuando el sistema agrega un electron)

I+ A
ul =— — (pendiente cuando un electrén ni se saca ni se agrega)

También, la curvatura de E (N) se convierte en

EW+D-EWN)-(EIN)-E(N-1)) I-A
1= 2 -2

Cuando f — oo entonces la temperatura tiende a cero, y solo los estados base de algunas

especies sobreviven: i) el estado base neutral con energia E, y nimero de electrones Ny, ii)
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un estado base ién-positivo con energia E, + ! y nimero de electrones N, — 1, y iii) un
estado base ion-negativo con energia E, — A y nimero de electrones N, + 1. Todos los

estados se suponen no-degenerados. Consideremos
E(Ny) = ENO =Ey

de acuerdo con el potencial gran-canonico, si N = N, entonces

ES _ —ES
U = w + degeneracion

SiN = Ny + AN donde N, es algiin entero y AN es positivo, entonces
Uy = Er?ro - E!?fo+1

para Ny +1 > N > N;. Y si AN es negativo, entonces
Uy = Er?ro - E!?fo—l

para Ng —1 < N < Nj. Es decir

-1 _
I+ A Ny—1<N<N,

o = T N =N,
_A No+1>N>N,

La energia de ionizacién y la afinidad electrénica se pueden aproximar como las energias
HOMO y LUMO, respectivamente. Nétese que si sumamos las contribuciones para AN

positivo, y AN negativo se tiene que
2py = 25!30 - (ERIOH + Ef?fo—l)

_ 0 E£0+1 + Eﬁo—l
Hp = ENO - T

_ Erumo + Enomo

p:pU—Ef,O: 2

Esto se ilustra con el esquema de la Figura 36, donde

Egap = Erumo — Enomo
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Figura 36. Ilustracién de las bandas

La curvatura de la energia £ como una funcion del nimero de electrones N a 0 K es otra

cantidad de interés, que se obtiene derivando dos

respecto al nimero de electrones

9*E
=3z

Se encuentra que

0
2n = | Jmlme] -
0
donde
] —
Mo = 2

Es la dureza absoluta.

Ahora bien, Geerlings et al. [64] definen el mult

de la electronegatividad

u=-x=-

213

veces la funcién de la energia con

d (0E
) = lim a(ﬂ)g
0-0

| @G,

N <N,
N> N,
A

iplicador Lagrangiano ¢ como el negativo

(5w).




y la electronegatividad es calculada como el promedio de las derivadas del lado izquierdo y

del lado derecho, esto es
xT=E(N=Ny—1)—E(N=Ny) =1

x*=E(N=N,)—E(N=N,+1) =4

1 1
= — + ) =—
x—z(x +x7) 2(1+A)

donde I y A son la energia de ionizacion y la afinidad electrénica del sistema estudiado Ny —
electrdn (neutro o cargado), y aprovechando el teorema de Koopmans,
x= E(EHGMO + €Lumo)

Cuando se evalda la electronegatividad entre q =—e y g =+e se obtiene la
electronegatividad de Mulliken x = (I + A)/2, al igual que si se evalia la dureza

andlogamente se obtiene

1
n= 2 (€Lumo — €nomo)
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2.4 Métodos del Gradiente y Propiedades Moleculares

La geometria de equilibrio de una moléculaﬁrresponde al arreglo nuclear que minimiza la
energia. Los cambios en la energfa como una longitud o dngulo de enlace que varfan

intervalos moderados son notablemente menores que la energia de correlacion molecular. A
pesar de la pequefiez de estos cambios la energia molecular con localizaciones nucleares
comparada con el error en la energfa (la energia de correlacion) inherente en el método SCF,
la funcién de onda ab initio usualmente da buenas predicciones (0 a 3% de error) de los
angulos y distancias de enlace de equilibrio en moléculas que no involucran metales de
transicién. Evidentemente, la energia de correlacién permanece aproximadamente constante

para variaciones de dngulos y longitudes de enlace en la regién de geometria de equilibrio.

Para una molécula diatémica, la energia potencial molecular E, depende solo de la distancia
internuclear r. Entonces, para encontrar el potencial minimo se necesita localizar un cero en
dE /dr. La bisqueda es mds complicada para moléculas diatémicas debido a que la energia
potencial es una funcién de muchas coordenadas nucleares q;. En la geometria de equilibrio,
cada una de las fuerzas f; ejercida sobre un ntcleo por electrones y otros niicleos debe

desaparecer:

Por lo tanto, en principio, la geometria de equilibrio se puede encontrar computando todas
las fuerzas en una geometria molecular dada y viendo si desaparecen. Si no desaparecen,
variamos la geometria hasta que corresponda a fuerzas cero (un gradiente vectorial de
longitud cero). Computacionalmente, las fuerzas no desaparecen idénticamente, pero
calculando sus magnitudes podemos parar la bisqueda iterativa para la geometria de
equilibrio cuando las magnitudes son cercanas a cero. Los valores éptimos de equilibrio de
dngulos y distancias de enlace computados en 1° y 0.002a0, deberian estar debajo de 10 pN

para todas las fuerzas.

Un gradiente cero caracteriza un punto estacionario en la superficie, pero no consigue
diferenciar entre minimo, maximo o punto silla. Por lo tanto, el procedimiento de bisqueda

nos identifica no solo una geometria de equilibrio sino también el estado transicional de la
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reaccidén quimica, esta ltima corresponde a un punto silla en la superficie. Para distinguir
los tipos de puntos estacionarios, es necesario considerar las segundas derivadas de la energia
conrespecto a las coordenadas nucleares. Las cantidades BZE/aqiaqj comprenden la matriz
Hessiana. Mientras que un minimo (miximo) de una curva corresponde a una segunda
derivada positiva (negativa), un minimo (maximo) de una superficie de energia potencial
multidimensional es caracterizado por que todos los eigenvalores de la matriz Hessiana sean
positivos (negativos). Un estado de transicion (un punto-silla de primer orden) corresponde

a un eigenvalor negativo y todos los demas positivos.

Optimizacion de geometria

Existen muchos procedimientos matemadticos para encontrar un minimo local o una funcién
de varias ﬁ'iables. Estos procedimientos encuentran un minimo local de la energia en la
vecindad de la geometria inicialmente supuesta. Al proceso de encontrar tal minimo se le
llama optimizacion de geometria o minimizacion de la energia. Para una molécula con varias
conformaciones, uno debe repetir el procedimiento de bisqueda del minimo-local para cada

conformacion posible, hasta localizar el minimo global.

Los procedimientos eficientes para cnconEr un minimo local de la energia requieren
célculos repetidos tanto de la energia como de sus derivadas. El conjunto de 3N-6 primeras
derivadas parciales de la energia con respecto a cada una de sus variables constituye un vector
(en un espacio de 3N-6 diaensiones) llamado el gradiente de la energia. En un minimo local,
que el gradiente sea cero significa que cada una de las primeras 3N-6 derivadas parciales de
la energia debe ser cero. Cualquier Enm en la superficie de energia potencial (PES) donde
el gradiente es cero y, es llamado un punto estacionario o punto critico. Un punto estacionario

en una PES puede ser un minimo, un maximo, o un punto silla.

Cuando se arregla el conjunto d2E/dq?,d°E/dq,dq,,0%E/dq,0q,,d%E/dq? ..., de
segundas derivadas en una matriz cyadrada conocida como Hessiano o matriz de fuerza
constante, una manera eficiente de encontrar el minimo local de una funcién de varias

variables es el método de Newton (o Newton-Raphson) que aproxima la funcion por una
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expansion en serie de Taylor que termina en los términos cuadriticos y usa las primeras y

segundas derivadas parciales de la funcién exactamente evaluadas.

Algoritmos de optimizacién: Los principios basicos de optimizacién fueron redescubiertos para
ser implementados en computadoras digitales. Algunos de estos algoritmos se bosquejan a

continuacion.

Sistemas de gradiente dindmico

i) Algoritmo bdsico iterativo de un gradiente descendente
El método descendente, también conocido como método del gradiente, es una de las técnicas
mas antiguas para minimizar una funcion determinada definida en un espacio n dimensional.
Este método es la base para métodos directos usados en optimizaciéon de problemas
restringidos y no restringidos. Es la técnica mds frecuentemente usada para la optimizacion
no lineal. En otras palabras, lo que se busca es un valor de x que minimice la funcién E (x).
Donde E(x) = E(xy, x5, ..., x,) es una funcién de valor real de n variables a ser minimizada
(o maximizada) para lo cual se tienen que observar sus valores en los puntos criticos, esto es,
en puntos xeR en los cuales el problema de optimizacidn a considerar es
VE(x) =0
y suponiendo que el gradiente VE del vector E y la matriz Hessiana de la funcion objetivo
existen; es decir, pueden ser evaluados analiticamente, entonces el método iterativo implica
generar una secuencia de puntos de bisqueda x® a través del procedimiento iterativo

xk+l = x(+ n®d,,  x(0)=x@ (k=012..)

Donde el escalar ™ > 0 determina la longitud del paso (razén de aprendizaje) a ser tomado
en la direccién del vector d,, = Ax™®) . En la optimizacién numérica existen distintas técnicas
para el calculo del parametro r;.l(") y la direccion del vector dkdue son conocidos. Ademas

del método del gradiente descendiente se consideran otros tres métodos basicos:
1. Para el método del gradiente (Steepest-Descent) definimos la direccién como:

dy = VE(x™)

2. Para el método de Newton la direccion de busqueda estd determinada por la ecuacion:
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d,, = [V2E(x®)] "PvE(x®)

3. Ya que el cdlculo de la matriz inversa Hessiana [VZE(x("))](_l) puede ser ligeramente
complejo, se aproxima a una matriz positiva definida simétrica de dimensién n x n, llamada
Hx. Aplicando el método de cuasi-Newton (variable métrica) la direccidon de bisqueda se
determina por:
Hy = —[v2E(x®©)]
dy = —H,VE(x®)
4. El método del gradiente conjugado calcula la direccién de bisqueda actual d;, como una
combinacioén lineal del gradiente del vector actual y la anterior biisqueda de la direccién. Esta
forma simple de buscar la direccién se calcula por:
dp = -VE(x®) + Bedyyy J=012,..,)
con dy, = —VE(x®)

donde f3), es un pardmetro escalar que asegura que la secuencia de vectores d;, satisfaga la
condicién de conjugacién mutua.

La longitud del paso (¥ generalmente se determina en estos métodos usando dos
técnicas: /) minimizacion a lo largo de la linea, y, i) usando un valor fijo de la longitud de

paso en una dimension.

ii) Método del gradiente descendente

El método del gradiente descendente se puede escribir de forma general como:
pUetD) — () _ M,(VE(x(")),

donde M; es una matriz simétrica, positiva definida, de dimensién n x n. La eleccién
apropiada de la matriz M, es critica en vista de las propiedades de convergencia del
algoritmo. El algoritmo de minimjzaa'én determina el minimo local de la funcién E(x) como
el limite de la secuencia E(x™) (k=0,1,2, ...) donde x©® es una estimacién inicial del
minimizador local x*.

Estos algoritmos iterativos generan una secuencia de puntos {x(k)} y una direccion

de bisqueda d;, = Ax™ lo cual puede ser a través de una aproximacién definida discreta
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para alguna trayectoria de tiempo continuo desde el punto de inicio x(?) al punto minimo x*

estacionario). La trayectoria de tiempo continuo x‘* se determina por lo general con un
y p p g

sistema de ecuaciones diferenciales de la forma:
n
dxj- aE (x) (0) i
E - _Zl #ﬂa—xl’ xi(o) - x;" (J - 01112131 -"1n)

La cual puede ser escrita de manelémés compacta en forma de matriz
dx/dt = —uVE (x), x(0) = x©
donde x(t)eR™ y pu(x,t) es una matriz positiva definida de dimensién n x n cuyas entradas
son generalmente dependientes del tiempo y la variable x(t) = (xl(t), x,(1), ..., xn(t)). La

definicion de la matriz positiva m se requiere para asegurar la estabilidad del sistema.

iii) Método de Newton

Para construir el algoritmo que nos lleva al método de un punto fijo apropiado en el caso

unidimensional, se obtiene la funcién ¢ con la propiedad de que

g(x) =x— ¢pQ)f (x)
da una convergencia cuadrdtica en el punto fijo p de la funciéon g. A partir de esta condicion

el método de Newton evoluciona al seleccionar ¢ (x) = l/f’(x)’ suponiendo que f'(x) #
0.

La aplicacion de un procedimiento semejante en el caso n-dimensional incluye una matriz

a1 (%) ap(x) - a,x)
A(x) - aZl.(x) aZZ'(x) a2n(x) (92)
anl.(x) anz.(x) ' ann(x)

donde todos los elementos a;; (x) son una funcién de R™ en R. Esto requiere obtener A(x)

de modo que

G(x) =x— A(x)"'F(x)
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da la convergencia cuadrética a la solucién de F(x) = 0, suponiendo que A(x) es no singular

en el punto fijo p de G.

Teorema. Supongamos que p es uwolucién de G(x)=x para alguna funcién G(x) =

(x4, %5, ..., xp) que mapea R™ en R™. Si existe un nimero >0 con la propiedad de que

I. % sea continua en Ng = {x|||x — p|]| < 8} paratodai =12,..,n y j=12,..,n
j

92gi(x) 92gy(x) .

II. sea continua y < M para alguna constante M siempre que xeNg para
axja dx axk
toda i =ﬁ, won, j=12,..,n y k=12,..,n

I11. %@ =0 paratodai=1,2,..,ny k=12,..,n

k

Entonces existe un nimero § < § tal que la sucesién generada por x* = G(x("_% converge
cuadrdticamente a p para cualquier eleccién de x(% a condicién de que ||x© —p|| <5 .
Mas aun,

nZM“

[|x<© _p”w < - x(k-1 —p||2 , paratoda k = 1
22 [

Para utilizar el teorema anterior, suponga que A(x) es una matriz de n X n de funciones de
R™ a R en la forma de la ecuacion (92), cuyos elementos especificos se escogerin adelante.
Suponga ademds que A(x) es no singular cerca de una solucion p de F(x) = 0, y denotemos

con b;j(x) el elemento de A(x)~" en el i-ésimo renglén y en la j-ésima columna.

Dado que G(x) = x — A(x)"*F(x), tenemos g;(x) = x; —Zj}:l bij(x) fj(x) y

N (b0 2 ey + 2P .
dg;(x) ! ;(bq(x)axk(x)-"axk (x)}j(x)), si i=k

n

L2
xk Z(bu(x) ff(x)+ (x),g(x)), si i%k

j=1

El teorema implica que se nece‘;lta (p) para todai =1,2,...,n y k =1,2,...,n. Esto

significa que, cuando i = k,

Z ()—o
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n af
Zbg(p)a—f(p) =1
=1 '

cuando k # i,

n a :
=Y by =0
=

L

n a .
> by @) 2L ) = 0
J=1 ’

Al definir la matriz J(x) por medio de

[0f, dfi fi
x, (x) ax, x) - ax, (x)
af, af2 912
Jx) = a—ﬁ(:t) a—xz(x) " o (x)
of . of. of,
ox, (x) o, (x) - ox, (x)_

para la cual se requiere la matriz identidad A(p)~*J/(p) =1,

Alp) =J(p)

En consecuencia, una eleccion apropiada de A(x) es A(x) = J(x) dado que entonces se

cumple la condicion (11I) del teorema.

La funcién G estd definida por G(x) = x — J(x)"'F(x) y el procedimiento de la iteracién

funcional pasa de seleccionar x(®) parak > 1, a generar

x00 = G(x-D) = x(k-1) _ }(x(k—l))_lp(x(k—l))

A esto se le llama Método de Newton para sistemas no lineales y generalmente se espera que

dé una convergencia cuadrdtica, siempre y cuando se conozca un valor inicial

suficientemente preciso y exista J/(p)~* .

iv) Método Cuasi-Newton
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Un punto débil importante del Método de Newton en que la solucién de los sistemas de
ecuaciones no lineales es el requisito de que en cada iteracion es necesario calcular una matriz
Jacobiana, y resolver un sistema lineal de n x n que la contiene. Para ejemplificar la
importancia de tal debilidad, consideremos los cdlculos que conlleva una iteracién de dicho
método. La matriz Jacobiana asociada a un sistema de n ecuaciones no lineales de la forma
F(x) = 0, requiere determinar y evaluar las n? derivadas parciales de las n funciones

componentes de F.

Cuando no es prdctico efectuar la evaluacion exacta, podemos usar las aproximaciones de

diferencia finita a las derivadas parciales. Por ejemplo

06 oy SE + exk) ()

dx,, h
donde h es pequeiia en valor absoluto y e;, es el vector cuyo tnico elemento distinto de cero
es un 1 de la k-ésima coordenada. El niimero total de calculos que se requieren para una sola
evaluaciébdel método de Newton es n? + n evaluaciones de funciones escalares por
iteracion. Pertenece a una clase de técnicas denominadas actualizaciones de secante (método
de Broyden) con cambio minimo que dan origen a los algoritmos cuasi-Newton. Estos
métodos reemplazan la matriz Jacobiana con una matriz de aproximacion que se actualiza en
cada iteracion. Su desventaja radica en que se pierde la convergencia cuadritica de Newton,

al ser sustituida por una convergencia denominada superlineal, la cual implica que

e )

—— =0
i—co ”x(f-) _p”

donde p denota la solucién de F(x) = 0y x© y x(*+1 son aproximaciones consecutivas de

p- El método de de manera semejante al método de Newton, porque se reemplaza la

matrizj(x(”) por una matriz A, que tiene la propiedad

Todo vector distinto de cero en R" puede escribirse como la suma de un miltiplo de x(¥ —

x© y de un miiktiplo de un vector en el complemento ortogonal de x™® — x(®_ Entonces, si
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queremos definir a la matriz A, , tenemos que determinar cémo actia sobre el complemento

ortogonal de x™¥ — x(@ _Esto es
A, (2) = J(x(?)z, siempre que (x(*) — x(”))tz =0.
Entonces, la tinica manera de definir A4, es

[F(x() = F(x©) = J (@) (x® — x©)](x® — x©)'

= (0)
Ay }(x ) + ||x(1) — x(m”%

Esta matriz es la que se usa en lugar de J(x™)) para determinar x® como
x(z) = x(l) — Azlp(x(l))
En general, una vez determinado x(V | se calcula x("*%) usando las siguientes expresiones

Yi— Ai_1S;

A=Ay + :
o lls:ll2

y x(‘H’l) = x(f-) —_ Al_lp(x(f-))

donde la notacién y; = F(x@) — F(x@*V) y s = 2 — x(+D eg para simplificar

solamente.

v) Gradiente Conjugado

Es un gran método para matrices simétricas y positivas definidas. Ya que aprovecha muy
bien la estructura de la matriz y tiene muy buenas propiedades de estabilidad numérica.

El método del gradiente conjugado es un método iterativo en que a partir de un iterante inicial
va calculando iterantes sucesivos que se van acercando a la solucidon exacta del sistema lineal.
El iterante k+1 sera la solucion, si la diferencia entre él y el iterante k es menor que un cierto
nimero prefijado. El método del gradiente conjugado se enfoca como un método de

minimizacion del funcional I, convexo y con un tinico minimo:

Jw) = % (Au,u) — (b, w), YueR™

siendo (X, y) el producto interior de x por y.
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Asipara k = (1, ..., N-1), se calcula el minimo del funcional J sobre la variedad lineal x" +

(dos ---1dN)

Esto es, sea x’& RN, constriyase la base (d°, d', ..., dY) ortogonal de R™ respecto al producto

escalar (A = , = ).
Realizando una serie de cuentas, el algoritmo nos queda de la siguiente forma:
a) Inicializacion del algoritmo:

Sea el iterante inicial x"& R cualquiera, definimos r’ =b—Ax" y definimos la primera

direccién de descenso como d” = 1°

b) Iteraciones: Parak =0, ..., N — 1 se hace la minimizacion correspondiente, esta
equivale a:

K _ (59 k1 K4 ok gk - ; K+1 K
Sea a* = sea x"7" = x" + a“d" el siguiente iterante y sea r*7 =7r" —

Adk,gk * *
a®Ad* el siguiente residuo. Posteriormente, las iteraciones se completan calculando

la siguiente direccion de descenso:

o1 (Tk+1, Tk+1)

GHD)

y la siguiente direccién de descenso seria, d¥+t = rk+1 4 pl+igk
Se puede probar que las direcciones de descenso asi definidas son conjugadas, es decir,
ortogonales 2 a 2 con el producto escalar (A =, = ) y que este algoritmo nos va a llevar al
minimo de J y por tanto a la solucion del problema. Ademads, los residuos son ortogonales
entre si.

El algoritmo del gradiente conjugado, asi definido converge a lo sumo en N iteraciones a la
solucién exacta del sistema A * x = b con A simétrica y positiva definida. Aunque
normalmente, lo suele hacer antes. Por otra parte, podemos ver que este método necesita muy

poca memoria para llevarse a cabo, lo que le convierte en un gran método cuando la matriz

del sistema es simétrica y positiva definida.
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2.5 Métodos Semiempiricos

Existen limitaciones computacionales en el tratamiento de sistemas moleculares con niimeros
grandes de electrones. No es suficiente aumentar la memoria ni la velocidad de las
computadoras, ni el uso de algoritmos eficientes, los métodos ab initio no son rutinariamente
aplicados a moléculas con docenas de dtomos. Debido a esto se han desarrollado métodos
semiempiricos para tratar sistemas con muchos electrones. Los métodos semiempiricos
primitivos solo consideran electrones m de moléculas conjugadas. Los métodos
semiempiricos son exactos y suficientemente rapidos para ser aplicados rutinariamente a
sistemas grandes. Dichos métodos hacen calculos de estructura electrénica disponibles para
un intervalo mds amplio de moléculas. No obstante, los métodos ab initio representan una
aproximacion tedricamente mds pura. Una de las limitaciones a la exactitud de los métodos
semiempiricos, en adicién a las aproximaciones inherentes en su formulacidn, es la exactitud
de los datos experimentales usados para obtener los pardmetros. Sin embargo, en gran parte
debido a que los pardmetros ajustables son optimizados para reproducir cierto nimero de

propiedades quimicas, los métodos semiempiricos han tenido buena demanda.

Los MOs candnicos de una molécula orgdnica insaturada plana se pueden dividir en MOs ¢
y m segin sean 4+l o — 1, los eigenvalores para reflexién en el plano molecular,
respectivamente. Los métodos semiempiricos primitivos de compuestos orgdnicos planares
tratan separadamente a los electrones 7 de los elgctrones o. La justificacion de la
separabilidad ¢ — 7 radica en las diferentes simetrias de los orbitales o y 7, y de la mayor
polarizabilidad de los electrones 7 que los hace mds susceptibles a perturbaciones como las

que ocurren en reacciones quimicas. El Hamiltoniano 7—electrén efectivo H; estd dado por

hZ Ny Ny Ny 2
p e
S S St
2m, 4 ; 2 L ATrE Ty
=1 =1 L

. . . . el T
donde el primer término es el operador de energifa cinética para los z—electrones, V;

! es la

energia potencial efectiva para el 7—electrén i que resulta del campo de potencial del nicleo y todos
los o—electrones, y el término final representa la energia potencial repulsiva debida a las
interacciones m—interelectronicas. E1 Hamiltoniano hf del nicleo para el z—electrén i esta

definido por
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Entonces

Ny Ny
2
™ t 2 4}'['50?"‘.;}:
i=1 L)

El uso de una forma aproximada para el hamiltoniano es caracteristica de métodos
semiempiricos. Para encontrar una funcién de onda 7—electrén i, se aplica el principio
variacional, y a su vez se minimiza la integral variacional [ 15H, 1, dt para conseguir una
energia m—electron E,. Las principales teorias 7—electrén de MOs son el método MO de

electron-libre, el método MO de Hiickel, y el método Pariser-Parr-Pople.

Método MO de electron-libre (FEMO)

La teoria semiempirica 7—electrénica mas simple es el método FEMO, en el cual se ignora la

2
.. . P [
repulsion interelectrénica o Y el efecto de los electrones ¢ se representa por una
TEQTj

particula en una caja cuya funcién de energia potencial es: V = 0 en el interior de la caja, y

V = oo en el exterior de la caja. Entonces, la ecuacion de Schrodinger es

Hypn = Expr

Y = ﬁ oF
i=]

y aproximando H, como la suma de los H5°"¢(i)’s, y las energias E,, como la suma de las

e;’s, se tiene que

Hgere (D) g; = ey

Al resolver esta ecuacién de eigenvalores para cadenas de moléculas conjugadas, la
aproximaciéon FEMO toma la caja en movimiento unidimensional de los electrones, y se

encuentra que
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€ = Smefgl n; = 1121---1

Las n;’s estan restringidas por el principio de Pauli: no mds que dos electrones pueden estar
en un MO espacial dado. En el estado electrénico mds bajo, los electrones—r libres llenan los

>, de los MOs mis bajos.

Método MO de Huckel (HMO)

El método Hiickel es el método de aproximacion mds simple de la teoria de orbitales

moleculares. Su aplicacion se restringe al tratamiento de sistemas de hidrocarburos planos
con enlaces m conjugados como el etano, benceno, butadieno, etc. La aproximacion de Hiickel
asume que los electrones en los enlaces m "sienten" un potencial electrostatico debido al
enlace o en la molécula (es decjgese enfoca solo en la formacion de enlaces m, dado que el
enlace ¢ ya se ha formado). La teoria de los orbitales moleculares (MO) utiliza una
combinacion lineal de orbitales atémicos (LCAO) para representar los orbitales moleculares
que resultan de los enlaces entre dtomos. Estos se dividen en tres tipos, enlazantes,

antienlazantes y no-enlazantes.
Pasos para derivar los diagramas de MO

- Encuentre la configuracion de electrones de valencia de cada dtomo del sistema.

- Decide si el sistema es homonuclear o heteronuclear.

- Llene los MO usando la energia y las propiedades de enlace de los orbitales atdmicos
superpuestos.

- Usael diagrama para predecir las propiedades del sistema

Meétodo Pariser-Parr-Pople

El método PPP considera solo los orbitales m de las moléculas, y es una mejora con respecto
a la teoria HMO. Tanto el método PPP como CNDO, se basan en la aproximacion ZDO. La
integral de Coulomb de dos electrones se trata como un pardmetro empirico y se ignoran

varias integrales de dos electrones [65].
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2.6 Mecanica Molecular

La mecdnica molecular calcula la energia de una molécula ajustindola con cambios en
longitudes y angulos de enlace hasta tener una estructura de minima energia. La energia
estérica de una molécula se debe a las energias de enlace y térmica. La mecdanica molecular

lcula la energia estérica de una molécula debida a su geometria o conformacién. Entonces,
lo que tiene significado fisico en mecdnica molecular es la diferencia de energia-estérica
(calculada usando el mismo campo de fuerza) entre dos especies que tienen el mismo nimero
y tipo de afomos y el mismo nimero y tipo de enlaces, por ejemplo: a) diferentes
conformadores de la misma molécula, b) diferentes estereoisdémeros de la molécula, c)
diferentes especies por rotacion de un enlace, d) diferentes geometrias de la misma molécula,
e) dos moléculas alejadas entre si y el mismo pag.formando un enlace de hidrégeno. La
diferencia entre las energias estéricas de equilibrio de dos especies con los mismos niimeros
y tipos de enlaces es una estimacion de la diferencia entre las energias electronicas de
equilibrio de dos especies. Correcciones a las diferencias de alergfa vibracionales y
diferencias de energia térmicas deberian agregarse a la diferencia de energia estérica, pero
son usualmente pequefias y frecuentemente se omiten. La energia estérica de mecdnica-
molecular se puede combinar con pardmetros de energia-de-enlace empfrica para calcular
calores de formacién AHY ,4g. Tomando X; Q;1; donde la sumatoria va sobre todas las cargas
parciales atdmicas, uno puede calcular el momento dipolar molecular para una conformacion
dada. Evaluando las segundas derivadas parciales de la energia en un minimo local se pueden
calcular las frecuencias vibracionales moleculares. Una optimizacién de geometria en
mecdnica molecular empieza con una geometria inicialmente supuesta, y encuentra la energia
estérica (energia debida a la geometria o conformacion de la molécula) minima local mas

cercana, por minimizacion de la energia usando algiin algoritmo de optimizacidn.

Introduccion a Campos de Fuerza (Force Fields)

Para cualquier cdlculo molecular, se debe construir un modelo que se aproxime a la realidad.
El modelo para un cdlculo de mecdnica molecular es que la energia de una molécula se

describa en términos de una funcién conocida como campo de fuerza (force field), que
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depende de las posiciones atomicas. Esta funcién debe proporcionar una descripcion de las
fuerzas que actian dentro de la molécula. Para moléculas organicas, una de esas funciones
es el campo de fuerza de valencia, mediante el cual la energia de la molécula se determina
en términos de coordenadas internas, longitudes de enlace, dngulos de enlace, dngulos
diedrales, y coordenadas cartesianas de los dtomos. Esto se ilustra esquemdticamente en la
Figura 37. El término campo de fuerza se toma para referirse a un campo de fuerza de

valencia.

U
a b &

Figura 37. Diagrama esquemaitico de los términos de campo de fuerza: a) Estiramiento de enlace,

b) flexion del dngulo de enlace, y ¢) rotacion diedral.
Hay muchos campos de fuerza diferentes que usan formas para distintas interacciones en y
entre las moléculas. La forma particular de un campo de fuerza depende de la precision
requerida para su proposito. Los pardmetros de campo de fuerza se encuentran a partir de
datos experimentales o tedricos. Una propiedad clave tanto para la forma del campo de fuerza
como para sus parametros es que aquellos para un atomo o grupo de dtomos deben ser los
mismos para diferentes moléculas, es decir, deben ser transferibles. Sin esta propiedad,
habria que construir un campo de fuerza para cada molécula. Esta nocién de transferibilidad
aparece en gran parte de la quimica y se observa que se mantiene en muchos casos. Por
ejemplo, las frecuencias de estiramiento de los enlaces carbono-hidrégeno son en gran
medida independientes del entorno molecular, al igual que las longitudes de los enlaces C-
H. Subdividir estos en enlaces entre el hidrégeno y los dtomos de carbono con diferentes

hibridaciones conduce a un acuerdo mads fuerte.

Siuna molécula fuera una coleccién de bolas (dtomos) conectados por resortes (enlaces), su
energia potencial podria describirse conociendo la masa de todas las bolas y las constantes
de resorte de todos los resortes. Computar el arreglo correspondiente de las energfas mds

bajas (minimizacién de la energia) indicaria la geometria probable del sistema. También se
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podria calcular la conducta dinamica en respuesta a cualquier perturbacion, aplicando las

leyes de la mecdnica cldsica.

En realidad, los sistemas moleculares son mucho mds complejos que este simple
esquema, pero el principio de mecdnica molecular es similar. El sistema se describe por una
expresion que suma todos los componentes energéticos. En adicién a la energia de enlace,
que puede describirse como un “resorte” en la manera antes bosquejada, esta incluye
términos como la energia de van der Waals, la energia de Coulomb (para sistemas cargados).
La energia requerida para retorcer torsiones y distorsionar dngulos de enlace, y asi

sucesivamente.
Etotar = Eentace + Ecoutomp + Evaw + Eéngulo + Etorsion +° -

Esta expresion de energia es la base de un force field debido a que habilita la energia, y en
consecuencia las fuerzas del sistema, a ser calculado. Nétese que al hacer célculos de punto
simple (single point) para obtener curvas de energia potencial, la velocidad de los dtomos o
moléculas en consideracion es cero; por lo tanto, la energia cinética es cero. En consecuencia,

la energia total es igual a la energia potencial.
i) Energia de estiramiento del enlace.

La energia Eopqce de estiramiento del enlace es la suma de las energias por pares del
estiramiento del enlace en cada par de dtomos enlazados, eligiendo ademas la aproximacion

mds simple que es la del oscilador arménico. Entonces

k p
Eontace (TU) = ?r (TU - TU)Z

donde 7;j es la distancia entre los dtomos i y j, 1o es su distancia de equilibrio y k, es la

constante de enlace. Los parametros 7, y k,- se pueden obtener por t€cnicas experimentales,

o por métodos tedricos.
ii) Energia de Coulomb.

La energia de Coulomb E¢,,0mp €ntre dos cargas, o energia potencial electrostdtica en

sistemas moleculares, también se puede expresar como
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1 w9
4me, Tiajb

Ecoutomp =

Siendo €, la permitividad en el vacio y r;,;, la distancia relativa entre la carga q;, del d&tomo

a en lamolécula i,y q, la carga del dtomo b en la molécula j.

iii) Energia de van der Waals.

La energia de van der Waals E, 4, usualmente es tomada como la suma de las interacciones

que involucran todas las interacciones posibles de pares de dtomos

0 12 0y @ 12 6
TU; TU J:'.j J:'.j
E. =&l = -2 = =4g || = — | =
Vdw,ij ij ij
TU TU TU TU

donde 7j; es la distancia entre los dtomos i y j, &;; es la profundidad del pozo en el minimo
de la curva de energia potencial, el pardmetro rﬂ da el valor de 7;; en el minimo de Ey 4w i

y el pardmetro o;; es la distancia en la cual Eyqy j; = 0.
iv) Energia de dngulo.

La energia de dngulo Ejp, gy, s la suma de las energias de todos los dngulos entre ternas de

atomos en la molécula. Estas se representan por una funcidn de tipo arménico

k .
Eéngulo (9;';':() = ?ﬂ (eijk - 90)2

donde 6, es el dngulo de enlace entre los dtomos i, j, k; 8, es el dngulo de equilibrio y kg

es la constante de enlace que se puede obtener experimental o tedricamente.

v) Energia de torsion.

La energia de torsion corresponde a las energias de dngulo de torsién. Las cuales
corresponden a los dngulos de torsion propios € impropios. La forma mas simple asociada a

angulos de torsion propios es una funcidn periddica que involucre a los cuatro atomos

(i,j, k1)
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Eiorsion propia (‘pijkl) = Z Cncosn(qbijkl)
n

donde ¢, es el dngulo de torsion entre los cuatro dtomos (i,j, k,[) , las constantes C,, de
las torsiones se ajustan con cdlculos ab initio de superficies de potencial. Los dngulos de

torsién impropios se representan por una funcidn de tipo armdnico de la siguiente manera

k .
Eiorsion impropm(qbijkl) = ?qb ((f%jkz - ¢’n)z

Donde kg es la constante de enlace y ¢ es la constante de equilibrio.

COMPASS como modelo de campo de fuerza (force field)

Para describir diferentes sistemas, se usan modelos diferentes en el force field COMPASS.
Para sistemas moleculares covalentes se usa el modelo de valencia CFF, que es el modelo
mas extensivamente parametrizado en COMPASS. Para sistemas idnicos (haluros alcalinos)
se usa el modelo i6nico. Se usa una funcion VAW (LJ-9-6) simple para describir las
propiedades de bulto de metales. Para metales y transiciones de 6xido de metal, se introduce
un modelg_semi-iénico. La energia total se escribe como una combinacién de términos de
valencia que incluyen los términos de acoplamiento cruzado en la diagonal y fuera de
diagonal, y términos de interaccion no enlazantes. Los términos de valencia incluyen
Ey, Eg,Egy E, para enlace, dngulo, torsion y coordenadas de dngulo fuera-del-plano,

respectivamente, y Ey,r, Epg, Epg, Eggr, ¥ Eggrgy para términos de acoplamiento cruzado

entre las coordenadas internas. Su forma funcional es [66]

Etotal = Eenlazante + Enoenlazante

Eentazante = Ep + Eg + Eqb + Ebeb’ + Epg + qub + Egg + Eﬂﬂ'qb

Epoentazante = Eelec + ELJ'
Etotal = Eb + Eﬂ + E‘t’ + EX + Ebb’ + E.bﬂ + quﬁ + Eﬂsl + Eﬂﬂ’tﬁ

+Eeiec + Eyy
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= +Z[k2(b — bo)? + k(b — by)? + ky(b — bo)*]
b
+Z[H2 (6 — 0) + Hy (6 — 6,)° + Hy(8 — 6,)*]
+Z[V1(1 —cos¢) + V,(1 — cos2¢) + V5 (1 — cos3¢)]
3
DR CEFOEDWNCEINCELD
x b.b
+ Fig(b —by)(6 —8,) + (b—by)
; be 0 0 ; 0

[Fita (1= cos@) + F (1 — 2cos¢) + F (1 — cos3¢)|

+ZF“’“’(9 — 6,)(6" - 6})

8,60

+ Z Fo04(8 — 60)(68' — 8))cosgp

6,07

6
L S
+ &j .
EU Tij J ] T J

Modelo Covalente

Para todas las moléculas orgdnicas e inorgdnicas de enlace covalente, incluyendo polimeros,

se usa la forma funcional CFF. La energia total se escribe como una combinacion de términos

de valencia que incluyen los términos de acoplamiento cruzado en la diagonal y fuera de

diagonal:

Fuatencia = ) Uea(b = b)? + Iy (b = By)* + key (b — b))
b
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+Z[k2(9 —00)2 + k3 (6 — 00) + kq(6 — 6)%]
]
+Z[k1(1 — cos@) + k(1 — 2cosd) + k3(1 — cos3¢)]
¢
+ ) deolr = 20)? +Zk(b — bo) (b’ — bY)
X b.b

+Zk(b — by) (0 — 8,)
b,0

+Z k(b — by) (1 — cose)
b,¢

+ Z Fogrs(8 — 60)(8' — 8))cosp
6.6 ¢

mas términos no enlazantes que incluyen la energia coulémbica:

q:4;

oY

Eolec =

La interaccién electrostitica se representa por el modelo de carga atdmica usando
incrementos de enlace, lo cual representa la separacion de carga entre dos dtomos enlazados.
La carga parcial neta para el dtomo i (denotada q;) es la suma de todos los incrementos de

enlace sobre todos los atomos enlazados a este atomo:

qi 22511
J

La interaccion VdW usa la funcién de Lenard-Jones-9-6

NN
e
- 4 7y 7y

Los términos no-enlazantes son usados para interacciones entre pares de dtomos que estin

separados por dos 0 mds dtomos interviniendo, que pertenecen a diferentes moléculas.

235




Los parametros de Lennard-Jones-9-6 son para dtomos pares. Para dtomos diferentes de

pares, se usa una combinacion de reglas de sexto orden para los pardmetros fuera-de-la-

diagonal:
0 0y6\ /6
0 _ (Tf. )6 + (T} )
WE\TT 2
03 . (,-0)3
N - ()
i jj
Modelo Idnico

Un modelo i6nico simple tnicamente con los términos Coulémbico y vdW es usado en
COMPASS. El uso de las mismas formas funcionales asegura compatibilidad de los
parametros cuando se mezclan diferentes sistemas. En este modelo, cada dtomo es tratado
como una particula no enlazada, no hay un ‘enlace’ de valencia entre ningtin par de dtomos.
El enlace i6nico estd representado por una fuerte fuerza de atraccién entre las especies con
carga opuesta y los términos vdW cuya parte de repulsién mantiene a las especies con carga
opuesta a cierta distancia. Las cargas —q.— son cargas formales que en la mayoria de los casos
son equivalentes a los estados de oxidacién. Incrementos de enlace no son usados en este

modelo.

Modelo Semi-Ionico para Oxidos Metdlicos

Se utiliza un modelo semi-iénico para especies que estdn entre lo puramente idnico y lo
covalente. Este modelo, similar al modelo iénico, trata a cada atomo como ‘no enlazado’.
Los mismos términos no enlazados se utilizan como predeterminados para cualquier par de
atomos que no estén inmediatamente en contacto. Para los atomos que estan en contacto
directo (enlazados), la energia de interaccidn se representa mediante un término electrostdtico

y una funcién de dispersion de Morse:
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Ey_p = efel2a0=mm)] _ 2l-at-rm)]} . £ "'S_Z' (1-£)

1

con fs = Tt

fs es una funcién continua conmutante que transfiere la funcion de Morse de corto alcance a

una funcion de dispersion de largo alcance.

Los parametros (q) de carga real, que pueden ser determinados de datos ab initio, dependen
del elemento y su estado de oxidacion. Generalmente hablando, son cargas parciales. Las
contribuciones del término electrostatico y la funcién de dispersién-de-Morse representan las
contribuciones ionica y covalente al enlace, respectivamente. Los términos vdW restantes
representan las interacciones no-enlazantes de largo-alcance. Por lo tanto, los parametros
vdW son consistentes con aquellos que son usados en los modelos covalente y idnico. Es
razonable suponer que las combinaciones de los pardimetros vdW entre diferentes dtomos en
sistemas mezclados es una buena aproximacion para las interacciones no-enlazantes entre

diferentes sistemas.

Modelo de Lennard-Jones para Metales

Usar un método de campo de fuerzas para estudiar metales y aleaciones es una tarea dificil.
Como una primera aproximacién, un modelo muy crudo —la funcién LJ-9-6- es usada en
COMPASS para describir metales puros en el bulto. Las propiedades usadas para derivar los
parametros son energias de red y estructuras, basados en cilculos de minimizacién de la
energia. Ya que los pardmetros representan las contribuciones totales efectivas tanto de
enlaces metdlicos como interacciones de vdW de largo-alcance, los pardmetros podrian no
ser adecuados al mezclarlos con otros pardmetros de vdW para representar interacciones no-

enlazantes.
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CAPITULO 3

Dinamica Molecular

Se conoce como dindmica molecular a la solucién computacional de las ecuaciones de
movimiento de sistemas de particulas, con aproximaciones como la de diferencias finitas.
Dicha solucién depende de una descripcién del movimiento de particulas, que exprese la
distancia, la velocidad y la aceleracion en serie de Taylor, tal como lo hace el método de
Verlet. Un problema sustancial es elegir un potencial intermolecular del sistema en estudio.

Uno de los mds usados es el potencial de Lennard-Jones.

3.1 Ecuaciones de Movimiento para Sistemas Atémicos

Las ecuaciones de movimiento se pueden establecer al menos de tres formas: Newtoniana,
Lagrangiana y Hamiltoniana. Estos son tres sistemas consistentes que se aplican para
encontrar y resolver analiticamente las ecuaciones de movimiento de problemas de dindmica
de particulas. Cuando las ecuaciones de movimiento resultan de mayor complejidad se

aprovechan los métodos numéricos para encontrar su solucion.

Tres modelos concordantes
i) Modelo Newtoniano
F i = m;r;

Fi, ri , y mi son la fuerza, la distancia y la masa del dtomo i. La fuerza y la distancia son

cantidades vectoriales, mientras que la masa es escalar.

Fi=-V.V
Las coordenadas del sistema se obtienen con el diagrama de equilibrio.
ii) Modelo Lagrangiano

L(q.q)=T =V
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d (aL) aL
dt\aq) dq

La funcién Lagrangiana L estd en funcién de las coordenadas generalizadas q; y sus
derivadas con respecto al tiempo ¢;,. Las ecuaciones de movimiento se consideran aplicadas

al centro de masa del movimiento de una molécula.
iii) Modelo Hamiltoniano

Las posiciones y los momentos son cantidades vectoriales. El momento generalizado p,,
conjugado a g, es
aL
D = 5~
9

La forma Hamiltoniana de las ecuaciones de movimiento estd representada por las ecuaciones

diferenciales de segundo orden

._aH
Qk—apk
. oH
Pk——a

Las cuales se expresan como ecuaciones de primer orden como sigue

El Hamiltoniano estd definido por la ecuacion
H(p,q) = Z QP — L(q,q)
&

g se puede escribir como una funcién del momento.
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Se computan las trayectorias del centro de masa de las ecuaciones de Hamilton, lo que hace
que se tenga que resolver un sistema de 3N ecuaciones diferenciales de segundo orden, o un

conjunto equivalente de 6N ecuaciones diferenciales de primer orden.

Ejemplo

A continuacion, para ejemplificar, se van a encontrar las ecuaciones de movimiento de un

oscilador armdnico amortiguado, en cada uno de estos tres sistemas.

Una masa m estd sometida a una fuerza restauradora lineal —kx, y a una fuerza
amortiguadora ymg causada por la friccién al deslizarse (ver Figura 38). Se le da un

desplazamiento inicial A y luego se suelta. Halle el movimiento.

Y,

T
l——J\/“‘*—4—F {m |F—>x
I g

Figura 38. Oscilador arménico amortiguado

Formulacion Newtoniana:

YE=-R-E=0 )F=N-mg=0

Ya que la fuerza del resorte y la fuerza de friccion se han puesto en la misma direccion,

entonces
>»iFi=0=F—F —F, =0 donde F,=f=pumg, F. =—kx
Porlotanto F =F. + F, ® ma = —kx + pumg y la ecuacion de movimiento es

mX = —kx + umg

Formulacion Lagrangiana:
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T=>mi?, V=—[F-dr =—[(=kx+umg)dx

= %kx2 — umg

T, /1
inmx —(Ekx —,umg)

L=2mi? ——kx +

= ymi? —okx* +umg
d by oL _ o d oo .
d@Ly o __ d o
dr(aq) aq de ) Rx = pmg

& m¥ = —kx + umg

Formulacion Hamiltoniana:

_aL _ .
pk—ﬁ p=mx
. . ) 1 .1
H(I’JQ):ZQkPk_L(q,Q) = H=xp—§mx +Ekx — umg
3
H= %mx’2 +%kx2 — umg
. _OH
Qk_apk

. 0H p = —kx + umg
pkz—a = ¥ = —k
G . mMX = —Kkx + umg

La solucién a la ecuacién diferencial m¥ = —kx + pmg con movimiento hacia la izquierda,

obtenida de tres maneras distintas correspondientes a los métodos Newtoniano, Lagrangiano

y Hamiltoniano, es la siguiente:

i+twix=pg con wi=k/m
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r2+wi=0 - r = twyi
La solucién homogénea es: xy = Cicoswyt + C;5enwyt
Y la solucion particular es: xp = (3
al sustituir en la ecuacién diferencial se tiene que C; = ug/w?. Y como x = xy +xp =

x = C,co5w,t + C,senwyt + ug/wé

X = —wyCisenwyt + woCycoswyt
Como el desplazamiento inicial es A, entonces
€ =- #g/w% +A4
c,=0
x(t) = (A — pg/w§)coswyt + pg/wg

El maximo desplazamiento hacia la izquierda se obtiene cuando wyt = m. Por lo tanto

. . 2
x1=—(A—ug/w?) + ug/w? obienx, = —A +%
0

x1 es el punto de retorno, y ahi mismo se inicia el movimiento hacia la derecha. La ecuacién

de movimiento es ¥ + w?x = —umg con condiciones iniciales x (0) = x,, x(0) = 0.
x = Cicoswot + Cysenwot — ug/w?
X = —wyCisenwyt + wyCycoswyt
Cy =x, + pug/w}
C, =0
x(t) = Ceq + pg/ wdcoswot — ug/ wi

En este caso el miximo desplazamiento se obtiene cuando wyt = —m y como cos(—m) =

—1 entonces x, = —(—A + 3ug/w§) — pug/w§ o bienx, = A — El_f
(1]
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Conservacion de la Energia

Sila energia es constante para cualquier posicién de la particula, entonces la energia

de la particula se conserva.

Si la invariancia traslacional se preserva, entonces el momento lineal total se

conserva. Esto ocurre en el caso de condiciones de frontera periddicas.

Si un sistema (o sea, el hamiltoniano H) es invariante a traslacion en una direccién

particular, entonces el momento lineal correspondiente se conserva.

Siel sistema es invariante a rotacion alrededor de un eje, entonces la componente del

momento angular correspondiente se conserva

Energia Potencial

V= ZT;‘) +ZZ vz(ri,?}-) +ZZ Z v3(r£,?},rk) +---

i j=i i j=ik=j=i

Ejemplo:

Si un sistema queda encerrado en una caja esférica con el potencial v, esféricamente
simétrico, entonces los tres componentes del momento angular total alrededor del centro de

simetria se conservan, y el momento traslacional total no se conserva.
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3.2 Métodos de Diferencias Finitas

Teorema de Taylor
Suponga que feC™[a,b], que £V existe en [a, b] y xo€[a, b]. Para cada xe[a, b], existe

un numero £ (x) entre X, y x tal que

f) = B (x) + Ry, (x)

donde
" (n)
P = ) + fro0mm + L0 e g LR
(k)
Zf 200 (1
_f™M(s0) ni1
y Rn(x)— (n+1)! (x_ )

P,(x) es el n-ésimo polinomio de Taylor para f respecto a x,, y R,,(x) es el término del
residuo (o error de truncamiento) asociado a P,(x). La serie infinita obtenida al tomar el

limite de P, (x) cuando n — o es la serie de Taylor para f en torno a xg.
Para resolver las ecuaciones de movimiento
m;t; = fi
Ty =pi/m
pi = —Vrl-V =F

se utilizan diferencias finitas. Esto es, dadas las posiciones moleculares, velocidades, y otra
informacién dindmica en el tiempo, se trata de obtener posiciones, velocidades, etc. en un
tiempo posterior t + &t a un grado de exactitud suficiente. Si la trayectoria cldsica es
continua, entonces una estimacion de posiciones, velocidades, etc. en el tiempo t + &t se

puede obtener por una expansion en serie de Taylor alrededor del tiempo t:

1 , 1 .
r(t +6t) = r(t) + 76t + Ei‘(t)&z + 5?&)&3 +
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1. 1.
rP(t + 6t) =r(t) + Stv(t) + Eﬁtza(t) + gaﬁb(r) +---

vP(t + 6t) = v(t) + Sta(t) +%6t2b(t) +--

a?(t + ot) = a(t) + otb(t) +---
bP(t +6t) = b(t) + -+

Con estas ecuaciones no se generan trayectorias correctas conforme avanza el tiempo, debido
a que no se han introducido las ecuaciones de movimiento. Se necesita un paso de correccion.
De las nuevas posiciones 1P se pueden calcular las fuerzas en el tiempo ¢t + 8t, y en
consecuencia las aceleraciones correctas a®(t + 8t) . Estas se pueden comparar con la

aceleracion predicha, para estimar el tamafio del error en el paso de prediccién en la forma
Aa(t + 8t) = a®(t + 6t) — a?(t + 6t)

Este error, y los resultados del paso predictor, se alimentan en el paso corrector, que se lee

de la siguiente manera
re(t + 6t) = rP(t + 6t) + CyAa(t + 6t)
ve(t + 6t) = vP (t + 6t) + C,Aa(t + 6t)
a(t + 6t) = a?(t + 6t) + C,Aalt + 6t)
be(t + 6t) = bP(t + 8t) + CsAa(t + 6t)

El esquema general de una simulacién DM (Dinamica Molecular) paso a paso basada en el

algoritmo predictor-corrector es el siguiente:

a) Predecir las posiciones, velocidades, aceleraciones, etc. a un tiempo t + 6t, usando
los valores comunes de estas cantidades;

b) Evaluar las fuerzas, y en consecuencia aceleraciones a; = f;/m, de las nuevas
posiciones

¢) Corregir las posiciones predichas, velocidades, aceleraciones, etc. Usando las nuevas

aceleraciones
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d) Calcular cualquier variable de interés, tal como la energia, el coeficiente del virial,
pardmetros de orden, listas para la acumulacién de promedios temporales, antes de

regresar a (a) para el siguiente paso.

La exactitud y estabilidad de un algoritmo de simulacién se miden por sus errores de
truncamiento local y global, y el algoritmo se puede probar en un modelo simple, tal como

el oscilador arménico.

Algoritmo de Verlet

Es una solucién numérica de ecuaciones de movimiento de segundo orden. Dicha solucién
se lleva a cabo con métodos como el de Euler o Runge-Kutta. Dado que se debe plantear un
sistema de ecuaciones, el nimero de operaciones aumenta al realizar su implementacién en
un programa computacional, de modo que el algoritmo de Verlet (por trabajar con la segunda
derivada) tiene ventajas en aplicaciones en que interviene la mecdnica clasica. El algoritmo
de Verlet se deduce a partir de la expansion en serie de Taylor de la funcién de posicion r(t)

enr(t + 8t).

r(t + 6t) = r(t) + Stv(t) + %Stza(t) -

y de la expansion en serie de Taylor ‘hacia atras’:
1_.
r(t —6t) = r(t) — 6tv(t) + Eﬁtza(t) +---

Sumando estas dos ecuaciones se puede observar que el método esta basado en posiciones
r(t), y aceleraciones a(t), y las posiciones del paso previo r(t — &t). Por lo que la ecuacién

para avanzar posiciones es:
r(t + 6t) = 2r(t) — r(t — 6t) + 6t2a(t) +---

Las velocidades se eliminaron por adicién de las ecuaciones obtenidas por la expansién en
serie de Taylor alrededor de r(t), tal que restandolas ahora se obtienen velocidades ttiles

para calcular la energia cinética, se obtienen diferencias centradas:
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r(t + 8t) — r(t — ot)
26t

v(t) =

Regresando a la ecuacion previa a esta tltima, la segunda ley de Newton se puede expresar
iterativamente como
2
The1 = 21 —Thor +—F(n, t)
m
En la cual se ha representado el incremento en el tiempo &t por el tamafio de paso h. Para su
inicializacién, ademds se debe calcular el valor correspondiente a r(—h), el cual se obtiene
del desarrollo previo en serie de Taylor ‘hacia atras’:
2
They =1y —hv, + —F(1,,t
n-—1 n n 2?’1’1 ( n n)
La ecuacion para avanzar posiciones es correcta a errores del orden de 5t*, mientras que la

ecuacién para las velocidades estd sujeta a errores de orden &§t2.

El calculo de la energia cinética y el momento lineal se deben incluir en un loop dentro de
un algoritmo adecuado, puesto que es la tnica vez que r(t + Jt) y r(t — Jt) estan disponibles
para calcular velocidades. Se pueden evaluar las fuerzas del siguiente paso siguiendo el

movimiento de la particula.

Esquema salto de rana (leap-frog)

Expresando las velocidades en ecuaciones de diferencias se tiene que
oty r(t+6t) —r(t
e+ 2 (t+386) —r(®)
2 ot

o-) - O

restando

6t) — (t _g) _ =2r(t) + r(t — 6t) + r(t + &t)

”(H? 2 ot
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del lado derecho de esta igualdad resulta la ecuacion en diferencias &t veces la segunda

derivada con respecto al tiempo, que en términos de la aceleracion se expresa como

v(t +%)—v(t—%)=a(t)6t

De tal modo que las ecuaciones Leap and Frog son:

r(t + 6t) = r(t) + 6tv (t +%6t)

1 1
v (t + E&) =v (t — E&) + Stal(t).

Las cantidades que se almacenan son posiciones comunes r(t) y aceleraciones a(t) junto
con velocidades a mitad de paso v (t - % St) . Esta ecuacion de la velocidad se implementa
primero, y las velocidades saltan (leap) sobre las coordenadas para dar el valor de medio paso

v (t + % St). Durante este paso las velocidades se calculan como

v = (v (e +500) - v (e - 301))

El método de salto de rana (leap-frog) aun no maneja las velocidades de una manera
satisfactoria. Un algoritmo Verlet-equivalente que almacene posiciones, velocidades y
aceleraciones al mismo tiempo t, y que minimice el error de redondeo se consigue en el de

‘velocidad de Verlet’:
1
r(t + 6t) =r(t) + Stv(t) + Eﬁtza(t)

v(t+6t) = v(t) + %é't[a(t) + a(t + 6t)]

La primera de estas ultimas dos ecuaciones se deduce de las anteriores y recordando la

derivada como ecuacién de diferencias, es decir:

_r(@®) —r(t—6t)

v(t) 5

Y la segunda se deduce al aplicar la regla del trapecio, esto es
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t+ 8t
v(t + 6t) = v(t) + f a(t)dt

El algoritmo de Verlet se recupera eliminando las velocidades. En esta forma el método
asemeja un algoritmo predictor-corrector de tres valores, donde el coeficiente corrector de
posicién es cero. El algoritmo solo requiere almacenar r, v, y a. Las nuevas posiciones al
tiempo t + 8t se calculan con la ecuacion anterior de la velocidad, y las velocidades en el
paso medio se calculan como sigue

v (t +%5t) = v(t) +%6ta(t)

Con esto ya se pueden calcular las fuerzas y aceleraciones al tiempo t + 6t , y la velocidad

S€ mueve a:
1 1
vt +8t) = v (t + E&) + 5 0ta(t +60)

En este punto estd disponible la energia cinética al tiempo t + §t. La energia potencial a este

tiempo habra sido evaluada en el loop de fuerza [67].
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3.3 Dindmica Molecular de Cuerpos Rigidos no-esféricos

Los movimientos de interés son el traslacional y el rotacional del centro de masa que ocurren
en la mecanica clasica. El primero se maneja por los métodos previamente mencionados: se
interpreta la fuerza f; en la ecuacién m;#; = f; como la suma vectorial de todas las fuerzas
que actiian en la molécula i en el centro de masa r;. El movimiento rotacional se gobierna por
la torca 7; alrededor del centro de masa. Cuando las interacciones tienen la forma de fuerzas

fia que actiian en sitios i en la molécula, la torca se define por

T; = Z(Tm - 1) X fia :Zdia X fia
a a

las posiciones de atomos relativas al centro de masa molecular se definen como d;,. Cuando
aparecen términos multipolares en el potencial las fuerzas y las torcas provienen de tres

modelos de potencial posibles:

i) Una cadena polimérica con longitudes de enlace restringidas, pero inclinacion de
dngulos de enlace realistas y potenciales torsionales.

ii) Un fluido molecular de moléculas lineales, donde las interacciones electrostiticas
permanentes son manejadas usando expansion multipolar.

iii) Un fluido de dtomos con interacciones de tres-cuerpos modelados usando el

potencial triple-dipolar Axilrod-Teller

La torca entra en las ecuaciones rotacionales de movimiento de la misma manera que las
fuerzas entran en las ecuaciones traslacionales; la naturaleza de la orientacion en el espacio
garantiza que las ecuaciones de movimiento reorientacional no serdn tan simples como las

ecuaciones traslacionales.

Para moléculas grandes puede que no sea razonable ‘fijar’ todos los grados internos
de libertad. En particular, el movimiento torsional alrededor de los enlaces, que conduce a
interconversién conformacional, por ejemplo, alcanos, en general no pueden ser
despreciados, yaque la energia cambia como se observa en la Figura 39 (obtenida con Forcite
de BIOVIA Materials Studio (2017) usando Forcefield Universal). La simulacion de n-

butano hipotético solo de carbono, proporciona un buen ejemplo de la manera en que estas
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caracteristicas son incorporadas en una molécula simple. Butano puede representarse como

una molécula de cuatro centros, con longitudes de enlace fijas y dngulos de flexidén de enlace.

a b
a1 25
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Figura 39. a) Un modelo de butano. b) Mayor abertura entre los planos en el modelo de butano. c)

Barrera de energia potencial. d) Barreras de energia potencial torsional.

Una caracteristica comtin es construir grupos de dtomos como CHs y CHa, que se
condensan en ‘atomos unidos’ esféricamente simétricos. Para butano, las interacciones entre
dichos grupos se representan por el potencial de Lennard-Jones, con pardmetros empiricos.
En una simulacion se toman fijas las longitudes de enlace C—C>, Co—Cs, y C3—C4 en la
molécula de butano. Los angulos 0 (entre el eje C2—Cs y el enlace C1—C,) y 0’ (entre el eje
C>—C; y el enlace C3—Cy4), se fijan por constriccion de las distancias Ci—Cs y Co—Cy ie.

introduciendo ‘enlaces fantasmas’. De esta manera, queda un grado interno de libertad,
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definido por la rotacion alrededor de C;—C3, medido por el dngulo ¢; para cada molécula
aparece un término extra en el Hamiltoniano en la energia potencial E,;siona (¢) periddica
en ¢. Este potencial deberia tener un minimo (6 maximo) en un valor de ¢ que corresponde
al conformador trans de butano, y otro secundario en la conformacién gauche. Esta

aproximacion se puede extender a moléculas flexibles mds grandes.

Para manejar la dindmica de un sistema molecular ciertos grados de libertad (tales
como longitudes de enlace) se han seleccionado arbitrariamente, mientras que otros quedan
libres de evolucionar bajo la influencia de fuerzas intermoleculares e intramoleculares. Esta
constriccién dindmica usa un conjunto de multiplicadores indeterminados para representar
magnitudes de las fuerzas dirigidas a lo largo de los enlaces que se requieren para mantener
constantes las longitudes del enlace. Se trata de resolver las ecuaciones de movimiento para
un paso de tiempo en ausencias de las fuerzas de constriccién, y asi determinar sus

magnitudes y corregir las posiciones atémicas.

Considérese una molécula triatdmica doblada tal como el agua, en la cual deseamos
restringir a longitud fija dos de los enlaces, pero permitir el enlace restante, y que el dngulo
inter-enlace varie bajo la influencia del potencial intramolecular. Numerando 2 al dtomo
central (oxigeno), y 1 y 3 a los dos atomos exteriores (hidrogeno), las ecuaciones de

movimiento tienen la forma

mity = f1 + g4
mit, = f, + 92
miis = f3 + g3

Aqui fi, f2, ¥ f3 son las fuerzas debidas a interacciones intermoleculares y a aquellos efectos
que se incluyen explicitamente en el potencial. Los términos restantes g, etc. son las fuerzas
de constriccion: su papel es mantener constantes las longitudes de enlace deseadas, esto es

para asegurar que las ecuaciones
— 2 2 _
X2 =T12(0) —di; =0

Xoz =145(8) —d3; =0
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(donde d?, y d2; son las longitudes de enlace, y 11, = |r;—13,|) se satisfacen en todos los
tiempos. Las ecuaciones Lagrangianas de movimiento que se derivan de estas constricciones

son las previas con:

1 1
ga = Efllzvrﬂ)(m + 5323Vrﬂ){23

y A12 ¥ 433 son multiplicadores indeterminados. Los factores de (}4) se introducen tal que los
multiplicadores de Lagrange estdn de acuerdo con estas ecuaciones. Hasta ahora, no se han
hecho aproximaciones, y en principio se pueden resolver las fuerzas de constriccion. Sin
embargo, dado que se deben resolver ecuaciones de movimiento aproximadamente, usando
el método de diferencias finitas, las longitudes de enlace divergen constantemente de los

valores deseados.

En lugar de esto, Ryckaert et al. [68] sugirieron una aproximacion en la cual las
fuerzas de constriccion se calculan para garantizar que las constricciones se satisfagan en
cada paso de tiempo; lo que implica que las fuerzas de constriccién mismas solo son correctas

al mismo orden de exactitud que el algoritmo de integracion. Entonces

.o - (r)
Mafy = fo + Ga = fa + Ga
donde gg) es una aproximacion (de la cual posteriormente se dard su expresion) a las

verdaderas fuerzas de constriccién g, que actian en cada atomo a. Considerando la manera

en que estas fuerzas entran en el algoritmo de Verlet se tiene que

ra(t + 6t) = 71 (t + 6t) + (52 /my) g\ (t)

donde r,(t 4+ 6t) es la posicién que alcanzarfa en ausencia de cualquier constriccion.
Regresando al ejemplo del agua y reconociendo que las fuerzas de constriccion deben

dirigirse a los enlaces y deben conformar a la tercera ley de Newton, vemos que
T
9} )= VEPLED
) _
gzr = AaaTaz — AyaTyy

(r) _
gz = —Ay3Tas
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donde A,, y A,; son los multiplicadores indeterminados. Estos pueden calcularse si

escribimos explicitamente la ecuacién anterior de la posicidn, esto es
r(t +8t) =1 (t+ 6t) + (6t2 /m)A,,7,(t)
1y (t + 6t) = r3(t + 8t) + (5%/m2) Aza1o3(0) — (662 /M) Arory, (6)
r3(t+ 6t) = r§(t + 6t) — (6t%/m3)Ay37123(0)
Entonces
112t + 6t) = 11, (t 4+ 86) + 8t°(m71 +my ) Apr (6 + 8t°(my! + m31)Apras ()
Ty3(t + 8t) = 195 (t + 6t) — t2my 4,57, () + 6t2(my " + m3 1) A,a7,, (1)

Tomando el mddulo al cuadrado en ambos lados, y aplicando la constriccion deseada:
Ir,(t + 6t)|1? = I, (t)|> = d?, y andlogamente para 1,5 . El resultado es un par de
ecuaciones cuadrdticas en A, y 4,3, cuyos coeficientes son conocidos (dado que ya tenemos
las posiciones r; ‘no constrefidas’) y que pueden resolverse para los multiplicadores
indeterminados. Puesto que los términos de primer orden en 4,,, A;3 son proporcionales a
5t?, mientras que los términos de segundo orden son proporcionales a §t*. En la préctica
estas ecuaciones se resuelven iterativamente. Los términos cuadrdticos se quitan y las
ecuaciones lineales restantes se resuelven para A1, y A,3; estos valores se substituyen en los
términos cuadriticos para dar nuevas ecuaciones lineales, que permiten estimaciones
mejoradas de A,, y 4,5, v asi sucesivamente. Finalmente se usan estos valores en las

ecuaciones explicitas de las posiciones.

La constriccién (como opuesto a la longitud de enlace) dngulo de enlace, no presenta
dificultad fundamental, y se puede manejar introduciendo constricciones de longitud
adicional. Por ejemplo, el dngulo de enlace H-O-H en agua puede fijarse constrifiendo la
distancia H-H en adicién a las longitudes de enlace O-H. Con estas constricciones las

ecuaciones resultantes son:
ri(t +6t) = r{(t + 6t) + (6t%/my)A,11,(t) — (5t%/my)A3175, (1)
ry(t 4+ 6t) = r5(t + 5t) + (6t2/my)As375(8) — (5t%/my)Ay,7y, (1)

r3(t + 8t) = r5(t + 6t) + (6t%/m3)A31731(8) — (5t2/m3)A53753(8)
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entonces

112 (t + 6t) = 1/, (t + 6t) + 65t2(m7* + my ) A1,115 () — St2m; 1 Ay3125(8)

— 8t2my ' A317m34(8)

Ty3 (t + 5t) = T£3(t + 5t) - 6t2m3_1;131'r31(t) + Stz(mzl +m§1);1“7'“(t)
— 8t*m; " 1,71, (t)

T31(t + St) = Tf;l(t + 51.‘) - é\tzml_lllzrlz(t) - Etzmgllz:srz:s(t)
+8t2(m3t + my')Asyra, ()

Este proceso de ‘triangular’ la molécula al introducir enlaces ficticios es directamente
aplicado a sistemas mds complicados. Las longitudes de enlace constreilidas aplicadas a las
unidades de carbono en un modelo de butano, que deja solo un parametro interno (el angulo
de torsion ¢) libre a evolucionar bajo la influencia del potencial. La extension a n-alcanos es
discutida por Ryckaert et al. [68] y una aplicacién al caso de n-decano por Ryckaert y

Bellemans [69].

Para moléculas muy pequefas, las ecuaciones de constriccion (linealizadas) se
pueden resolver por algebra directa. Para una molécula poliatémica mas grande, con n.
constricciones, la solucién de estas ecuaciones esencialmente requiere inversion de una
matriz ne X ne en cada paso de tiempo. Esto puede consumir tiempo de coOmputo en
moléculas muy grandes tales como proteinas. Asumiendo que solo dtomos y enlaces de
vecinos cercanos se relacionan por ecuaciones de constriccion, la matriz de constriccion serd
escasa y se pueden aplicar técnicas de inversion especiales. Un procedimiento alternativo es
ir ciclicamente una por una de las constricciones, ajustando las coordenadas tal que satisfagan
cada una en turno. El procedimiento puede ser iterativo hasta que se satisfagan todas las

iteraciones, dentro de una tolerancia dada [67,68].

Se necesitan aproximaciones a las fuerzas de constriccion verdaderas en las
ecuaciones de movimiento para garantizar que las constricciones se satisfacen en todos los
tiempos de paso. El algoritmo de velocidad de Verlet es un proceso de dos etapas, con cada
etapa involucrando las fuerzas de constriccion. En cada etapa se hace una aproximacién a g
tal que asegure que se satisfacen las constricciones. Las fuerzas de constriccién entran en el

algoritmo de Verlet como sigue. En la primera etapa tenemos
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, 1/6t%\ ¢
Tt +6t) =rj(t+6t) +=(— ) gq ' (®)
2\m,

2

t 1eit—’t 1& 1/ot7 () (¢
”“(+2 )"”‘*(Jrz )+2 m, )92 ©

Las fuerzas de constriccion gg), para esta etapa estdn dirigidas a lo largo de los vectores de

enlace 7,4, (t). Se determinan resolviendo las ecuaciones de la posicion anteriores por
. .. .. . . . \ 1 .
inversién matricial. Al mismo tiempo, las velocidades al tiempo t +56t se ajustan de

acuerdo con la ecuacién v} . En una segunda parte del algoritmo sigue la evaluacién de las

fuerzas f,(t + &t) que se usan para obtener v} (t + 6t). La segunda etapa es:

1(5t?
v, (t + 6t) = v,(t + 6t) + —(—) g (t + 6t)
2\m,
Estas fuerzas de constriccion gé”) (t + 6t) se dirigen a lo largo de los enlaces 14, (t + 8t), y
se eligen tal que las velocidades satisfacen las constricciones exactamente al tiempo t + §t.
Nétese que en el siguiente paso de integracion se usard una aproximacién diferente a estas mismas

fuerzas de constriccidn, a saber, gc(lr) (t + 6¢).

Cuando se introduce no-rigidez, es conveniente usar coordenadas generalizadas. Para
moléculas flexibles existe una eleccion amplia correspondiente a donde aplicar
constricciones, y sin restar importancia a las longitudes de enlace que constrifien, los dngulos
de enlace se dejan libres a evolucionar bajo la influencia de términos apropiados en la energia

potencial.

Moléculas no-lineales

La orientacién de un cuerpo rigido especifica la relacion entre un sistema de ¢jes fijos
en el espacio y uno fijo con respecto al cuerpo, usualmente el sistema ‘principal’ es el que
estd fijo-al-cuerpo, en el cual el tensor de inercia es diagonal. Cualquier vector unitario € se

puede expresar en términos de componentes en el sistema fijo-en-el-cuerpo o fijo-en-el-
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espacio: se usa la notacion de vectores unitarios é” y é° , respectivamente. Estas

componentes, estan relacionadas por la matriz de rotacion A

eb=4-6°
Que en nuestro caso corresponden a
x' = a1 x + apy + a3z X =x
r'=Ar = Y = azx +ayy+ axnz redefinimos {y = ¥,
z' = az 1 x + azyy + aszz Z=2
En un plano se tiene (Figura 40)
X2
r
X2
r
r
X4
¢ Xq

Figura 40. Transformacion de coordenadas.

X1 = x1c05¢ + x5en¢
x5 = —x15eng + x,cosgp

x' = Ax

donde A = ( cos¢ Sen¢),x = (xl),x’ - (x’l)

—sen¢ cos¢ X3 x5

Consideremos lo que ocurre cuando dos transformaciones sucesivas corresponden a dos

desplazamientos sucesivos del cuerpo rigido. Denotemos la primera transformacion de r a '

por B:

X, = by;x;

Y la transformacion sucesiva de 1" a un tercer conjunto de coordenadas r’’ por A es:
xXi' = Qyexy

Combinando estas dos ecuaciones se tiene

L —
X" = aycby jx;
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. "o__ '
o bien Xj = CijX;

donde Cij = Qipby; = C=AB

La aplicacion sucesiva de dos transformaciones ortogonales A, B es equivalente a una tercera

transformacion lineal C, también ortogonal.

En la Figura 41 se indican tres transformaciones ortogonales sucesivas

-
X = duxj
"o 1]
Xj = CiXj
x¢' = buyx)
LU — LI — mo__
Xi' = b CridijX; - X' = bixey;jx; - X = QijXj

ij 5]

La transformacién D es una rotacion de un dngulo « (o ¢) alrededor de z (0 x3), y tiene una
matriz:
cos¢p seng 0

D =|-sen¢ cos¢p 0
0 0 1
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B

.l"z =X "2

X2
Figura 41. Cosenos directores de vectores de ejes fijos-en-el-cuerpo en el sistema de referencia del espacio-fijo

La transformacién C corresponde a una rotacién de un dngulo S (o &) alrededor de y (o x,),
y su matriz es

cos@ 0 —senf
C= 0 1 0
senf 0 cos@

y finalmente B es otra rotacion a un dngulo y (o y) alrededor del nuevo z (o x3"), con matriz:

cosyp semp O
B=|-semy cosyp 0
0 0 1

El producto de las tres matrices en la forma A=DBC da

—sen¢gseny + cosgcosfcosyy sengcosy + cos¢pcosOsenyp —cospsend
A = | —cos¢pseny — sengcosfcosyp cospcosyp — senpcosfsenyy  sengsenm
senfcosy senfseny cos6
Las nueve componentes de la matriz de rotacion son los cosenos directores de los vectores

de ejes fijos-en-el-cuerpo en el sistema de referencia de espacio-fijo, y definen

completamente la orientacién molecular. De hecho, se necesitan tres cantidades
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independientes (coordenadas generalizadas) para definir A, que pueden ser los dangulos de

Euler: ¢p8y. Ver Figura 42 sustituyendo los dngulos afy por ¢p6.

—

X

Figura 42. Cosenos directores

Precision

Primero se debe checar que las leyes de conservacion son apropiadamente obedecidas, y en
particular que la energia sea constante. Para un sistema de Lennard-Jones, fluctuaciones del
orden de 1 en 10" generalmente se consideran aceptables. Las fluctuaciones en la energia se
pueden reducir decreciendo el tiempo de paso. Si se usa uno de los algoritmos de Verlet, se
deberian tomar varias corridas cortas comenzando desde la misma configuracién inicial, y

cubriendo el mismo tiempo total twa: cada corrida debe emplear un tiempo de paso dt
. . . t . .
diferente, y consiste en un nimero de pasos Ty, = %. Las fluctuaciones RMS de energia

para cada corrida deben calcularse. Si el programa funciona correctamente, y otras fuentes
de fluctuaciones de energia (como truncamiento del potencial) se han eliminado, entonces el

algoritmo de Verlet debe dar fluctuaciones RMS de energia que son proporcionales a dt°.
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Notese que la mayoria de los problemas son ‘mecanicos’ en vez de ‘termodinamicos’,
i.e.estdn asociados con la solucidn correcta de la ecuacién de movimiento. Una cuestion para
pensarse es si la distancia de corte del potencial es mds pequeiia que la longitud de la caja en

un sistema periddico.
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3.4 Dinamica Molecular de Esferas Duras

Las colisiones entre particulas conducen a diversas situaciones, entre lo mas simple estd
abordar este caso inicialmente por medio de los principios de conservacidon de la energia y
del momento, en un campo conservativo. Para los cuales esta claramente demostrado que los

cambios en momento de dos cuerpos son iguales y opuestos en interacciones eldsticas
—Apa = App
Asi mismo, los cambios en sus energias cinéticas son iguales y opuestos
_AEKA = AEKD

Se necesitan el momento y la energia de cada particula antes y después de la colision. Esto
se ilustra con el ejemplo de una colision eldstica entre dos canicas iguales y de la misma masa

en un plano con la canica 1 dirigiéndose a la canica 2 que esta fija.

¥
Ove

Vap
o .
ANTES DE LA COLISION | DESPUES DE LA COLISION

Figura 43. Colision de dos canicas de la misma masa, en un plano.

La canica 2 esta en reposo antes de la colision, por lo cual v,, = 0. Después de la colisién
la canica 1 se mueve con un dngulo 6 respecto a la direccion de la colision, y la canica 2 con
un dngulo ¢ como se ve en la Figura 43. Dado que las canicas tienen masas iguales, y por el
principio de conservaciéon del momento ya mencionado aqui arriba, se obtienen las

ecuaciones

Vig = V1pcosl + vypcosg
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0 = vypsenl — vypseng

la primera ecuacion se toma en la direccion horizontal, la segunda en la direccion vertical, y
dadas las masas y la velocidad inicial se requiere de una de las cantidades restantes:
Vip, Vap, 8 ¥ ¢. Entonces, una tercera ecuacién se obtiene por el principio de conservacion

de la energia:
2 _ .2 2
Vig = Vip + V3p.

A partir de estas tres ecuaciones, en este caso, por ejemplo, se puede deducir la siguiente

relacion

sen?(¢ + 0) = sen’¢ + sen?0
T , ,
Sip+6= > entonces 1 = sen?¢ + sen?6

y por relaciones trigonométricas se concluye que sen?¢ = cos?6

Con este ejemplo se muestra que en mecanica clasica se pueden evidenciar las colisiones

eldsticas en campos conservativos.

Ahora bien, el desarrollo de programacion computacional de potenciales de esferas duras
progresa en base a colision-por-colision, computando la dindmica de colisiones y luego

investigando la siguiente colisién, en general se tiene que:

a) Localizar la siguiente colisidn;
b) Mover todas las particulas hacia adelante hasta que ocurra la colision;
¢) Implementar dindmica de colisidn para el par en colisidn;

d) Calcular cualquier propiedad de interés, facil de promediar, antes de regresar a (a).

Considerando dos esferas duras i y j, de diametro o, cuyas posiciones en ¢l tiempo son r; y
ri, y cuyas velocidades son vi y v;, respectivamente. Si estas particulas colisionan

eldsticamente al tiempo ¢ + t;;, entonces se satisface que el didmetro de la esfera esta dado por
[y (£ + )] = [ry + vty =0

onde r;j =r; —1;y V;j = V; — V;, ndtese que r;; va del centro de la particula j al centro
donder;; =r; —r; yv;; = Vv; — v;, not r;; va del centro de la particula j al cent

de la particula i, como en la Figura 44. Si b;; = r;; - v;;, entonces esta magnitud es
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2.2 2 2 _
La cual es una ecuacion cuadratica en t;; con solucion
Y,
. 5y - . 2
—b;: 2 _ p2(r2 — g2
by £ (bu v j(ru a ))

L
tij = 2
ij

Si b;j > 0, las particulas se alejan entre si y no colisionan. Si b;; <0 aun podria ser
verdadero que bfj - vfj(ri - O’Z) < 0 en caso de que las raices sean complejas, y no hay

colision. Por otra parte, la mds pequeiia de las dos raices corresponde a impacto.

Los cambios de velocidades del par que chocan dependen de que la energia y el momento
lineal se conserven, y que el impulso actie a lo largo de la linea de centros como se muestra

en la Figura 44:

Usando conservacion del momento lineal total y de la energia (cinética), y tomando

masas iguales, el cambio de velocidades dv;, tal que
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V!l- (3\",‘

Figura 44. Colision suave de esferas-duras. La construccion del vector da los cambios
de velocidades para cada particula. Se toman coplanares los vectores [67].

vi(después) = v;(antes) + 6v;

v;(después) = v;(antes) + v;

. ij
esta dado por ovi=— —j T = —vflj
o

con b;j ahora evaluado en el momento de impacto. Entonces, §v; simplemente es el negativo

I
ij-

de la proyeccion de v;; a lo largo de 7, la cual se denota por v

Ahora, para cada par, hay dos distancias en las cuales ocurren ‘colisiones’. Las
colisiones en el interior de la esfera obedecen dindmica de esfera-dura; en la frontera exterior,
el cambio en el momento se determina por la ley de conservacion usual. Para moléculas
aproximandose entre si, la energia potencial decae al cruzar la frontera, y la energia cinética
muestra un incremento correspondiente. Si las moléculas se separan se tienen dos
posibilidades: 1) Si la energia cinética total es suficiente, las moléculas cruzan la frontera con
una pérdida de energia cinética para compensar el alza en energia potencial. 2) Si la energia

cinética es suficiente, ocurre reflexion en la frontera exterior y las particulas permanecen

‘pegadas’.

Otra modificacion al modelo de esferas-duras que preserva simetria esférica es la
rugosidad. Las esferas rugosas, difieren de esferas duras lisas en su dindmica de colision: la
dindmica de vuelos libres entre colisiones, son idénticas. Esferas rugosas se caracterizan por

un didmetro o, una masa m, y un momento de inercia /, o, alternativamente, un parametro de
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. . e “ . . . .
energia cinética K = 4I/mo”. Tienen velocidades traslacionales v y velocidades angulares @
o ‘spin’. Las colisiones dinamicas de esferas rugosas estan sujetas a las leyes de conservacion

usuales: una colisién entre dos particulas preserva energia total (rotacional + transnacional),

momento lineal total, y momento angular total definido por

}=L+S=Zmrixvi+ZIwi

La diferencia entre esferas duras rugosas y suaves se ve en la Figura 45. Considere los dos
puntos en las superficies de las esferas que se juntan en el momento del impacto. El vector

de velocidad relativa de estos puntos es

_ _ . 1
imp __ __Imp mp _
Vi =V =, —(1.5—1.!),)—E(a:iu£+mj)xrU
1
)

Figura 45. Una colision de esfera dura rugosa. Se muestra la inversa del vector de
velocidad relativo de los puntos de impacto. Para propoésitos ilustrativos, todos los
vectores de velocidad angular que apuntan hacia arriba normal al plano [67].

Se puede resolver este vector en componentes paralelas a la linea de los centros del

par en colision, y perpendicular a esta linea

yimp _ yimpl o yimp.

if if if

: im . .
debido a que las esferas son duras, la componente paralela de v;; P es inversa en impacto.

Para esferas duras suaves, la parte perpendicular no se altera, y entonces no hay cambio en
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las velocidades angulares. Para esferas duras rugosas, ambas partes del vector de velocidad

p

. im . . .
relativa VU SOn mversas €n 1mpact0. En consecuencia

sV = v:?’p(después) - vgnp (antes) = —ZVE?p(antes)

t

Entonces las leyes de conservacion conducen a una expresion para el impulso

1 im K [
— _ pll zmpJ_)
Bp,;—zm(ﬁv”- +—1+x6vu
En términos de los cuales los cambios en velocidades angulares se convierten en:

mv;(después) = mv;(antes) + 8p;

mv;(después) = mv;(antes) — op;
) 1
lw;(después) = lw;(antes) —5Ty X ép;

1
lw;(después) = lwj(antes) — 5Ty X op;

Para un sistema de esferas duras, aunque J = L + § se conserva en encuentros moleculares,
el momento angular intrinseco S o ‘spin’ no se conserva. En este caso cada colision crea (o
destruye) spin, y el cambio estd dividido igualmente entre los demds. Consecuentemente L
tampoco se conserva separadamente. Notese que las condiciones de frontera periddicas

destruyen las leyes de conservacién para J.
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CAPITULO 4:

Modelacién y Simulacion con método de Monte Carlo

El método de Montecarlo es un método numérico que permite resolver problemas
matematicos mediante la simulacion de variables aleatorias. Para tener una idea mas clara

usemos dos métodos (uno es tridngulos, y el otro es Montecarlo) para obtener el valor de m =

perimetro

prr— de una circunferencia, el cual tiene un nimero infinito de decimales, pero en seis
La

digitos de aproximacion es 3.14159.

Primero, insertamos tridangulos en poligonos regulares para calcular el drea del
poligono en turno, es decir se aproxima su valor utilizando triangulos dentro de un poligono
al que sabemos que conforme crece el nimero de lados tiende al circulo circunscrito, ya que
que el area de un circulo de radio uno es justamente © (A=nr?, r=1). Empezamos calculando
el area de un triangulo equildtero, el radio r de un circulo circunscrito es menor que la

longitud de uno de sus lados. El area de un tridngulo es la mitad de la base b por la altura A:

A, = ! bh
£ 2
El drea aproximada de un circulo de radio igual a uno es
A =nA,
% A12
“
374 1,464 /
o e /
/ N ’ A\ /
A.035 035 1201 11201
- s N ’ \
1374 4 v 'u’;_ﬁ_ulz_\_‘_./ -

Figura 46. Triangulo, cuadrado y pentdgono de lados iguales. En el cuadrado y en el pentagono
la distancia de un vértice al centroide es el radio, el cual es menor que la longitud de un lado.

Donde n es el nimero de tridngulos dentro del circulo. En la Figura 46 se tienen los tres
poligonos mds pequefios. Las unidades que aparecen estdn en angstroms, y demuestran que

los lados son iguales
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La altura en el tridngulo equildtero la calculamos usando el teorema de Pitagoras ¢? = a? +

b?. Para esto tomemos x como un lado del tridngulo, entonces
2
1
2 — 2
x“=|=x) +h
(2 )

o))

h = gx
Sustituyendo en el drea de un tridngulo de base x, se tiene que
A= 1x (Ex) = Ex2
2 2 4
Como r < x, y suponiendo x = 1, obtenemos el drea de un circulo de r < 1, que tomamos

como una primera aproximacion al valor de &

3
AzAt=§=0.433

Para el cuadrado, como se ve en la Figura 46, tenemos cuatro tridngulos inscritos. Cada

.. . 1 . ..
triangulo tiene h = SX.y base x, por tanto, el drea de cada triangulo es

1 /1 1,
Ar=§x(§x)=zx

1N
AE4At=4(Zx2)=xz

Como r < x, y suponiendo x = 1, obtenemos el drea de un circulo con r < 1. Como una
segunda aproximacion al valor de & tenemos

A=1
Para el pentigono suponemos x = 1, dado que r < x, y usando los valores del pentigono

en la Figura 46, se tiene que r = %x, en consecuencia, por el teorema de Pitdgoras
1201 \* 1 \? 2
(1.412x) B (zx) *
2 2
(-0
1.412 2

h = 0.688x
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1 ,
A = 5x(0.688x) = 0.344x?

A=54, =172

1.310 \E,BIO

A
A"

Figura 47. Hexdgono, heptigono y octdgono de lados iguales. La distancia de un

vértice al centroide es el radio de un circulo circunscrito.

Para el hexdgono los seis tridngulos tienen lados iguales; por lo tanto, por el teorema de

Pitdgoras

Para el heptdgono suponemos r = x,r = 1. Usando los valores del heptigono en la Figura

1.54

. 0 .. .
47, se tiene que x = e T tomando el limite cuando r = x, por el teorema de Pitagoras
. b=

se tiene que

2_(1 1.540 )2 2
¥ =\21775"
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1 1.540
h.Z = 12 (_ _) 2
( 21775 )x

h? = 0.8118x?

h =0.901007833x

1 1.540

t=571 775:{(0 901007833x) = 0.390859736x>

A=7A,=2.736

Para el octdgono suponemos r = x,r = 1. Usando los valores del octdgono en la Figura 47,
. 1312 P :
se tiene que x = -7,y tomando el limite cuando r = x, por el teorema de Pitagoras se

tiene que

2 _ (1 1.312 )2+h2
*=\21714

11312
h.Z = 12 (_ _) 2
( 21.714) |”*

h? = 0.853517398x?
h =0.923860053x

11312

t=35 71 714x(0 923860053x) = 0.353589378x2

A =8A, = 282871503

Figura 48. Nondgono, decdgono y endecdgono de lados iguales. La distancia de
un vértice al centro es el radio de un circulo circunscrito.
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Para el nondgono suponemos r = x,r = 1. Usando los valores del nondgono en la Figura

. 1.300
48, se tiene que x =

Toor Y tomando el limite cuando r = x, por el teorema de Pitagoras

se tiene que

, 11300 ¢ .
x2 = ( )+hz

2 1.901

1 1.300
2 _ 2 2
h_(l (21901))

h? = 0.883087087x?

h=0.939727134x

1 1.300

A = 2 1901

——x(0.939727134x) = 0.321316484 x>

A =94, = 2.891848363

Para el decdgono suponemos r = x,r = 1. Usando los valores del decdgono en la Figura 48,

1.539
Zaor oY tomando el limite cuando r = x, por el teorema de Pitagoras se

se tiene que x =
q 2.49

tiene que

, (11539 )Z+h2
¥ =\2 2401

1 1.539\2
2 __ 2 _[Z 2
= (1 (2 2.491) )x
h? = 0.904573324x>

h =0.951090587x

1 1.539

A= 5 2491x(0 951090587x) = 0.293803378x2

A =104, = 2938033781

Para el endecdgono suponemos r = x,r = 1. Usando los valores del endecigono en la
. . 1.296 P
Figura 48, se tiene que x = =3 Y tomando el limite cuando r = x, por el teorema de

Pitagoras se tiene que

272




11.296
2 _ 2 2
h_(l (2 23))x

h? = 0.920623062x?

h =0.959491043x

1.296

1 .
=3 23 x(0.959491043x) = 0.270326172x>

A=11A, = 2973597895

Figura 49. Isodecdgono y triacontigono

Para el isodecdgono suponemos r = x,r = 1. Usando los valores del isodecdgono en la
. . 1.286 .
Figura 49, se tiene que x = Y tomando el limite cuando r = x, por el teorema de

Pitagoras se tiene que

, (1 1.286 )Z+h2
2 4111

11.286
2 2 2
h _(1 (24111) )
h? = 0.975536026x>

h =0.987692273x

1 1.286
t T2 4111

X

———x(0.987692273x) = 0.154484585x?

A =204, = 3.089691714
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Para el triacontdgono suponemos r = x,r = 1. Usando los valores del triacontdgono en la

1.539

7.364

Figura 49, se tiene que x = 7, y tomando el limite cuando r = x, por el teorema de

Pitagoras se tiene que

2 (L1539 V',
* _(2 7.364x) *

1 1.539,°
hZ - 12 _ (_ ) 2
( 27364) )"

h? = 0.989080828x?
h = 0.994525428x

4, =L 1939 0994525428x) = 0103922775 %2
t = 27364 =0 x

A =304, =3.11768326

La secuencia para calcular w usando tridngulos en el interior del circulo es la siguiente

A, = triangulo, cuadrado,pentagono, hexagono, heptagono,octagonao, ...,

A, = 14,44, 54, 64, 7A,, 84,94, 104,, 114,, ... 204,, ... 304, ...

A = v3 1 43 3V3 2 oz 2.8287,2.8918,2.9380,2.9736,...,3.0897, ...,3.1177
t = 41 1251 2 ’ 1251 . y & y poasn e poarepde §oane
Con este método tan extenuante solo hemos conseguido dos digitos para el valor de m con un

poligono regular de 30 lados.

Segundo, método de Montecarlo. Apliquemos este método que considera aproximar el valor
m usando una distribucion uniforme de puntos. Esto es, en un cuadrante de un plano imagen
tiene 17, otra tiene 34 y la otra tiene 47 puntos distribuidos uniformemente (Figuras 50a, 50b,
50c, respectivamente). Dividiendo el nimero de puntos en el interior del cuadrante de circulo

entre el niimero total de puntos dentro del cuadrado de lado 1, se tiene que

11—0647
17~

multiplicando este resultado por cuatro (4x0.647=2.588) completamos el circulo, entonces
la primera aproximacién a w resulta ser igual a 2.588. Hacemos lo mismo para la imagen que

tiene 34 puntos y tenemos
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Figura 50. Obtencion de m con Montecarlo

25

— =0.735

34

y ahora la aproximacion a r es 2.94. Finalmente, para la imagen que tiene 47 puntos

37

— =0.787

47

y la aproximacion a m es 3.1489.

Primero observamos que conforme crece el nimero de puntos en una distribucion

uniforme dentro del cuadrado, la aproximacion al valor de w se favorece. Con este método

tan simple, facilmente obtuvimos tres digitos del valor de n. Aunque el resultado rebaso el

valor de este. Esta es la desventaja con respecto al cdlculo de m usando triangulos en un
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poligono dentro de un circulo de radio 1.La desventaja del método de tridngulos es construir
un poligono enorme que se aproxime al valor de n. Aunque, por otro lado, con el método de
Montecarlo se necesita una base de datos muy grande para tener una mejor aproximacion.

El método de Montecarlo [72] dio extrafiamente un resultado que se aproximd
rdpidamente a m, y ahora se trata de aprovechar este camino con mayor tino o mas
eficientemente. Para esto lo primero que debemos observar es que la distribucién uniforme
de puntos se tomé aleatoriamelﬁ, esto es cada valor corresponde a un niimero aleatorio, o
una variable aleatoria de la cual no conocemos el valor que tomarad en un caso concreto dado,
pero sabemos que valores podria tomar, y también las probabilidades de unos u otros valores.
A base de estos datos no se puede predecir con exactitud el resultado de una prueba
relacionada con esta variable aleatoria, pero si se puede prever con gran seguridad los
resultados de un gran nimero de pruebas. En consecuencia, a estas vagiables aleatorias se les
puede asociar directamente con la teoria de probabilidades. Una variable aleatoria ¢ es
discreta si puede tomar un conjunto discreto de valores x4, x5, ..., X,,. Una variable aleatoria
discreta £ se define mediante la Tabla de distribucion de la variable aleatoria

(X1 X3 - Xn
=G owow)

donde x,,x,,...,x, son los valores posibles de la variable & y p;,p,, ..., Pn son las
probabilidades que les corresponden. La probabilidad de que la variable aleatoria ¢ tome el
valor x; es igual a p;:P{¢ = x;} = p;.
Los nimeros xq,X, ..,%, pueden ser cualesquiera. En cambio, las probabilidades
P1, D2, ) Pn deben cumplir dos condiciones:

1) todos los niimeros p; deben ser positivos:

p; >0
ii) La suma de todos los p; debe ser iguala 1.
prtpzt+tpp =1

Esta tltima condicion significa que ¢ necesariamente debe tomar en cada caso uno de los
valores e X2, ..., Xn-

Una variable aleatoria ¢ es continua si puede tomar cualquier valor comprendido en

un intervalo (a, b). Toda variable aleatoria continua ¢, queda definida si se da el intervalo
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(a, b) que contiene los valores posibles de esta variable y la funcion p(x) que lleva el nombre
de densidad de probabilidad de la variable aleatoria & (o densidad de distribucion de £).

La probabilidad de que ¢ tome un valor perteneciente a un intervalo (a’, b") [donde
(a’,b") es un intervalo cualquiera contenido en (a, b), es decira < a’y b’ < b ] es igual a

la integral
b

P{a' <é <b'}= j p(x)dx.

a

El conjunto de los valores de £ puede formar un intervalo cualquiera. En cambio, la densidad
de probawad p(x) debe cumplir las condiciones
i) la densidad p(x) debe ser positiva
p(x) > 0;
ii) la integral de la densidad p(x) correspondiente a todo el intervalo (a, b) debe ser

iguala 1:
b

fp(x)dx =1

a

En el esquema general de aplicacion del método de Montecarlo, supongamos que debemos
calcular una magnitud m que se desconoce. lmaginena‘; una variable aleatoria ¢ tal que su
esperanza sea ME = m y su varianza sea D§ = b?. Consideremos N variables aleatorias
independientes ¢,,¢,, ..., £, con la misma distribucion que tiene ¢. Si N es suficientemente
grande, la distribucién de la suma py = & + &, + --- + &, de acuerdo con el teorema del
limite central, serd una distribucién aproximadamente normal con los pardmetros a = Nm y

o = Nb?. Esto es su esperanza y su varianza estdn dadas por

Mé =a y DE=o?

Ejemplo: Se define variable aleatoria normal { (o gaussiana) a aquella que esta definida en

todo el eje (—o0,00) y que tiene la densidad

1 (x—a)?
x) = e 202
p(x) o

donde a y ¢ > 0 son pardmetros numéricos. El parametro a no influye en la forma de la
curva p(x): su variacién solo conduce a un desplazamiento de la curva a lo largo del eje x.

En cambio, al variar o si se altera la forma de la curva. Por ejemplo,si x = a
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1
max p(x) =p(a) =
P P oV 2
Si disminuimos o, aumentard el max p(x). Pero toda el drea que encierra la curva p(x) es

igual a 1 segun la condicion ii anterior. De manera que la curva tendra que estirarse hacia

arriba en una vecindad de x = a y decrecer para todos los valores suficientemente grandes
de x. Se puede demostrar que [72]

a+3o

f p (x)dx = 0.997

a—3cg
P{a—30 < § <a+ 30} =0997
P{Nm — 3bVN < £ < Nm — 3bVN} ~ 0.997
P{m—£<£<m—£}zﬂ.997
VN N VN

P 1i <3b =~ 0.997
AR I
j:

Esta tltima relacién ofrece un método para calcular m y estimar el error.
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4.1 Integracion Montecarlo
Considérese una funcién g(x) definida en el intervalo @ < x < b. En este punto, es preciso

hallar el valor aproximado de la integral
b

I = fg(x)dx

a
Témese una densidad de distribucién p; (x) cualquiera en el intervalo (a, b), cumpla con
las dos condiciones de la probabilidad para variables aleatorias continuas. Ademads de la
variable aleatoria ¢ definida con la densidad p; (x) en el intervalo (a, b), se necesita emplear

la variable aleatoria

9@
G

Esto es, la esperanza queda en la forma:

g(x)
M = I(Pf( ))pf(")d""

[
Considerando N variables aleatorias 14,1, ... ,y independientes e idénticas, y aplicando a
la suma de estas variables el teorema del limite central, la idltima férmula de la seccién

anterior ahora se puede escribir como

1ZN: il <3 P2LL 0.997
NL" N
j:

Escogiendo N valores &4,§,,... , &y, la tdltima relacién dice que para N suficientemente

grande se tiene que
Z 9(&) _
N " pe (fj
Con gran probabilidad, el error de esta aproximacién no pasa de

3 D7
N
Ademads, una variable aleatoria 1 estd uniformemente distribuida en el intervalo (a,b), si su

densidad es constante en este intervalo:
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1
p(x)—m para a<x<b

Para sortear los valores de ¢ se tiene que

3

j p(ldx =y
a

De tal manera que

n

[5=ae=
b—a "7V

a

de donde

n=a+yb-a)

Entonces, para calcular la integral inicial se puede emplear una variable aleatoria ¢ definida

en el intervalo (@, b). En cualquier caso

9@
Mn =M Pf(f)] =1

Pero la varianza D7 y la estimacion del error dependen de que variable £ se tome, ya que

b

Dn=M®n?) -1*= f (p‘i—((?))pg(x)dx —J?

Se puede demostrar que esta expresion es minima cuando p; (x) sea proporcional a |g(x)].
Por supuesto, no podemos escoger férmulas muy complejas para pg(x) ya que resultaria

laborioso sortear los valores de £.

Ejemplo numérico

Consideremos una funcioén f{x)>0 definida en el intervalo (0,1)

F@) =1 -2

Entonces, queremos aproximar el valor de la integral

1
1=4f 1—x2%dx
0

El valor exacto de esta integral es
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1
f\,fl—xzdxzé(x 1—x2+arcsenx):
0

[(1\," 1 - 12 + arcsen 1) — (0 + arcsen {])]
=3[(0+3)-©+0]

NlH l\.)ll'—‘

T
4
‘e f =10
Lo que sigue es obtener una aproximacion al valor de m con el método de Montecarlo. Para

esto se necesita al menos de una variable aleatoria { con una densidad constante p; (x) = &
y otra con la densidad g(x) = V1 — x2. De tal manera que

L1 N . 9(§))
N L pe(§))

j=1

queda como

I =

=|

I J1-8
Z 1j &
j=1 /
de la formula dada en la pagina previa, para el sorteo de £ en el intervalo (0,1) se obtiene

§=0+y(1-0 =y
§=n

43 [0

Ademads, se necesita generar nlimeros aleatorios en una distribucién uniforme, ttiles para este

con lo cual

caso particular. Entre los nimeros aleatorios mas comunes estan aquellos que se generan por
sorteo, 0 con la ruleta, para los cuales debera existir alguna formula adecuada para tomarlos.
En este caso lo hemos hecho de manera directa arrojando disparos a graficas como aquellas
en la Figura 50. Los datos generados aparecen en tres columnas en la siguiente Tabla 1, una

para cada inciso de la Figura 50.
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Tabla 1. Parejas de valores obtenidos de disparo al blanco. La primera columna hacia la
grifica de la Figura 50a. La segunda columna hacia la grdfica de la Figura 50b. La tercera
columna hacia la grafica de la Figura 50c.

X Y X Y X Y
0.24 | 0.68 0.32 0.50 042 |0.77
0.40 |0.26 0.06 0.81 0.28 |0.81
0.52 | 0.52 0.48 0.39 0.10 | 0.69
0.14 ]0.23 0.04 0.04 0.65 0.56
0.83 0.67 0.62 0.02 0.39 | 0.60
0.12 | 0.39 0.65 0.18 0.91 0.59
0.49 ]0.13 0.72 0.81 0.73 0.28
0.84 | 0.09 0.84 0.25 0.42 |0.03
0.78 |0.15 0.91 0.45 0.29 |0.38
0.31 0.12 0.49 0.65 0.18 |0.12
0.6 0.7 0.75 0.56 0.50 | 0.80
0.71 0.41 0.61 0.28 0.01 0.35
0.34 | 097 0.20 0.01 0.11 0.51
032 025 0.15 0.94

0.49 | 0.94 0.82 0.32

0.63 0.97 0.88 0.05

0.64 | 0.88 0.91 0.75

Los valores de la coordenada x son los que se consideran para la variable aleatoria en este

caso numérico. Tomando los primeros 10 valores de la columna de en medio se tiene que:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
§; 0.3210.06 |0.48 |0.04 |0.62 065 |0.72 |0.84 [0.91 |0.49

{1 g2 0.95 | 0.998 | 0.88 | 0.999 | 0.78 | 0.76 | 0.69 | 0.54 |0.41 | 0.87
J

De donde

1
I~—(7.88
7o (7:88)
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Multiplicando por 4 para completar los cuatro cuadrantes del plano cartesiano [ ~ 4(0.788)
se obtiene la siguiente aproximacion a m:

I = 3.15149
Si escogemos aleatoriamente 10 datos de la Tabla 1, se tiene que
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
§; 0.5210.75 |0.10 |0.72 | 048 [0.64 | 0.34 |0.49 |0.73 | 0.84

’1—52 0.8510.66 |0.99 |0.69 |0.88 [0.77 | 094 |0.87 |0.68 |0.54
J

de donde I =~ 4(0.787),

I =~ 3148
resultd ser una eleccion afortunada que produjo tres digitos de @ en error de truncamiento.
Usando los 47 datos en un calculo similar, el valor aproximado a m es

I = 3.206

Consideremos ahora la evaluacion de la integral configuracional de un ensamble candnico

en mecanica estadistica.

ZNVT :fdr exp(—ﬁV)

para un sistema de 100 moléculas (N=100) en un cubo de lado L. Una integracién por regla

de Simpson podria requerir 10 evaluaciones de la funcién para cada una de las 300
coordenadas, y ademads recorrer el intervalo (—%L,%L). Un total de 10°°° evaluaciones de la

funcidn, lo cual es enorme e inviable. Sin embargo, usando el método de Monte Carlo se
puede calcular la energia potencial de cada configuracion del sistema, junto con los valores
de otras propiedades directamente de las posiciones de los dtomos. El método de Monte Carlo
muestrea las posiciones de las particulas de un espacio 3N-dimensional. Reescribiendo la
funcion de particién del ensamble candnico para un sistema de N particulas idénticas de masa
mn,

N .N

Donde el Hamiltoniano que corresponde a la energia total del sistema estd dado por
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o pil?
H@", V) = E—‘ + VM),
& 2m

el factor N! desaparece cuando las particulas ya no son indistinguibles. El valor del
Hamiltoniano depende de las 3N posiciones y 3N momentos de las particulas en el sistema.
El punto crucial por reconocer es que la doble integral se puede separar en dos integrales

separadas, una sobre las posiciones y la otra sobre los momentos:

11 Ipl? V()
— N _ N —
Quyr = N!hmfdp exp[ Ik, T fdr exp |-

Esta separacién es posible si la funcién de energia potencial V(") no depende de las

velocidades. De esta manera se puede efectuar analiticamente la integral sobre los momentos,

esto es:

2
[F A

Entonces la funcion de particion se puede reescribir como

1 2mmkgT\V V@)
Quvr —m(ihg ) jdr exp |- kT

y la integral sobre las posiciones es la integral configuracional Z y:

Zyyr = f dr¥ exp(—pV ("))

En un gas ideal no hay interacciones entre las particulas, entonces V(") =0 y
exp(—ﬁV(rN)) es igual a 1 para cada particula de gas en el sistema. La integral de 1 sobre
las coordenadas de cada dtomo es igual al volumen, y asi para N particulas de gas ideal la
integral configuracional estd dada por V¥. Esto asigna el siguiente resultado para la funcién

de particidn candnica de un gas ideal:

vy (fokaT)3N/2

Quvr = m h2
y es reescrita en términos de la longitud de onda térmica de DeBroglie A:
VN
Qwr = W

con A = h?/2mmkyT.
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Se puede ver entonces que la funcion de particion para un sistema real tiene una
contribucién debida a la conducta de gas ideal y una contribucién debida a las interacciones
entre las particulas. Entonces la funcidn de particién queda:

Qwvr = Q?\?ﬁ%t iz
La parte de exceso de la funcion de particion esta dada por

1 vy
i = g [ ar e | -2

Las contribuciones de gas ideal se pueden determinar analiticamente integrando sobre los

momentos. Por ejemplo, la energia libre de Helmholtz estd relacionada a la funcién de
particién candnica por:
A= —kngnQNVT

ideal ppexceso
—kpTINQNyr QNvr

Por lo tanto

A = Aideal + AQXCQSO
Lo relevante es que todas las desviaciones de la conducta de gas ideal se deben a la presencia
de interacciones entre los dtomos en el sistema, conforme se calculan usando la funcién de
energia potencial. Esta funcién de energia depende solo de las posiciones de los dtomos y no
de sus momentos, y asi una simulacion Monte Carlo puede calcular las contribuciones de
exceso que producen desviaciones de la conducta de gas ideal.

Por ejemplo, la energia potencial promedio se puede determinar evaluando la integral
W) = [ art vepe)

con

_ N
) = SPEV )

El denominador Z es la integral configuracional. Para una funcién potencial cominmente
usada en modelamiento molecular, no es posible evaluar estas integrales analiticamente. Sin
embargo, se puede intentar obtener valores paﬁas integrales usando métodos numéricos, lo
cual lleva a cdlculos inviables. Para calcular la funcidon de particion para un sistema de N
atomos usando el método de integracion de Monte Carlo se pueden usar losguientes pasos:
1. Obtener una configuracion del sistema generando aleatoriamente 3N coordenadas

Cartesianas, que son asignadas a las particulas.
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2. Calcular la energifa potencial de la configuracién V (V).

3.Delae fa potencial, calcular el factor de Boltzmann, exp[— V(") /kyT|

4. Sumar el factor de Boltzmann a la suma acumulada de factores de Boltzmann y la
contribucion de la energia potencial a su suma acumulada, y regresar al paso 1.

5. Después de un niimero Nyueba de interacciones, el valor medio de la energia potencial se

calcula usando:

Nyrueba - N . N
(Vav)) = DI . V;(r exp[—Vi(@")/kpT]
X expl= Vi) / kpT]

i=1

O en general para cualquier propiedad

_ [ dr Aexp(—BV) N Yomax A(r) expl—pV ()]
[ drexp(=pV) Yomax exp|—BY (1))

Desafortunadamente, esta no es una aproximacion viable para calcular propiedades

(Anvr

termodinimicas debido al gran mimero de configuraciones que tien%factores de Boltzmann
extremadamente pequefios causados por traslapes de alta-energia entre las particulas. Esto
refleja la naturaleza del espacio fase, que corresponde a configuraciones no-fisicas con muy
altas energias. Las regiones de baja energia coinciden con fases observadas fisicamente, tales

como solido, liquido, etc.
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4.2 Importancia del Muestreo

Existen muchas maneras de generar nimeros aleatorios, pero solo con la practica se puede
dilucidar si son utiles para describir el objetivo buscado. Ademas, dicha descripcidn siempre

es aproximada. Algunos ejemplos de obtencién de variables aleatorias son los siguientes:

i) [Escribamos los nimeros 0, 1, 2, ..., 9, cada uno en una tarjeta, considerando que las
10 tarjetas son iguales. Metamos todas las tarjetas en un sombrero y, después de
mezclarlas bien, comencemos a extraerlas, devolviendo al sombrero la tarjeta sacada
para mezclar de nuevo todas las tarjetas. Las cifras asi obtenidas se pueden recopilar
en una tabla. Esta tabla se conoce como tabla de numeros aleatorios y se puede
introducir en la memoria de una computadora. Cada variable aleatoria tiene una
probabilidad 0.1, y en total suman 1.

ii) Unatabla muy grande de niumerosaleatoriosse construye con unaruleta electronica.
Es preciso subrayar que, aﬁl asi, no es tan ficil obtener una buena tabla de nimeros
aleatorioy. Todo aparato fisico real genera variables aleatorias cuyas distribuciones
difieren ligerarante de la distribucion ideal. Ademas, durante el experimento pueden
surgir errores. Por eso, las tablas obtenidas suelen comprobarse minuciosamente a
base de pruebas estadisticas especiales, para ver si no hay contradiccidn entre unas u
otras propiedades de grupos de nimeros, y la hipdtesis de que estos nimeros

representan valores de la variable aleatoria.

Veamos una de las pruebas mds sencillas. Consideremos una tabla que contiene N cifras.
Supongamos que el niimero de ceros en esta tabla es 1, el nimero de unos es vy, el niimero
de doses es 1, etc. Calculemos la suma
2

Z(vi — 0.1N)?

=0
La teoria de probabilidades permite predecir los limites entre los cuales puede estar
comprendida esta suma que no puede ser excesivamente grande (por cuanto la esperanza
matemadtica de cada v; es igual a 0.1N) ni excesivamente pequefia (ya que esto equivaldria a

una “regularidad excesiva” en la distribucion de los valores).
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Las tablas de wnuumeros aleatorios se emplean mas cominmente cuando los cdlculos

correspondientes al método de Monte Carlo se realizan a mano. Si la capacidad de memoria

en una computadora es considerablemente grande, entonces las tablas de wnimeros
iosresultan de gran utilidad.

iii) Todo dispositivo mecdnico resulta demasiado lento comparado con una computadora.
Por eso para generar variables aleatorias suelen emplearse los ruidos en las lamparas
electronicas: si durante un intervalo fijo At de tiempo el nivel de ruido sobrepasa el
umbral escogido un niimero par de veces, se inscribe el cero; si esto ocurre un nimero

impar de veces, se inscribe el uno.

Imaginemos m generadores que funcionan paralelamente sin cesar, y envian ceros y unos
aleatorios a todos los 6rdenes binarios de una célula especial. Cada ciclo corresponderd a un
nimero de m érdenes. Durante el cdlculo podemos dirigirnos en cualquier momento a esta
celula y tomar de ella un valor de la variable aleatoria y uniformemente distribuida en el
intervalo (0,1). Este valor, serd aproximado y quedard representado por una fraccion binaria
de m ordenes 0, )@y ... Xm), donde cada ag) imita la variable aleatoria con la

distribucion:

N =S
[

Sin embargo, también este método tiene sus defectos. En primer lugar, es dificil comprobar
la «calidad» de los niimeros aleatorios generados. Se hace necesario un control periédico ya
que debido a distintos desarreglos puede surgir la asi llamada «deriva en la distribucién»
(cuando los ceros y los unos en uno de los ordenes dejan de aparecer con la misma
frecuencia). En segundo lugar, todos los cdlculos en las computadoras suelen realizarse dos
veces para evitar intermitencias casuales. Pero, sin recurrir a la memoria durante los célculos,
es imposible reproducir los mismos nimeros aleatorios, y si recurrimos a la memoria

regresamos al caso de las tablas.

iv) Técnica de aceptacion o rechazo. Existe un gran niimero de métodos adecuados para
generar un vector en la superficie de una esfera unitaria. El mas simple usa la técnica
de aceptacion o rechazo. El procedimiento es iterativo:

a) Generar tres variables aleatorias uniformes, &;,&,,y &3,en (0,1);
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b)

c)
d)

e)

Calcular ; = 1 — 2§, para i=1,3 tal que el vector { = ({3, {,, {3) este distribuido en
un cubo de lado 2, centrado en el origen;

Formar la suma {? = {2 + {2 + (%

Para {2 < 1 (i.e., inscrita en el interior de la esfera) tomar { = ((,/{, %/, {3/0)
como el vector;

Para {? > 1, rechazar el vector y regresar al paso (a).

La eficiencia de este método tiende a /6 tal que el algoritmo requiere 5.73 variables

uniformes en promedio.

v)

Los nimeros que se obtienen a partir de una férmula y que imitan los valores de la

variable aleatoria y se denominan niimeros pseudoaleatorios. E| primer alﬁritmo
para construirlos se conoce como método-de Loy centros cuadrados. Como ejemplo
consideremos el nimero yo = 0.9876 formado por cuatro cifras. Al elevarlo al
cuadrado se obtiene el nimero y* = 0.97535376 de ocho cifras. Tomemos las cuatro
cifras que aparecen en el centro de este niimero y pongamos y; = 0.5353. Elevando
ahora v, al cuadrado (’yf 0.28654609), escojamos de nuevo las cuatro cifras del
centro y pongamos y>» = 0.6546. Procediendo de la misma forma tendremos yZ =
0.42850116; ys = 0.8501,y# = 0.72267001; y4 = 0.2670, ¥ = 0.07128900; ys =
0.1289, etc.

Este método no puede considerarse satisfactorio pues da mas nimeros pequefios de

lo que se necesita. Por eso se han desarrollado otros algoritmos. Uno de estos se conoce como

Strela.

Streld es una computadora de tres direcciones con coma flotante. La célyla en la que se

inscribe el nimero x consta de 43 6rdenes binarios (ver siguiente Figura 51). La computadora

opera con niimeros binarios en forma normalizada: x = +q - 2*7, donde p es el orden y g es

la mantisa del nimero. En el orden j-é€simo de la célula puede figurar un cero o un uno,

o123 ]4]5].. 13233]34]35]36[37[38[39]40]41]42]
T ‘ mantisa ‘ orden
signo de la mantisa signo de orden

Figura 51. Celda de 43 érdenes binarios [72].
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Representemos por ¢j esta variable. Entonces

€ & €35

o1 Tz T oas

P = 63725 + 63824 + -+ €4 20

La condicién de normalizacién 0 < g < 1 significa que €, siempre es igual a 1. El signo «+»

se representa por el cero y el signo «-» por el uno.
El niimero ¥}, 4, se obtiene del nimero y,, realizando tres operaciones:

ﬁ ¥x se multiplica por una constante grande que, como regla, se toma igual a 10'";

2) laimagen del producto 1017y, se desplaza en siete Grdenes hacia la izquierda (de modo que
los siete primeros ordenes del producto desaparecen, mientras que en los érdenes del 36 al 42
aparecen ceros);

3) se toma el valor absoluto del nimero obtenido (después de normarlo) que serd precisamente

Vie+1-

Si arrancamos de y, = 1, este proceso permite obtener mds de 80000 mimeros y,, diferentes;
después en la sucesion surge un periodo y los nimeros comienzan a repetirse. Diferentes controles
de los primeros 50000 nimeros han dado resultados plenamente satisfactorios. Estos nimeros se han

empleado mds de una vez para la solucién de diversos problemas.

Aun se puede hablar del sorteo de una variable discreta, del sorteo de una variable
continua, etc. Sin embargo, ahora vamos a introducir a las cadenas de Markov ya que se

requieren para encontrar propiedades termofisicas. Por ejemplo:
Sea g(x — x") la probabilidad de que el proceso haga una transicion del estado

x al estado x’

Esta probabilidad de transicion define lo queés conocido como cadena de Markov en el
espacio de estados. La cadena de Markov definida por g debe ser ergddica —esto es,
esencialmente cada estado debe ser alcanzable desde cualquier otro, y puede no haber

estrictamente ciclos periddicos.
Supongamos que corremos la cadena de Markov para t pasos, y sea [1,(x) la

probabilidad de que el sistems este en el estado x en el tiempo t. Andlogamente, sea I, , (x")

la probabilidad de estar en el estado x' en el tiempo t+1. Dada I1,(x), podemos calcular
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I, ., (x") sumando para todos los estados la probabilidad de estar en ese estado veces la

probabilidad de hacer la transicién a x’:
Mea @) = ) M) g = x)

La cadena alcanza su distribucion estacionaria si I1, = I1,,. Llamemos [I1 a esta distribucion

estacionaria, entonces la ecuacidn que la define es
M(x) = Z Nx)qx »x)  vx'
X

Bajo cielﬁs suposiciones estdndar acerca de la distribucion de probabilidades de transicion

g, existe exactamente una distribucion I1 que satisface esta ecuacion para cualquier ¢ dada.

Esta ecuacion se puede leer como diciendo que el “flujo de salida™ esperado de cada
estado (i.e. su “poblacion” comun) es jgual al “flujo de entrada™ esperado de todos los
estados. Una manera obvia de satisfacer esta relacion es si el flujo esperado entre cualquier

par de estados es el mismo en ambas direcciones. Esta es la propiedad de balance detallado:

r

nx)gx-x)=Nx"Nqx" - x) Vvxx

Se puede demostrar que balance detallado implica estacionariedad, simplemente sumando

sobre x:
D@ =)= Y M@ -0 =) ) q (' > ) = 1)

donde el dltimo paso se sigue debido a que se garantiza que ocurre una transicion de x'.

Las técnicas de muestreo para elegir niimeros aleatorios de una distribucién p(x),
permite a la evaluacion de la funcién estar concentrada en las regiones del espacio que hacen
contribuciones importantes a la integral.

Consideremos el ensamble candnico. En este caso la integral deseada es

(A)NVT = fdr pr(F)A(F)

estoes, el integrando es p = pyyrA. Muestreando configuraciones al azar de una distribucién

p elegida se puede estimar la integral como
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(Ayr = (A pNVT/p)pruebas

Esto no siempre es verdadero y algunas veces elegimos distribuciones alternativas de p(I').
Dicho método, con p = pyyr , originalmente fue desarrollado por Metropolis ﬁaf. El
problema no estd resuelto, simplemente estd refraseado. La dificultad del trabajo es encontrar
un método para generar una secuencia de estados al azar tal que al final de la simulacidn cada
estado haya ocurrido con la probabilidad adecuada. Resulta que es posible hacer esto sin

calcular el factor de normalizacion para pyyr, i.e. la funcién de particion.

La solucion es establecer una cadena de Markov de estados del liquido, construida tal que
tenga una distribucion limitante de pyy . Una cadena de Markov es una secuencia de pruebas
que satisface dos condiciones:
a) El resultado de cada prueba pertenece a un conjunto finito de resultados
{I', Ty, ..., Ty, T, ...}, llamado el espacio de estado.
b) El resultado de cada prueba depende solo del resultado de la prueba que le precede

inmediatamente.

Dos estados I, y I}, estan ligados por una probabilidad de transicién I1,,, , que es la
probabilidad de ir de un estado m a un estado n. Las propiedades de una cadena de Markov
se ilustran mejor con un simple ejemplo. Suponga que la confiabilidad de su computadora
sigue cierto patron. Si estd encendida y corriendo en un dia tiene un 60 por ciento de
oportunidad de correr correctamente en el siguiente. Sin embargo, si estd apagada, tiene un
70 por ciento de oportunidad de estar sin correr el dia siguiente. El espacio de estado tiene

dos componentes, arriba (1) y abajo (), y la matriz de transicion tiene la forma

T Tl
06 04
”:1(0.3 0.7)

Si es igualmente probable que la computadora este encendida o apagada al comenzar,
entonces la probabilidad inicial se puede representar como un vector, que tiene las

dimensiones del espacio de estado

T
p™® = (05, 0.5)
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La probabilidad de que la computadora este encendida en el segundo dia esta dada por la

ecuacién matricial
p? = pWxr =045, 0.55)
Es decir, existe un 45% de oportunidad de correr un programa. El siguiente dia darfa:
p® = p@r = pWar = pWr? = (0435, 0.565)

Y un 43.5 % de oportunidad de éxito. Para calcular las oportunidades en una corrida larga,

la distribucién limitante esta dada por

p = lim pMn?

T

Unas cuantas aplicaciones de esta ecuacién muestran que el resultado converge a p =
(0.4286,0.5714). Estd claro de esta ecuacion que la distribucion limitante, p,debe satisfacer

la ecuacion de eigenvalores

pT=p
Z PmTmn = Pn (93)
m

Con eigenvalor unitario. A 7 se le denomina matriz estocdstica, ya que sus filas suman 1.

Z T = 1 (94)

m

Es la matriz de transicién para una cadena de Markov irreducible (una cadena ergddica o
irreducible es aquella en la que eventualmente cada estado se puede alcanzar desde otro
estado). Mas formalmente, notamos que el teorema de Perron-Frobenius dice que una matriz
estocdstica irreducible ha dejado un eigenvalor que es igual a la unidad, y el eigenvector
correspondiente es la distribucion limitante de la cadena, Los otros eigenvalores son menores
a la unidad, y gobiernan la tasa de convergencia de la cadena de Markov. La distribucion
limitante p implicada por la cadena es completamente independiente de la condicién inicial

p™ (no hay que preocuparse de que hoy esté probablemente apagada).

En el caso de un liquido, debemos construir una matriz de transicién mucho mds grande, que

sea estocdstica y ergddica. En contraste al problema previo, los elementos de la matriz de
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transicion son desconocidos, pero la distribucion limitante de la cadena es el vector con
elementos p,,, = pyyr([n) para cada punto en el espacio fase. Es posible determinar
elementos de  que satisfagan las ecuaciones (93) y (94), y asi generar una trayectoria de
espacio fase en el ensamble candnico. Tenemos libertad considerable en encontrar una matriz
de transicion apropiada, con la restriccion crucial de que los elementos de la matriz deberian
ser independientes de Quyr. Un truco util en buscar una solucién de la ecuacion (94) es

reemplazarla por la condicion innecesariamente fuerte de ‘reversibilidad microscopica’:
PmTmn = Pnllnm (95)

Sumando sobre todos los estados m y haciendo uso de la ecuaciéon (94) recuperamos la

menmn :annnm :pnznnm = Pn
m m m

Un esquema adecuado para construir una trayectoria de espacio fase en el ensamble candénico

ecuacion (93)

involucra elegir una matriz de transicién que satisfaga las ecuaciones (94) y (95). El primero
de tales esquemas fue sugerido por Metropolis et al. (1953) y frecuentemente es conocido

como la solucion asimétrica. Si los estados m y n son distintos, esta solucién considera dos

casos
Tmn = ®mn Pn = Pm m#¥n (96)
MTmn = Umn (pn/pm) Pn < Pm m¥n (97)

También es importante permitir la probabilidad de que el liquido permanezca en el mismo
estado,

Tmm = 1 — Z Tmn (98)

n*m

En esta solucién ¢ es una matriz estocdstica simétrica (&, = Q) @ menudo llamada la
matriz subyacente de la cadena de Markov. Las propiedades simétricas de « pueden ser
usadas para mostrar que en los tres casos (P, = Pn, Pm < Pn ¥ Pm > P ) la matriz de
transicion definida en (96-98) satisface las ecuaciones (94) y (95).Vale la pena destacar que

es la propiedad simétrica de « la que es esencial en satisfacer reversibilidad microscdpica en
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este caso. Se pueden construir matrices « no-simétricas que satisfacen reversibilidad
microscdpica o solo la condicion mas débil, Ecuacidn (93), pero estas no forman parte de la
receta bisica de Metropolis. Finalmente, esta solucién solo involucra la tasa p,, /p,, y por lo

tanto es independiente de Quyr.

Existen otras soluciones a las ecuaciones (94) y (95). La solucién simétrica a menudo es

referida como muestreo de Barker.

Tmn = amnpnf(pn + pm) m*n (99)
T = 1— Z T (100)
nFEm

La condicion (99-100) también satisface la reversibilidad microscépica.

Si se generan estados del fluido usando matrices de transicion tales como las
ecuaciones (99-100), entonces una propiedad particular, {A),,,,, . obtenidas al promediar
sobre las pruebas 7,4, en la cadena de Markov estd relacionada al promedio en el ensamble

canonico.

1
(Ayyr = (A yun + 0 (r;?n) (101)

Puesto que hay un nimero de matrices de transicién adecuado, es util elegir una solucién
particular que minimice la varianza en la estimacién de {4),,. En particular la ‘ineficiencia

estadistica’

s=_lim Ton o? ({A)run)/o—z(lq) (102)

Trun—eo

mide que tan lentamente converge una corrida a su valor limitante. Se ha demostrado que

para ordenar dos matrices de transicion es razonable

Sicada elemento fuera de la diagonal de m; es menor que el elemento correspondiente en 15,

entonces

S((A)J ﬂ'—l) = S((A)J R—Z)
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Para cualquier propiedad A, si los elementos fuera de la diagonal de = son grandes, entonces
la probabilidad de quedar en el mismo estado es pequefia, y el muestreo del espacio fase serd
mejorado. Con la restricciéon de que p,, y p, sean positivas, las ecuaciones (96-100)
muestran que la solucién de Metropolis conduce a una ineficiencia estadistica mas baja de la
media que la solucién de Barker. Una ineficiencia estadistica baja no es el unico criterio para
elegir una x particular. Dado que las simulaciones son de longitud finita, es esencial que la
cadena de Markov muestree una porcidn representativa del espacio fase en un nimero
razonable de movimientos. Todos los resultados derivados en esta seccién dependen de la
ergodicidad de la cadena (i.e. que hay alguna probabilidad de transicién multi-paso distinta
de cero, de moverse entre dos estados cualesquiera permitidos del fluido). Si estos estados
permitidos no estan conectados, la corrida MC podria producir un s bajo, pero en adicién una
estimacion pobre del promedio canénico. Cuando la trayectoria entre dos regiones permitidas
del espacio fase es dificil de encontrar, la situacion se describe como un cuello de botella.
Estos cuellos de botella siempre han sido preocupantes en simulaciones MC, pero son
particularmente problematicos en la simulacion de coexistencia de dos fases, y en la
simulacién de liquidos ordinarios en densidad usualmente alta. Donde se ha hecho una
comparacion entre las dos soluciones comunes a la matriz de transicién, ecuaciones (96-100),
la solucién de Metropolis parece llevar a una convergencia mds rapida de la cadena.

El método de Metropolis llega a ser mas favorable conforme el mimero de estados
disponibles incrementa en un paso dado, y conforme incrementa la diferencia de energia entre

los estados.
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4.3 El método de Metropolis

En una simulacién Monte Carlo las configuraciones sucesivas del sistema no estdn
conectadas en el tiempo. Mds bien, cada configuracidn depende solo de su predecesor y no
de ninguna otra de las configuraciones visitadas previamente. El método Monte Carlo genera
configuraciones al azar y utiliza un conjunto especial de criterios para decidir si acepta o no
cada nueva configuracion. Estos criterios aseguran que la probabilidad de obtener una
configuracién dada es igual a su factor de Boltzmann exp{—V (r")/kzT}, donde V(r") se
calcula utilizando la funcién de energia potencial. De modo que estados con una energia baja,
se generan con mayor probabilidad que las configuraciones con una energia mds alta. Para
cada configuracion que se acepta, se calculan los valores de las propicdades desecadas y al
final del célculo se obtiene el promedio de estas propiedades simplemente promediando el

niumero de valores calculados, M:

M
_1 N
@) =57 ) A"
=1
Metropolis y sus colegas, reportaron el primer cdlculo tipo Monte Carlo. No obstante, existen
otras formas en que se puede generar un conjunto de configuraciones. Entonces, el esquema
de Metrépolis es solo una de varias posibilidades, aunque es, con mucho, el mds popular. En
una simulacién de Monte Carlo, cada nueva configuracién del sistema puede generarse
moviendo aleatoriamente un solo dtomo o molécula. En algunos casos, también se pueden
obtener nuevas configuraciones moviendo varios dtomos o moléculas o girando alrededor de
uno o mas enlaces. La energia de la nueva configuracion se calcula utilizando la funcidn de
energia potencial. Si la energia de la nueva configuracién es menor que la energia de su
predecesor, entonces se acepta la nueva configuracién. Si la energia de la nueva
configuracion es mayor que la energia de su predecesor, entonces el factor de Boltzmann de
la diferencia de energfa se caleula exp[—(Ve,, (V) — V,;q V) /k5T|. Luego se genera un
nimero aleatorio entre 0 y 1, y se compara con este factor de Boltzmann. Si el mimero
aleatorio es mayor que el factor de Boltzmann, el movimiento se rechaza y la configuracién
original se conserva para la préxima iteracidn; si el nimero aleatorio es menor, se acepta el
movimiento y la nueva configuracion se convierte en el siguiente estado. Este procedimiento

tiene el efecto de permitir movimientos a estados de mayor energia. Cuanto mas pequefio sea
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el movimiento ascendente (es decir, cuanto menor sea el valor de V,,, (@) — V,,, (")
mayor sera la probabilidad de que el movimiento sea aceptado.

Para implementar la solucion de Metropolis a la matriz de transicién, es necesario
especificar la matriz « estocdstica subyacente. La matriz estd disefiada para llevar el sistema
desde el estado m en cualquiera de sus estados circundantes n con igual probabilidad. Existe
una libertad considerable para elegir a, y la tnica constriccion es que d,,, = t,,,- Un

ejemplo de un estado circundante se ilustra en la Figura 52:

Figura 52. Estado Circundante

Se muestran seis dtomos en un estado m; para construir un estado circundante n, se elige un

dtomo (i) al azar y se desplaza de su posicion ™ con igual probabilidad a cualquier punto
r* interior del cuadro R. Este cuadro es de lado 267,,, y se centra en 1™ .
Tridimensionalmente serian esferas dentro de un cubo. En una computadora se pueden
manejar los pixeles para un nimero finito pero grande de posiciones N, para el dtomo { y en

este caso &, se puede definir como

A = 1/N_R TinEfR.

amn=0 TinER

Con esta eleccion de a, la ecuacion (96-98) se implementa facilmente. Al comienzo de una
corrida, MC mueve un dtomo que se recoge aleatoriamente y se le da un desplazamiento

aleatorio uniforme a lo largo de cada una de las direcciones de las coordenadas.

El miximo desplazamiento 73,4, €s un parametro ajustable que gobierna el tamafio de la

region R y controla la convergencia de la cadena de Markov. La nueva posicion se obtiene
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con un codigo de random (drmax es el desplazamiento maximo 67;,,,,, rxipost = rx(i) +
(2 0*ranf(dummy)-1.0)*drmax, ryipost = ry(i) + (2.0*ranf(dummy)-1.0)*drmax, rzipost =
rz(i) + (2.0*ranf(dummy)-1.0)*drmax).

El elemento apropiado de la matriz de transicién depende de las probabilidades
relativas del estado m inicial y del estado # final. Existen dos casos a considerar: i) Si 8V, =
V., — Vi, < 0 entonces p,, = p,, ¥ se aplica la ecuacion (96). ii) Si 6V, > 0 entonces p, <
Pm ¥ se aplica la ecuacion (97). Nétese que V,, = V(I,,,). En un movimiento MC, el siguiente
paso es para determinar 8V, ,,,. La determinacion de &V,,,,, no requiere un recalculo completo
de la energia configuracional del m-ésimo estado, solo los cambios del dtomo que se mueve.

Por ejemplo, en la Figura 53 se ilustra el cambio en energia potencial, que se calcula

Ooo

@
Oo

Figura 53. Nueva posicion del atomo

computando la energia del domo i con todos los demds dtomos antes y después del

movimiento

N N
Vo = Zv(r{}) —Zv(rf}"
j=1 Jj=1

donde la suma sobre los dtomos excluye el dtomo i. Al calcular el cambio de energia, se
considera la interaccion explicita del dtomo i con todos sus vecinos afuera de una distancia
1, de corte. La contribucion de dtomos mas alla del corte se podria estimar usando una
correccion de campo medio, pero la correccion para el dtomo / en las posiciones viejas y
nuevas es exactamente la misma, y no se necesita incluir explicitamente en el cdlculo de

V.-
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Si el movimiento es hacia abajo en energia (6V,,, < 0), entonces la probabilidad del
estado n es mayor que la del estado m y se acepta la nueva configuracion. El método de elegir
movimientos de prueba asegura que la probabilidad de transicién 1,,,, = @y, €5 €l valor

requerido por la ecuacién (96-98).

Si el movimiento es hacia arriba en energia (6V,,, > 0), entonces se acepta el
movimiento con una probabilidad p,, /p,, de acuerdo con la ecuacién (97). Otra vez se
incluye automaticamente el factor a,,, al hacer el movimiento. Esta razon se puede expresar

como el factor de Boltzmann de la diferencia de energia:

Pn _ Zyyrexp(—BV,) _ exp(—BV,)exp(—p8V,,.) - v
P Zuprexp(=BVn) exp(—fV) = exp(=B6Vym

Al aceptar un movimiento con una probabilidad exp(—B46V,,,), se genera un nimero
aleatorio uniformemente en (0,1). El mimero aleatorio se compara con exp(—p4V,,,). Sies
menor que exp(—f8V,,) se acepta el movimiento. Este procedimiento se ve en la grafica

de la Figura 54:
exp(—poV)

\ Rechazar

Aceptar
siempre

Aceptar m
1

0 8V, 8V

Figura 54. Procedimiento de aceptacion o rechazo de la nueva posicion [67].

Durante la corrida, supongase que se acepta un movimiento particular hacia arriba §V,,,,. Si
en este punto se elige un nimero ¢, aleatorio, el movimiento se acepta. Si se elige &, el
movimiento se rechaza. En el curso de la corrida el resultado neto es que la energia cambia
tal que 6V,,,,, se acepta con una probabilidad exp(—£8V,,,). Si el movimiento hacia arriba
se rechaza, el sistema permanece en el estado m de acuerdo con la probabilidad finita 1,
de la ecuacidn (98). En este caso, el d&tomo se retiene en su posicion vieja, y la configuracién

vieja se recuenta como un nuevo estado en la cadena.
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Un algoritmo de %ropolis se puede resumir como sigue:

Dado un estado i con energia E;,
Genera un nuevo estado j mediante un mecanismo de perturbacion
(pequefia distorsion del estado ).
Calcula la energia del nuevo estado E;.
si(Ej—E)<0
entonces acepta el estado j como estado nuevo

si no acepta el estado con probabilidad: exp (%1)
B
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4.4 Montecarlo Isotérmico-Isobérico
Una ventaja del método MC es que se puede adaptar facilmente al cdlculo de promedios en
cualquier ensamble, y que el nimero de moléculas, la temperatura y la presion son fijas en el
ensamble isotérmico-isobarico, mientras que al volumen de la caja de simulacién se le
permite fluctuar. Las simulaciones originales de NPT-constante se realizaron en esferas y
discos duros, pero la técnica se extendié para cubrir potenciales continuos en su estudio de
mezclas de Lennard-Jones. Este ensamble se pensé apropiado para simular mezclas, dado
que las mediciones experimentales de las propiedades en exceso se registran a presion
constante, y las teorias de mezclado a menudo se formulan bajo este supuesto.

El método también se ha utilizado en la simulacién de fluidos de un solo componente,
y en el estudio de las transiciones de fase. Vale la pena recordar que, a N, P, T constantes no
deberiamos ver dos fases coexistiendo en la misma celda de simulacién, un problema que
altera la simulacién de las transiciones de fase en el ensamble canénico.

En el conjunto de NPT constante, ¢l promedio de configuracion de una propiedad

viene dado por

Jy dvexp(=pPV) V¥ [ ds A(s)exp(—BV (s))
(D ypr =

ZNPT

En esta ecuacion, Zypr €s la ecuacion integral configuracional y V es el volumen del fluido.
Nétese que en esta ecuacion usamos un conjunto de coordenadas escaladas s = (s1, 82 , ...,
sn) donde
s=L"'r

En este caso, la integral de configuracién en la ecuacion (A)ypr estd sobre el cubo unitario y
el factor adicional de V" proviene del elemento de volumen dr. (En esta seccion se supone
que la caja de simulacién es un cubo del lado L = V~/3; los argumentos pueden extenderse
facilmente a cajas no-ctibicas).

El esquema de Metropolis se implementa generando una cadena de estados de
Markov que tiene una distribucién limitante proporcional a

exp(—B(PV +V(s)) + NinV)

y el método utilizado es una extension directa de las ideas discutidas en lo anterior.

Se genera un nuevo estado por desplazamiento de una molécula aleatoriamente y/o

haciendo un cambio de volumen aleatorio de V,, a 'V,
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st = s+ 65, (26— 1)
=V, + 8V, (26 —1)

S

donde ¢ es un nimero aleatorio generado uniformemente en (0,1), mientras que § es un
vector cuyas componentes también son nimeros aleatorios uniformes en (0,1), y 1 es el
vector (1,1,1). 85,4, ¥ OV, 0 gobiernan el cambio maximo en las coordenadas escaladas de
las particulas, y en el volumen de la caja de simulacién, respectivamente. Sus valores precisos
dependeran del punto del estado estudiado, y se eligen para producir una tasa de aceptacion
de 35-50 por ciento. Estos valores son conjeturas iniciales y se pueden ajustar
automaticamente por el programa, aunque en este caso hay dos desplazamientos maximos
independientes y muchas combinaciones diferentes producirdan una tasa de aceptacién dada.
Una vez que se ha producido el nuevo estado 7, se calcula la cantidad 6H,
8Hpm = 6Vom + P(V; — Vi) = N~ In(V,/ Vi)

O H,,, esta estrechamente relacionado con el cambio de entalpia al pasar del estado m al
estado n. Los movimientos se aceptan con una probabilidad min(l, exp(—ﬁfSHnm)) usando
las técnicas discutidas en la seccién anterior. Un movimiento puede proceder con un cambio
en la posicion de las particulas o un cambio en el volumen o una combinacién de ambos.
Podria ser mds conveniente hacer cambios aleatorios en /n V en lugar de en V misma. Se elige
un nimero aleatorio § (In V) uniformemente en algin rango (—&(In V) yax, SN V) 14y ) €l
volumen multiplicado por exp(di(ln V)) y las posiciones moleculares escaladas
acordadamente. Eltinico cambio en el procedimiento de aceptacion / rechazo es que el factor
N en la ecuacién anterior se reemplaza por N + 1.

Una diferencia importante entre este ensamble y el ensamble candnico es que cuando
un movimiento implica un cambio en el volumen, la densidad del liquido cambia. En este
caso, las correcciones de largo-alcance a la energia en los estados m y n son diferentes y
deben incluirse directamente en el cdlculo de &V,,,,.

En el caso general, cambiar el volumen es computacionalmente mas costoso que desplazar
una molécula. Para el desplazamiento de una molécula, a lo sumo hay 2(N — 1) cilculos del

potencial par al calcular §V,,,,,. En general, un cambio de volumen en un fluido par-aditivo

. 3 1 . .
requiere el recdlculo de todas las EN(N — 1) interacciones. Afortunadamente, para los
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potenciales mds simples, el cambio en V con el volumen se puede calcular escalando. Como

ejemplo, considere la energia configuracional de un fluido Lennard-Jones en el estado m:

- 12 - (4]
=ty Y (22) —4e )y (=)
" i j>i Lmsij T j>i Lunsi

— 0 4y ®

Aquihemos dividido el potencial en sus componentes separados de doceava y sexta potencia.
Si el iinico cambio entre los estados m y n es la longitud de la caja, entonces la energia del

nuevo estado es

12

o (L L
o) e )
n n

) L 12 L 6
W = o151 =2 |(2) =1 0| () -
n n

Este cdlculo es extremadamente rdpido y solo requiere que los dos componentes de la energia
potencial, V'? y V!® se almacenen por separado. Si el limite potencial de corte se lleva a
escala con la longitud de la caja (es decir, r. = scL. con sc constante), entonces los términos
separados I/L&;g) y VL(Rﬁg escalan tal como V¥ y V©_ respectivamente. Si ademds de a un
cambio de longitud de caja, una molécula se desplaza simultineamente, entonces hay dos
contribuciones
SV = Vi + SVt
donde §V,59! estd dado por la ecuacién previa a la anterior, y
Vi = Va(Ln) = V(L)

Asi, el cambio de energia en el desplazamiento se obtiene usando la nueva longitud-
de-caja L, (piense en escalar la caja, seguido de mover la molécula).

Este simple procedimiento para el cilculo de 8V, se basa en que solo hay una
longitud caracteristica en la funcién potencial. Este puede no ser el caso para algunos
potenciales pares complicados, y tampoco es cierto para la mayoria de los modelos
moleculares, donde aparecen longitudes de enlace intramoleculares, asi como potenciales

sitio a sitio. Para un modelo de sitio de interaccion, el simple escalamiento implicaria un

cambio no-fisico en la forma molecular. Para estos casos, el cilculo de V23! es costoso vy,
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por lo tanto, los cambios de volumen deben realizarse mucho menos frecuentemente que el
desplazamiento de una particula.

Al promediar sobre los estados en la cadena de Markov, es posible calcular
propiedades mecdnicas como el volumen y la entalpia, y varias propiedades relacionadas con
sus fluctuaciones. En comiin con la simulacién de NVT constante, este método solo muestrea
regiones importantes del espacio de fase y no es posible calcular propiedades ‘estadisticas’
como la energia libre de Gibbs. Durante el curso de una corrida particular, el virial se puede
calcular de la manera habitual para producir una estimacion de la presion. Esta presion
calculada (incluyendo la correccion de largo-alcance) deberia ser igual a la presion de
entrada, P, utilizada en la ecuacion para §H,,,, que genera la cadena de Markov. Esta prucba
es una comprobacion util de un programa a NPT-constante apropiadamente codificado
correctamente.

Finalmente, simulaciones a presion constante de discos y esferas duros, se realizan

usando los métodos descritos en esta seccidn.
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4.5 Liquidos Moleculares
Moléculas rigidas

En la simulacién MC de un liquido molecular, la matriz subyacente de la cadena de Markov
se altera para permitir movimientos que generalmente consisten en una translacion y rotacion
combinadas de una molécula. Cadenas que involucran un niimero de pasos ya sean puramente
traslacionales o rotacionales son perfectamente apropiadas, pero generalmente no se explotan
en la simulacion de liquidos moleculares. (Ha habido simulaciones de modelos idealizados
de cristales liquidos y cristales plasticos donde los centros de las moléculas estan fijos a una
red tridimensional. Estas simulaciones consisten en movimientos puramente rotacionales. La
parte traslacional del movimiento se lleva a cabo desplazando aleatoriamente el centro de
masa de una molécula a lo largo de cada uno de los ejes fijos-al-espacio. Como antes, el
desplazamiento maximo se rige por el parimetro ajustable 73,4, . La orientacion de una
molécula a menudo se describe en términos de los dngulos de Euler. Se puede lograr un
cambio de orientacién tomando pequeiios desplazamientos aleatorios en cada uno de los
dngulos de Euler de la molécula i.

¢ = ¢ + (2§ — DéPrmax

O = 0" + (2§, — 1)86,,4x

Y =y + (283 — 1)8‘pmax
Donde 8¢, ax) 6max, Y OWimax son los desplazamientos en los dngulos de Euler.

En un paso MC la tasa de probabilidades de los dos estados esta dada por

Pu _ exp(=B W, +6V,,,))drdan
pm exp(=BVy)drmdam

Se han incluido los elementos de volumen apropiados para convertir las densidades de
probabilidad en probabilidades. dQ™ = [[, dQ" y dQ™ = sen®MdO*dyd "/ para
la molécula i en el estado m. La constante (0 = 8m? para moléculas no-lineales. En el caso
de moléculas lineales £ no se requiere para definir la orientacion, y 0 = 41 . Los elementos
de volumen para los estados m y n no han sido incluidos previamente en la tasa p,, /p,, por
la simple razén de que son los mismos en ambos estados para un movimiento traslacional y

se cancelan. Para un movimiento que solo involucra la molécula i
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Dn senf]!
a = exp(—fVam) W
La tasa de los senos debe aparecer en la matriz de transicién m,,, ya sea en el criterio de
aceptacion/rechazo o en el elemento de matriz m,,,,, subyacente. Esta dltima aproximacion es
mas conveniente. Equivale a elegir desplazamientos aleatorios en cosf; en lugar de en 6;:
cosB' = cos O] + (2§, — 1) 5(c058) pax

y adoptando la propuesta habitual de Metrépolis de aceptar o rechazar con una probabilidad
de min(l, exp(—ﬁ&l/;im)). La inclusion del factor senf en la cadena subyacente evita
dificultades con 8" = 0. Las ecuaciones para ¢]', Y y cosf]* mueven una molécula de un
estado de orientacion a cualquiera de sus estados de orientacién vecinos con igual
probabilidad, y cumplen la condicion de reversibilidad microscépica.

Es ttil mantener los dngulos que describen la orientacion de una molécula particular
en el rango apropiado (- w, ) para ' y ¢,y (0, w) para 6. Esto no es esencial, pero evita trabajo

innecesario y posible desbordamiento en la evaluacién posterior de cualquier funcién

trigonométrica.

Un método alternativo para rotar las moléculas en una simulacién MC en agua implica

seleccionar una molécula y rotarla una cantidad aleatoria Jy alrededor de uno de los tres ejes

fijos-en-el-espacio elegidos al azar. Por ejemplo, en el caso de un fluido de moléculas lineales

es mds conveniente representar la orientacién molecular mediante un vector unitario € fijo en

la molécula. La orientacién de la molécula i se representa por un vector con componentes
€ix = cos¢;send;

= seng;seng,;

ez = cosb;

Se genera una nueva configuracién usando

donde

1 0 0
A, =|0 coséy senéy
0 —sendy cosdy

y corresponde a una rotacion de dy alrededor del eje x fijo-en-el-espacio. Existen ecuaciones

similares para rotaciones alrededor tanto del eje y como del eje z,
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cosdy 0 —sendy

A, = 0 1 0
sendy 0 coséy
y
cosdy sendy 0
A, =| —sendy coséy 0

0 0 1

La ventaja de este método es que la orientacion de la molécula se puede almacenar como uno
o mds vectores. Para fluidos del modelo de sitio de interaccién, esto significa que la
evaluacion costosa de las funciones trigonométricas se puede evitar por completo. Este no es
el caso con los métodos que implican cambios en los dngulos de Euler. Férmulas similares
se aplican cuando los cuaterniones se usan para representar orientaciones moleculares.

En un tercer método para cambiar la orientacion de una molécula se elige la nueva
orientacién de prueba, el', aleatoria y uniformemente en una regién de la superficie de una
esfera con la restriccion de que

l—el-e'<d«1
d controla el tamafio del desplazamiento mdximo y una primera aproximacion sensata para
este pardmetro es 0.2. Existen otros métodos para generar un vector aleatorio en la superficie
de una esfera. Estos pueden combinarse facilmente con el método para generar aleatoria y
uniformemente en una region restringida para producir un algoritmo simple que generard
orientaciones con la restriccién de la ecuacidn anterior.

Una dificultad con los métodos de MC para fluidos moleculares es que generalmente
hay una serie de parimetros que gobiernan el desplazamiento maximo de traslacion y
orientacion de una molécula durante un movimiento. Como de costumbre, estos parametros
se pueden ajustar automaticamente para dar una tasa de aceptacion de ~0.5, pero no existe
un conjunto tnico de pardmetros de desplazamiento miximo que logre esto. Un conjunto
sensible de valores se obtiene mejor mediante ensayo y error para la simulacién particular en

turno.

Moléculas no-rigidas
La no rigidez introduce nuevas dificultades en la técnica de MC. El problema en este caso es

encontrar un conjunto adecuado de coordenadas generalizadas para describir las posiciones
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y momentos de las moléculas. Una vez que se han establecido las coordenadas de momento
generalizadas, las integraciones sobre los momentos pueden realizarse analiticamente, lo que
dejara solo la parte configuracional del ensamble promedio. Sin embargo, la integracion
sobre los momentos producira jacobianos complicados en la integral configuracional, uno
para cada molécula. El jacobiano sera una funcién de las variables orientativas generalizadas,
6, ¢ que describen la orientacion general de la molécula y los dngulos de flexién y torsion del
enlace que describen la configuracion interna. Un ejemplo simple de este tipo de término es
el senf; en la integral configuracional para moléculas rigidas, que proviene de la integracion

sobre el momento (qu) _. Estos jacobianos son importantes para calcular la relacién p, /p,,
L

utilizada para generar la cadena de Markov en el método de Metropolis o,
correspondientemente, para el disefio correcta de la matriz estocdstica subyacente. Para las
moléculas no-rigidas, el manejo correcto de los términos jacobianos es mds dificil.

Este problema puede resolverse satisfactoriamente para la clase de moléculas no-
rigidas donde el momento total de inercia es independiente de las coordenadas de rotacién
interna (p. ej. Iso-butano, acetona). Las coordenadas generalizadas también se han
desarrollado para un modelo no-rigido de butano, que no cae en esta clase simple, pero las
expresiones son complicadas y lo son cada vez mds para moléculas mas largas.

Una forma de trabajar con coordenadas generalizadas es la siguiente. En butano es
posible restringir las longitudes de enlace y los dngulos de flexion de enlace, al tiempo que
permite que el dngulo de torsién cambie de acuerdo con su funcién potencial. El movimiento
de la molécula en la simulacién se logra mediante movimientos al azar de dtomos elegidos
aleatoriamente sujetos a las restricciones requeridas. Un ejemplo de tal técnica se muestra

para el butano en la Figura 55
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Figura 55. Método para mover una cadena sujeta a las constricciones de longitud y dngulo de enlace

Una secuencia tipica de MC podria ser:
(a) el &tomo 1 se mueve girando alrededor del enlace 2-3;
(b) los atomos 1 y 2 se mueven simultaneamente girando alrededor del enlace 3-4;

(c) el @omo 4 se mueve girando alrededor del enlace 2-3.

Los movimientos (a) y (c) implican un desplazamiento aleatorio del dngulo de torsién ¢, en
el intervalo (-m,m). La molécula completa se traslada y rota a través del espacio haciendo
rotaciones aleatorias de dtomos alrededor de enlaces elegidos al azar. También podemos
incluir una translacion explicita de la molécula completa y una rotacién total alrededor de
uno de los ejes fijos en el espacio. La desventaja de esta simple aproximacién de alta densidad
es que una pequeifia rotacion alrededor del enlace 1-2 puede causar un movimiento sustancial
del dtomo 4, lo que probablemente resulte en traslape y una tasa alta de rechazo para nuevas

configuraciones.
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Si consideramos el caso de la molécula de butano simplificada introducida en el
capitulo de Dindmica Molecular, entonces un movimiento MC de prueba podria consistir en
una traslacion y una rotacion de la molécula completa, y un cambio en la configuracién
interna realizada al elegir un incremento aleatorio en d(cosf), d(cos@’) y d¢ (ver Figura 55).
Para evitar los artilugios asociados con la aproximacion de restriccion, la cadena de Markov

deberia generarse con una distribucion limitante proporcional a

exp(_ﬁ(V - V::)) = exp (—ﬁ (V +%kbﬂn[2 + sen?0 + senzﬂ’]))

Si 6 y @ permanecen cerca de sus valores de equilibrio, podria ser posible introducir solo un
pequeiio error al despreciar el potencial de restriccién V. en la ecuacion anterior. El término
de restriccion se vuelve mas complicado e importante en el caso de restricciones de angulo
de enlace. Por esta razon, ha habido pocas simulaciones de Metrépolis MC de moléculas
flexibles de cadena larga. La técnica de eleccion es la dinamica de restriccion, utilizando
potenciales de dangulo de enlace cuadratico. Las cadenas individuales se pueden simular
utilizando métodos crudos de MC. En esta técnica, una cadena de polimero de longitud
especificada se construye aleatoriamente en el espacio o en una red. Una cadena se abandona
si se introduce un traslape sustancial durante su construccion. Cuando se ha producido un
gran nimero N de cadenas de la longitud requerida, el promedio de una propiedad (como la
distancia de extremo a extremo) se calcula a partir de

_ ELN=1 A;exp(—BV;)

- YL, exp(=BV)

donde las sumas se extienden sobre todas las cadenas de N polimeros. El enfoque no es

(4)

aplicable para un fluido denso de cadenas. En un fluido real, es probable que una cadena se
mueva de manera deslizante: la cabeza de la cadena se mueve a una nueva posicion y el resto
de la cadena sigue como una serpiente o lagarto. Este tipo de movimiento se denomina
“reptacion”. Un algoritmo MC exitoso imitaria este movimiento. El modelo de ‘serpiente
deslizante’ se aplicé originalmente a un polimero en una red bidimensional y se muestra un

ejemplo simple en la Figura 56.
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Figura 56. Movimiento de reptacion. Las configuraciones son generadas en el orden (a), (b), (¢) y (d) [67].

Se simula un polimero de ocho segmentos. Un extremo de la molécula se elige al azar para
ser la cabeza (H) mientras que el otro es la cola (T).La cabeza se mueve a una nueva posicion
en la red, los demds dtomos se mueven un sitio a lo largo de la cadena y la posicién de la cola
queda vacante. En la Figura 56b se rechaza el movimiento de cabeza propuesto, ya que no se
permite que las cadenas se superpongan. La configuracion resultante, que es idéntica a la
anterior, se incluye en el promedio y la simulacion procede. Podemos ver que la seleccién
aleatoria de la cabeza y la cola es importante, ya que de lo contrario el sistema podria
bloquearse con la cabeza incapaz de moverse. En la Figura 56¢, la cabeza y la cola se han
intercambiado, y se acepta el movimiento propuesto, ya que la posicién de la cola de la
cadena estara vacia cuando se complete el movimiento. Aunque este ejemplo ilustra el
método para una sola cadena de polimero, se extiende facilmente a un fluido denso de

cadenas, ya que solo un dtomo se mueve al generar cada nueva configuracion.
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Se han aplicado algoritmos de ‘reptation MC’ a cadenas en una red tridimensional y a fluidos
continuos, con potenciales arbitrarios intermoleculares e intramoleculares. El método explota
la solucién Metropolis a la matriz de transicidn para muestrear asintéticamente la distribucion
de Boltzmann. En el caso del fluido, todos los dtomos en el interactian a través de la parte
repulsiva del potencial de Lennard-Jones. Esta interaccidn controla el volumen excluido de
las cadenas. Ademas, los dtomos adyacentes en la misma cadena interactian a través de un
potencial arménico modificado:

i) = {0 Skotinll — (/0] 0<r<a
1

donde, tipicamente, oy = 1.950 y k = 20. Cada cadena se considera a su vez, y se elige un
extremo al azar como la cabeza. Las coordenadas iniciales de los dtomos en la i-ésima cadena
son (Tw Tin, - ,rmﬁ). Se selecciona una nueva posicién para la cabeza, dtomo n,,
' =7y, +or

La direccion de 8r se elige al azar en la superficie de una esfera, y la magnitud Jr se elige de
acuerdo con la distribucion de probabilidad exp(—ﬁv” (r)) utilizando una técnica de
rechazo (ver Seccion 4.2). Por lo tanto, el potencial de enlace intramolecular se utiliza para
seleccionar el movimiento de prueba. La cadena tiene una nueva configuracién de prueba
(rw Tig, o B r’) . El cambio en las interacciones no-enlazadas al crear una nueva

configuracién se calcula sumando sobre todos los dtomos.

fg

8Vim = ) v (Itiq = x'D) = " (Iriy = s )

a=2

fg

RL ! RL
+ > 2 v (|10 = r']) = v (| — ria])

J#l a=2
Aqui se incluyen las interacciones no-enlazantes de la cadena i y de las demds cadenas j.
6V, se usa para decidir si el movimiento debe ser aceptado o rechazado de acuerdo con los
criterios de Metropolis. Como de costumbre, se cuentan los movimientos rechazados. El
enfoque funciona bien; no hay restricciones geométricas para tener en cuenta en este ejemplo,

ya que todos los dtomos pueden moverse libremente bajo la influencia de los potenciales.
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CAPITULO 5

Uso de Software de Simulacion Molecular

La simulacion molecular se describe mejor a partir de dos modelos basicos: i) Dinamica
Molecular (DM), y ii) Monte Carlo (MC). El paquete mas robusto para calcular DM es
GROMACS entre muchos otros paquetes libres. Para tener un buen funcionamiento de la
DM se requiere de potenciales de interaccion, y aunque Lennard-Jones es el mas empleado,
la dindmica molecular cudntica usa directamente mecanica cudntica para proporcionar una
mejor manera de calcular dichos potenciales. BIOVIA Materials Studio tiene médulos para
efectuar automaticamente dichos cilculos. No obstante, existe un gran nimero de paquetes
libres para llevar a cabo cdlculos cuanticos ab-initio, como: HONDO; PSHONDO-IJKL-
GMCP-FOK-CIPSI; GAMESS; NWChem, Gaussian (aunque las versiones mas actuales son
de Licencia);; etc.

GROMACS es un motor para realizar minimizacién de energia y simulacﬁncs de dinamica
molecular. El modelado molecular proporciona un proceso para describir sistemas quimicos
complejos en términos de un modelo atomico realista, con el objetivo de comprender y
predecir las propiedades macroscopicas basadas en el conocimiento detallado a escala
atomica. El modelado molecular se utiliza entre otras cosas para disefiar nuevos materiales,

requieren una prediccion precisa de propiedades fisicas de sistemas realistas.

La Dinamica Molecular es una técnica de simulacion molecular computacional, que permite
analizar el comportamiento o evolucion de un sistema fisico, quimico o biologico a través
del tiempo, calculando las fuerzas entre los atomos que lo conforman, mediante las
ecuaciones de movimiento de Newton, generando trayectorias de un sistema compuesto de
N particulas con alta resolucion temporal y espacial.

Una ventaja de este tipo de simulacion es que, por medio de un visualizador, VMD, por
ejemplo, se pueden ver las estructuras en movimiento. A partir de esta dinimica, se obtienen
valores de diferentes propiedades macroscdpicas tanto estdticas como dindmicas, tales como
energia libre, funcidn de distribucion radial, factor de eﬁructura, entropia, solubilidad,
viscosidad, presion, temperaturas, envolventes de fase, etc. Estas simulaciones se utilizan en

el estudio de proteinas y biomoléculas, asi como en ciencia de materiales.
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Las diferentes etapas de una Simulacién por Dindmica Molecular (DM) se pueden resumir
en los siguientes puntos:

a) Preparacion del Sistema: Se establece o elige la configuracién inicial a utilizar

conformada por N dtomos, y se definen las condiciones de equilibrio.

b) Equilibramiento: Mediante diferentes esquemas o ensambles (microcandnico,
canonico, isotérmia-isobérico) se lleva a cabo el equilibrio de la simulacion,
considerando que la energia permanece constante. Dependiendo del esquema a
utilizar se pueden definir condiciones de energia, presion y/o tempegatura.

¢) Produccion: Una simulacién de DM se define como el algoritmo que realiza el cdlculo
de las fuerzas, posiciones y velocidades del sistema, con lo que se pueden obtener
propiedades fisicoquimicas, tiempo y pasos de ejecucion.

d) Resultados: Finalmente se analizan los resultados y se obtiene informacion,
aprovechando la trayectoria y el comportamiento del sistema por medio de

visualizadores moleculares con interfaz gréfica.

Metodologia de una Dindmica Molecular

Tanto la metodologia como los algoritmos de simulaciones de DM computﬁionales, se ha
construido poco a poco, dfa con dia. Para realizar una Dindmica Molecular se requiere una
configuracion inicial del sistema, es decir, se requieren las posiciones iniciales de los dtomos

que lo conforman, su topologia y las condiciones iniciales del sistema.

Los pasos principales en una simulacién de DM son:

1) Especificar el sistema de dtomos o moléculas, lo cual incluye el modelo de las
interacciones moleculares o atdmicas,el modelo de las interacciones ambiente-sistema,
y el desarrollo de ecuaciones de movimiento.

2) Resolver las ecuaciones de movimiento para generar las trayectorias moleculares o
atomicas.

3) Analizar las trayectorias para obtener lapropiedades de interés. Las interacciones
moleculares se representan a través de la energia potencial. Una aproximacién muy

utilizada consiste en descomponer la energia potencial en términos que involucran las
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interacciones de pares o tripletes de atomos. Estos potenciales cominmente parten de

una formulacién empirica, tal como el potencial de Lennard-Jones, desarrollado para
- el andlisis del comportamiento a nivel atdmico en gases nobles.
Otros enfoques para calcular las formas de los potencialeﬁteraté micos de diferentes tipos
de dtomos provienen de los primeros principios, partiendo de simplificaciones de la ecuacion
de Schrodinger para obtener soluciones aproximadas, ya que ésta no puede resolverse de
manera precisa para sistemas de muchos dtomos. Las interacciones ambiente-sistema
involucran, en parte, lo relacionado con las condiciones de frontera. La seleccion de estas
condiciones depende de la situacion fisica que se desea simular en un sistema infinito. Por
ejemplo, para estudiar el compﬁamiento de las particulas cercanas de Carbono con Pirrol,
se pueden usar condiciones de integracion de las ecuaciones de movimiento. Esto se hace a

través de algoritmos como: el de Verlet (o su variante, el método Leap Frog), y el predictor-

corrector de Gear, entre otros.

Los algoritmos anteriores para resolver las ecuaciones diferenciales aplican métodos de
diferencias finitas para la integracion de las ecuaciones diferenciales, y se realiza en etapas
de tiempo At muy pequeiias. Para cada At se realiza el siguiente procedimiento:

1) Se calcula la energia potencial asociada a una conformacidn de la estructura. Para ello
se utiliza un funcional cldsico muy sencillo denominado campo de fuerzas (force-field)
que ha sido parametrizado para reproducir resultados experimentales en sistemas
modelo, o cialculos mecdnico-cudnticos de alto nivel.

ii) Se obtiene la derivada de la energia respecto a las posiciones atémicas, la cual nos
permite obtener la fuerza que actia sobre cada particula del sistema.

iii) La segunda ley de Newton permite entonces asignar las aceleraciones que actuarian
sobre cada particula (de masa conocida) de la molécula.

iv) Escogiendo un incremento de tiempo tan pequeiio que podamos suponer que en €l la
aceleracion es constante, podemos obtener numéricamente las velocidades que actian
sobre cada particula del sistema por simple integracion de las aceleraciones respectivas.

v) Finalmente, la integracion de las nuevas velocidades nos permite obtener las nuevas

posiciones asignadas a cada particula de la estructura
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Dado que en una dinamica molecular el nimero de particulas es una variable relevante, se
debe realizar el cilculo considerando el tipo de ensamble. Esta consideracién depende del
célculo que se desea llevar a cabo. Los tipos de ensamble usados en la dindmica molecular
son los siguientes:
Ensamble microcanédnico: N,V,E (exacta)
Tipos de ensambles: Ensamble canénico: N,V,T (fija)
Esamble isotérmico — isobarico: N,P,T (constantes)

en donde la variable N representa nimero de particulas, V volumen, E energia, T
temperatura y P presidon. Notese que N es comiin en estos tres ensambles, y es el
pardmetro que es exacto, fijo o constante. Los ensambles microcanénicos son
aislados, los canonicos son sistemas cerrados; sin embargo, si existe transferencia de
energia y si hay transferencia de particulas entonces el sistema es abierto y en contacto
térmico como es el caso del ensamble gran canénico: u,V,T. En este ensamble el
potencial quimico es fijo, y el nimero de particulas fluctia. Este ltimo ensamble no
se usa directamente y no es de uso comin en GROMACS, sin embargo, si existe

evidencia de cdlculos de equilibrio quimico con dicho paquete.

La eleccion del algoritmo depende de diferentes factores como: esfuerzo computacional en
cada paso, tamafio de At, conservacion de la energia (tipos de ensamble microcanonico),
requerimientos de memoria y espacio en disco, precision. En general, el algoritmo 6ptimo
debe demandar poco costo computacional, debe ser preciso, posibilitar trayectorias largas en
tiempos razonables, ser facil de modificar y adaptarse adecuadamente a diferentes

condiciones de simulacion.

Pero siempre se debe considerar que la calidad de los resultados (output) depende de la

En cada caso simulado por DM con Gromacs, se sefialan los requerimientos técnicos

informacion inicial o datos de entrada (input).

necesarios (procesador, espacio libre en disco duro, memoria RAM, tarjeta grifica, etc.).
Sistemas pequefios compuestos por pocos atomos se simulan en un tiempo corto en
computadoras ordinarias, pero sistemas biologicos complejos con ADN o proteinas requieren
mayor tiempo de célculo, desde horas hasta semanas o rﬁses, por esta razon se requiere de

equipo con excelente capacidad de computo. Aunque sea posible realizar dindmica molecular
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en cualquier computadora actual, el tiempo que dure la simulacion queda en funcién de

caracteristicas del sistema a estudiar, y del tiempo que se desee realizar la simulacion. La
dindmica molecular calcula las fuerzas de los diferentes dtomos en funcion del tiempo; en
consecuencia, cada vez que haya un cambio de posicion y velocidad, se deben calcular las
propiedades del sistema en cuestion, lo cual exige alta capacidad en infraestructura

computacional.

Propiedades Macroscopicas

De acuerdo con la mecdnica cldsica y una vez conocidas las diferentes trayectorias se pueden
calcular diferentes propiedades macroscopicas. Sin embargo, debido a la imprecision en el
conocimiento de las trayectorias, algunas propiedades no pueden determinarse con la

precision adecuada. Las propiedades pueden dividirse en:

e Dindmicas: vienen determinadas por la correlacion del movimiento a diferentes
tiempos. Un ejemplo caracteristico es el coeficiente de difusion (D).
e Estdticas: no dependen del movimiento de las particulas, como por ejemplo la
capacidad calorifica, el calor de formacion, el volumen
Otra division de las propiedades es:
i. Las que dependen de fendmenos colectivos, como por ejemplo la constante
dieléctrica, la polarizabilidad, etcétera.
ii. Las que dependen del movimiento del tipo de particula que forma la materia

(coeficiente de sedimentacion, coeficiente de difusion, etcétera.)

La simulacién de DM consiﬁ en resolver el sistema de N ecuaciones diferenciales. Una
simulacién de DM consta de tres etapas:

1) Iniciacion: en esta etapa cada particula se coloca en un lugar determinado del espacio

y se la aplica una velocidad al azar, dependiendo de la temperatura que tenga el

sistema. Se deja evolucionar el sistema con el tiempo, renormalizando las velocidades

de las particulas para que el momento lineal del sistema sea cero y las velocidades
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sean consecuentes con la temperatura del sistema. El propdsito de esto iltimo es
relajar el sistema eliminando el exceso de energia (se impone al sistema un control
la temperatura).

2) Continuacién de la primera etapa, pero sin renormalizar las velocidades, con el fin de
estar seguro de que se ha alcanzado el verdadero equilibrio. Durante este proceso se
obtiene y conserva informacion sobre la historia de las particulas, fundamentalmente
sus trayectorias, es decir sus posiciones y velocidades en funcion del tiempo, ya que
a partir de ellas se obtienen diferentes propiedades del sistema

3) Obtencion de resultados: se realiza un analisis de las trayectorias para determinar
algunas propiedades dindmicas y estaticas del sistema.

Resumiendo, las simulaciones de DM consisten en la iaegracién de las ecuaciones de

movimiento de Newton para determinar la manera en que varia la posicion de las particulas

en funcion del tiempo. Mediante la adicion de una cierta energia cinética especificada

mediante la temperatura, las particulas que forman el sistema pueden sobrepasar ciertas

barreras de potencial. Estos tipos de calculos pueden realizarse con dos propésitos diferentes:

v' Determinacion de propiedades macroscépicas: el conocimiento de las trayectorias de

las particulas del sistema permite - la prediccion de muchas propiedades
macroscopicas del sistema, tales como fluidos (gases reales, liquidos, ...).

v' Salir de minimos locales: la adicién de una energfa adicional al sistema puede

permitir que se salga de un minimo local para alcanzar un minimo global.

Caracteristicas de GROMACS

GROMACS es un software libre, en constante evolucion para realizar simulaciones de Dindmica

Molecular, es decir, simular las ecuaciones de Newton del movimiento de sistemas con cientos
de millones de particulas.
Es fécil de usar dado que utiliza compiladores en Fortran con topologias y archivos de pardmetros

escritos en forma de texto, y mostrando mensajes claros de error.
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Todos los programas utilizan una interfaz sencilla con opciones de linea de comandos para

archivos de entrada y de salida. Siempre se puede obtener ayuda sobre las opciones mediante el

uso de la opcion —h.
’

Conforme se lleva a cabo la simulacién, GROMACS va informando del puntﬁen que se

encuentra la misma, y de la fecha y hora en que espera terminar. Dispone de herramientas

flexibles para el andlisis de salida de la simulacién en pantalla (ngmx, xmgrace, g_energy,etc.)

Generacion de archivos para GROMACS
Para simular con GROMACS, previamente se deben generar archivos de entrada con datos de

las moléculas que se van a analizar.
Junto con el paquete GROMACS se incluyen programas necesarios para las distintas etapas que
conlleva la preparacion de los archivos de entrada.

En el siguiente diagrama se detallan las etapas tipicas de una simulacién:

eiwitpdb ——

Generar una topologia GROMACS pdb2gmx

oontl". aro topol.top
Alargar la caja editconf

cont.gro

h 4

Solvatar proteina ‘ genbox ‘

d oonl‘. gro t0p0|].t0p

grompp.mdp —
Generar archivo de entrada mdrun grompp
| Continuacion
top{i].tpr vy statecpt
Correr la simulacién (EM o MD) ‘ mdrun ‘ J
| |
traj.xtc/traj trr ener.edr
Andlisis g ...
ngmx g_energy
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GROMACS puede utilizar como entrada archivos pdb del ProteinDataBank @gww pdb.org), y

convertirlos a su formato nativo .gro + .top con el comando "pdb2gmx". Este comando toma el
archivo .pdb y genera dos archivos, un .gro con los dtomos y sus coordenadas x-y-z, y un .top
con las masas atdémicas, sus cargas y enlaces.

Una vez que estos archivos (.gre y .fop) han sido creados, es necesario especificar la "caja" en
que alojar los dtomos. Esto se hace ejecutando el comando "editconf". Este comando toma el
archivo .gro y lo modifica afnadiendo en la tltima linea las dimensiones de la caja que se le han
indicado por pardmetros.

Ahora que las dimensiones de la caja se han especificado, es posible agregar mds de una de las
moléculas del archivo pdb y rellenar el resto de la caja con moléculas disolventes. Ambas
acciones son realizadas con el comando "genbox". Este comando modifica los archivos .gro y
.top para que contengan todos los dtomos que han sido agregados en este paso.

En algunas circunstancias, puede ser necesario introducir iones en la solucién, ya sea para
neutralizar la carga total en el sistema, o para eliminar interacciones electrostdticas entre las
moléculas disueltas, o para ambas cosas. Estos iones se agregan al sistema mediante la utilidad
"genion".

Una vez preparada la solucién, hay tres tipos de simulaciones. Las tres son ejecutadas de la misma
manera: primero se ejecuta el comando "grompp" y a continuacion el comando "mdrun".

El comando "mdrun" es el motor de GROMACS, responsable del verdadero desplazamiento de
los dtomos conforme a las leyes de la fisica (parametrizadas en el archivo de dindmica molecular
.mdp).

El comando "grompp" toma los archivos .gre, .top y .mdp para generar un archivo .fpr que es la
entrada del comando "mdrun’".

Como salida del comando "mdrun" obtenemos un archivo binario .frr de gran tamano, que
contiene el estado del sistema a intervalos de tiempo regulares y tambi¢n un archivo .gro que
contiene el estado final de la solucion. Este archivo .gro puede utilizarse para la simulacion.
Hay tres tipos de simulaciones, aunque las dos primeras son opcionales, y realmente su funcién
es la preparacion de la solucién para la tercera simulacion, la completa.

La primera simulacién tiene como objetivo la minimizacién de energias (Energy Minimization o
EM) en la solucién. Lo tinico que hace es "empujar” los dtomos de las moléculas disueltas hasta
que las longitudes de sus enlaces y sus dngulos se encuentren en su configuracién de minima

energia potencial (ignorando por completo los dtomos de otros elementos de la solucién). Hacer
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esto es una buena manera de comprobar que los enlaces son estables (la molécula podria romperse
sino lo fueran), y acelera las simulaciones posteriores.

En algunas soluciones son necesarios varios pasos de minimizacién de energia (EM), con lo cual
serd necesario ejecutar varias veces ¢l ciclo grompp->mdrun.

La segunda simulacién tiene por objetivo la fijacién de la posicién del soluto dentro de la
disolucion. Esto fija las moléculas de soluto en una posicién, y permite que el disolvente y los
iones se "relajen" a su alrededor en posiciones de minima energia potencial. Con ello se consigue
que el disolvente llene la caja de manera uniforme y no se formen vacios al inicio de la simulacién
completa. Disefio de un Simulador de Dindmica Molecular basado en CORBA. GROMACS.
La tercera simulacion es la completa (full Molecular Dynamics o DM) y en ella se realizan los
célculos completos de la dindmica molecular de la solucién en un periodo largo de tiempo (las
simulaciones anteriores necesitan mucho menos tiempo en comparacion). Esta simulacion es la
que mds tiempo de proceso necesita y es la mds indicada para la realizacion en paralelo.

Como resultado de la simulacién se obtienen archivos xtc, .trr y .edr que son utilizados para el
andlisis de la simulacién con utilidades como "ngmx" o "xmgrace", entre otras.

Un esquema gompleto de todas estas etapas y sus opciones se encuentra una vez instalado
GROMACS, y generados los archivos necesarios para la simulacion. La ejecucién en secuencial

de simulaciones se realiza con el comando "mdrun".

Este comando recibe miiltiples pardmetros, cuya descripcién estd documentada en la web de
proyecto GROMACS.

Para las simulaciones realizadas con este proyecto, una vez realizados los pasos indicados
anteriormente, la llamada al comando seria de la siguiente forma:

mdrun -v -s pr -e pr -o pr -c dafter_pr -g prlog

Esta llamada se realizarfa sobre el directorio donde se ubiquen los archivos de la simulacién

322




Funcion de Distribucion Radial (RDF)

La Funcién de Distribucion Radial (RDF por sus siglas en inglés) g(r) en un sistema de
particulas (dtomos, moléculas, etc.) estd directamente relacionado con la probabilidad de
encontrar otras moléculas, en funcion de la distancia medida desde una particula de
referencia. Considera una capa esférica de espesor ér a una distancia r de un dtomo elegido.
La g(r) da la probabilidad de encontrar una particula a una distancia "r" de otra particula. Si
contamos la aparicion de dos moléculas a una separacion r,de r =0 a “R = «”, se puede
obtener la funcién de distribucién radial g(r). Esta funcién es una herramienta ttil para
describir la estructura de un sistema, particularmente de liquidos. En un sélido, la distribucién
radial tiene un ndmero infinito de picos agudos cuyas separaciones y alturas son

caracteristicas de la estructura reticular.

Disponibilidad del programa GROMACS

El programa mds evolucionado para realizar una Dindmica Molecular Cldsica es GROMACS
(Groningen Machine for Chemical Simulations), el cual estd disponible en forma gratuita y
disefiado para trabajar en sistemas operativos Unix y Linux. GROMACS es una aplicacion
de alto rendir“':nto que fue implementada y desarrollado por el departamento de Biophysical
Chemistry de la Universidad de Groningen, y posteriormente ha sido reimplementada como

codigo abierto por un amplio nimero de desarrolladores.
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5.1 Paquetes de Software para calculos de estructura electronica

Calculos ab initio con la ecuacion de Schrédinger

El término ab initio proviene del latin y significa "desde el principio". Se da este nombre a

las propuestas computacionales derivadas directamente de principios teoricos (tales como la
ecuacion de Schrodinger), sin incluir informacion experimental. Las aproximaciones usuales
incluyen el uso de una forma apropiada de una funcién cuando se aplica el método
variacional, u obtener una soluciéon aproximada a una ecuacién diferencial (que
impll’ciﬁleme tiene errores de corte o de redondeo en el manejo de nimeros).

Eltipo mas comiin de cilculo ab initio es conocido ﬁlo calculo Hartree Fock (HF),
en el cual la aproximacion principal es la de campo central. Este es un célculo variacional, lo
cual significa que las energias aproximadas calculadas son iguales o mas grandes a la energia
exacta. Debido a la aproximacion de campo central, las energias de los calculos HF son
siempre mas grandes que la energia exacta y tienden al valor limite de Hartree-Fock. El
método de Hartree-Fock depende de promedios; es decir no considera las interacciones
electrostaticas instantdneas entre los electrones y no toma en cuenta los efectos mecénico-
cuanticos sobre las distribuciones de electrones, porque el efecto de N-1 electrones sobre un
electrén de interés se trata en forma promedio.

Una medida de la aproximacidn de las soluciones que proporciona el método HF a la
descripcion de un sistema molecular es la energia de correlacion de Lowdin [LowS9], que se
define como: la diferencia de energia de correlacién para un cierto estado con respecto a un
Hamiltoniano es la diferencia entre el valor propio del Hamiltoniano exacto y su valor
esperado en la aproximacion de Hartree-Fock, para el estado en consideracion.

Es necesario resaltar que el método de HF proporciona un mimero grande de
resultados valiosos acerca de la estructura electronica de las moléculas. Sin embargo, es una
aproximacion y no incluye correlacion electronica; proporciona un conjunto finito de espin-
orbitales cuando se lleva a cabo una expansion en un conjunto base finito. En general, una
base con M miembros resulta en 2M diferentes espin-orbitales. Se ordenan los espin-orbitales

ocupados de acuerdo con su energia, por los N electrones, y su funcién de onda de Hartree-
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Fock correspondiente, y los 2M-N orbitales virtuales permanecen ahi de acuerdo con el
determigante de Slater.

La mayoria de los cdlculos ab initio comienzan con un cilculo HF, seguido por
cilculos para la repulsion electrén-electrén explicita, denominados correlacion electrénica,
entre los que destacan:

* La teoria perturbacional Moller-Plesset (MP)

* El método generalizado enlace valencia (GVB)

* Método multiconfiguracional de campo autoconsistente (MCSCEF)

» Interaccion de configuraciones (CI)

+ La teoria de cluster acoplado (CC)

El aspecto favorable de los métodos ab initio es que eventualmente convergen en la solucién
exacta, una vez que todas las aplﬁmaciones se han hecho suficientemente pequeiias en
magnitud (con tolerancia < 10°). Sin embargo, a veces el cilculo mas pequefio produce el
mejor resultado para una cierta propiedad.

El asl:ﬁo desfavorable de los métodos ab initio que resuelven la ecuacion de
Schrodinger, es que son caros computacionalmente. A menudo toman bastante tiempo de
CPU, memoria y espacio de disco. El método HF escala 4N, donde N es el nimero de
funciones base, asi que un calculo del doble de tamafio toma 16 veces mas tiempo para
completarse. Los cdlculos correlacionados se escalan atn peor que esto. En la prdctica,
soluciones extremadamente certeras se obtienen solo cuando la molécula contiene media
docena de electrones 0 menos.

A continuacién, se menciona una lista de algunos de los paquetes de cémputo con los

que se pueden realizar interacciones moleculares cudnticas.

Lista de Programas Computacionales
HONDO
PSHONDO-LJKL-GMCP-FOK-CIPSI
GAMESS
Gaussian
NWChem
QUANTUM EXPRESSO
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VASP
BIOVIA Materials Studio

Rol de la computacion en la Quimica
Los grandes avances tecnologicos se deben a la gran acumulacion de conocimientos que son
empleados en diferentes areas: automotriz, aviacion, microelectronica, industrias quimicas e
industrias bioldgicas, medicina, etc. Esto hace que la Computacion sea una herramienta
importante. Los avances cientificos tedricos y experimentales de los dltimos afios, han
incidido en computacion, la cual se ha convertido en una herramienta muy potente, tal que
actualmente permite el estudio de problemas que son cada vez mas cercanos a la realidad y
de un tﬁlﬁo de particulas cercano a los ensayados en laboratorios de sintesis.

Las leyes que gobiernan el comportamiento de iones y clectrones eﬁn solido, un
fluido o en una molécula son conocidas, y son la base para resolver la ecuacion de
Schordinger. El desafio es hallar esta solucion no sélo para el caso del atomo de Hidrégeno
unielectrénico, sino para el problema multielectrénico de iones y dtomos casi infinitos que
forman un sélido. Un problema fundamental en esta direccion es el uso de simetrias, ya que
estas son las que permiten obtener soluciones a la ecuaciéon de Schrodinger, y conduce a
sistemas extremadamente grandes cuando se requiere resolver sistemas de un gran nimero
de dtomos. Una alternativa a la ecuacion de Schriodinger es el uso de las ecuaciones de Kohn
Sham, la cual es muy utilizada para resolver sistemas moleculares con un mayor nimero de
dtomos, y que tiene sus propias limﬁiones.

Si se presenta determinada complejidad del problema a resolver, combinada con la
necesidad de lograr alta precision, se tienen dos consecuencias importantes:

(a) Los cdlculos siempre tienen cardcter de experimento computacional, y
(b) La estabilidad, precision y eficiencia del algoritmo computacional son de suma
importancia.

Dadas estas premisas, el rol de la computacion en la quimica tiene un papel

preponderante por las siguientes razones:

1.-La computacion permite aplicar la teoria a un problema complejo, es decir un experimento

de laboratorio nos dice que ocurre, la teoria combinada con la informdtica nos permite
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encontrar por qué ocurre, y podrd predecir que llegard a pasar bajo circunstancias
similares.
2.-Complementar el experimento realizado en el laboratorio. Sucede cuando los
experimentos son ficilmente accesibles por computadora, pero muchas veces no pueden
ser abordados desde las mediciones experimentales de laboratorio.
Soluciones a la ecuacion de Schrodinger para sistemas de pocos dtomos interactuantes

se han llevado a cabo mediante los siguientes conjuntos de programas acoplados:

Programas acoplados secuencialmente

El conjunto de programas acoplados PSHONDO-IJKL-FOCK-CIPSI o PSHONDO-IJKL-
GMCP-FOCK-CIPSI (desarrollados en lenguaje Fortran), ha permitido realizar una amplia
variedad de estudios de reacciones de atomos metdlicos con gases. Se ejecutan ¢n sistema
operativo Linux, no requieren requisitos previos para su ¢jecucion. Una descripcion breve de

cada uno de ellos es la siguiente:

i) Programa PSHONDQO
Este es el programa computacional que realiza cdlculos de sistemas moleculares. Se
fundamenta en el método de campo autoconsistente de Hartree-Fock-Roothaan, ademas
puede utilizar la aproximacién matgmadtica de pseudopotenciales dentro del esquema no
empirico, desarrollado por Barthelat. Realiza cdlculos de capas abiertas y/o de capas cerradas,
es decir, hace el cilculo de sistemas atémicos y/o moleculares cuyos orbitales estén parcial
o totalmente ocupados.

Para sistemas de capa cerrada, la funciéon de onda se puede aproximar por un
determinante de Slater y se realizan los cdlculos usando el método HF-SCF. El cilculo
desarrollado por este programa requiere inicialmente de un vector de entrada (funcion de
onda de prueba) a partir del cual comienza el cdlculo Hartree-Fock-Roothan, y al final se
obtiene un vector o funcién de onda mejorada.

PSHONDO proporciona como resultado la energia electrénica total del sistema, las
energias de los orbitales moleculares obtenidos, un andlisis de poblacion electronica de cada

uno de los orbitales moleculares obtenidos y de cada centro, la carga total de cada atomo, el
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momento dipolar creado cuando existen desplazamientos netos de carga y los resultados de
cada ciclo de los célculos HF hasta lograr la convergencia.

Esta disefiado para procesar informacion de hasta 30 atomos con 70 capas para 240
Funciones Gaussianas Primitivas y 120 Funciones base catrafdas ademds de que usa los 5
orbitales tipo d (XX-YY,ZZ, XY XZ,YZ) . Este programa requiere de las funciones base que
describen a los electrones de valencia de cada uno de los dtomos del sistema molecular
estudiado, asi como los pardmetros correspondientes a los pseudopotenciales de los dtomos
que lo requieran en caso de que se vayan a utilizar. Para el conjunto de funciones base existe
la opcion de realizar contracciones entre las que son del mismo tipo. Dichas contracciones
consisten en reemplazar las funciones base individuales por combinaciones lineales
apropiadas. Esta informacion explicitamente se debe proporcionar a través de un archivo

plano de entrada que serd descrito mas adelante.

it) Programa IJKL
El programa IJKL emplea mucha de la informacién almacenada durante el proceso del
programa PSHONDO, como son las integrales atomicas mono y bielectrénicas que las
transforma en il&grales expresadas en términos de una base de orbitales moleculares.
Ademais, ordena los orbitales moleculares de acuerdo con su simetria, la cual estd asociada a
las diferentes representaciones irreducibles del grupo puntual al que pertenece la molécula.
Y finalmente, en el interior de cada simetria, los orbitales moleculares se numeran segtin el
orden energético creciente.

Este programa tiene valores definidos que no son parametrizables, entre los que
destacan el uso de 20 representaciones irreducibles del grupo puntual como mdximo, y un
mdximo de 120 orbitales atomicos de la base. Estd condicionado a que se ejecute el programa
completo y que la ejecucion previa sea la del programa PSHONDO. También realiza la
estimacion del niimero de orbitales ocupados a partir de la formula siguiente:

Numero de Orbitales Ocupados = (NE +1) /2
donde: NE es el niimero de electrones que se obtuvieron en el programa PSHONDO
Ademas, recibe como entrada 3 archivos que genera el programa PSHONDO

1.- El que contienen las integrales atomicas generadas

2.- Los orbitales moleculares calculados por SCF
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3.- Los datos obtenidos tales como el total de capas, el total de funciones base, el
nimero de electrones, carga de la molécula, estado de la multiplicidad, nimero
de orbitales ocupados, nimero de dtomos, nimero de ejes de simetria, y grupo

de simetria que seran reutilizados al inicié de la ejecucion del programa IJKL.

iii) Programa FOCK
Este programa junto con el programa IJKL, sirve de encadenamiento entre el calculo HF de
PSHONDO y el proceso de CI que se lleva a cabo con el programa CIPSI.

El programa FOCK cierra las capas y calcula las energias orbitales, las cuales
posteriormente se utilizan en la parte perturbativa del programa CIPSI. Ademds, diagonaliza
la matriz del operador de Fock para el caso de capa cerrada, es decir, cuando los orbitales
estan doblemente ocupados. Entonces como resultado se tiene una matriz diagonalizada de
m x m donde m es el nimero total de orbitales moleculares doblemente ocupados del sistema.
Mediante este calculo se define el determinante de referencia que sirve de partida para la
inclusion de los efectos de correlacién a nivel variacional y perturbativo, a través del uso del

programa CIPSI. [73]

iv) Programa CIPSI
Este método efectia correcciones perturbativas a segundo orden en forma iterativa, sobre
funciones multiconfiguracionales obtenidas a través del procedimiento de interaccién y
configuraciones (CI).

El programa CIPSI tiene como funcidn principal recuperar en buena medida la
energia de correlacion electrénica que no se contempla en los cilculos HF, esta energia se
calcula a través de interaccion de configuraciones con cdlculos multireferenciales (MRCI) a
niveles variacionales y pa’turbativos de segundo orden en Moller-Plesset; para que se lleven
a cabo estos cdlculos, la funcion de onda se expresa como una combinacion lineal de
determinantes de Slater que se representan en base a las excitaciones electronicas a partir de
un estado de referencia de capa cerrada (obtenido en el programa Fock). [74]

Por lo tanto, una vez que se tienen los orbitales moleculares etiquetados con su
simetria correspondiente (generados en IJKL), se puede estudiar cualquier estado excitado

posible cuya simetria sea la de interés. Este programa proporciona los estados excitados que
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correlacionan con el estado estudiado. De estos el programa selecciona los determinantes de
mayor contribucién, de modo que éstos estados forman un espacio configuracional, con el
cual el programa realiza un cdlculo variacional de la energia a través de la diagonalizacién
de la matriz asociada al hamiltoniano.

Los determinantes excitados con respecto a esta referencia se generan al sustituir uno
o mas espin-orbitales ocupados por un nimero equivalente de espin-orbitales virtuales
compatibles con la simetria del espacio y espin deseado [73].

Este sistema de programas acoplados para llevar a cabo cdlculos ab initio, estd
diseflado para una dimension de hasta 200 configuraciones, un total de 70 orbitales, 20
estados perturbativos y 600 determinantes. De este sistema de programas se obtienen los

valores del Determinante, la Norma, Diagonalizacion, Perturbacion y Energia total.

El programa CIPSI consiste en una seleccion iterativa de una primera clase de
determinantes {S}, cuyo peso en la funcion de onda exacta ¥, es mayor que un cierto
umbral 5

Dy pertenece a {S} si [{¥u|Dk)| > 1.

la cual es una aproximacion ampliamente usada para estudiar estados base y estados
excitados. Esta primera clase de determinantes es tratada variacionalmente

Ps= ) ID)(Dxl
K[s)

Ps es la proyeccion sobre el subespacio S. CIPSI es un programa de Interaccion de
Configuraciones en el formalismo hueco-particula a partir de un estado de referencia a
capas completas ¢, (determinante de referencia). Si noc es el nimero de orbitales ocupados
entonces ¢, se construye con 2 X noc espinorbitales:

¢o = |11+ iT--- nocnoc|

los orbitales no son forzosamente aquellos que diagonalizan el operados de Fock
correspondiente a capas completas

Pone Y 20,072

jeoce

mas bien la energia de referencia (¢, |H|¢,) calculada en el programa IJKL corresponde a
estos operadores. Los determinantes Dy excitados con relacion a esta referencia pueden
generarse sustituyendo uno o mas espinorbitales ocupados (huecos) por otros tantos de
espinorbitales virtuales (particulas) compatibles con la simetria del espacio y del spin
deseado.
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Primero se realiza un CI variacional dentro de un subespacio restringido de determinantes
de simetria adecuada (espacio S) de dimension NCF. As{ obtenemos bajo el estado M
considerado una funcién de onda multiconfiguracional ¥ y una energia variacional €,
tales que

PsHP|Wh) = EX W)

|1P'£,) se desarrolla sobre los determinantes de S, entonces la funcién de onda
multiconfiguracional resultante es

1) = > Gl IDe)
KeS

Se puede asi definir un hamiltoniano de orden cero:

NCF
Hy = Ey [P X ¥ + 1D XD, |
M=1
Dy es un determinante exterior a S. Analogamente se pueden calcular las contribuciones de
orden 1 ala funcién de onda:

(WyIH|D,)
¥3) =¥ + ﬁwr)
resy Mo
se le llama C; a la contribucién
¥y lHID;)
CMf = ED _ED
Y

Los resultados dependen obviamente del tipo de particion utilizado. Es asi perturbada a
segundo orden por los demds determinantes que no pertenecen a {S}

(¥ulHID,)?

E(Z) —
NP

1¢{s}

En la prictica la definicién de {S} es iterativa: comenzando en una propuesta inicial de {5}
uno elige los determinantes mds importantes de la correccion a primer-orden de la funcién
de onda. Si el coeficiente a primer-orden de D, es mayor que n* en la k-ésima iteracién

(wylH|D;)

k
AE |7

Dy es agregado a {S} y el proceso se puede repetir decreciendo n an**' < n¥. En tal caso
no hay una seleccion a priori del espacio de multireferencia {S}, cuya calidad se incrementa
progresivamente.
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La secuencia de programas ‘psn = ijkl = fok = gmcp => cipsi’ para un conjunto de bases,
se comienza a correr con la instruccién

%opsn <file.dat >file psn &

Con el fin de encontrar la energia de CIPSI
Ecwesi = Esce +  Epiag  +  Epegr

a partir de la energia de Hartree-Fock

0 2
g, o [PoHPSIER) = P19 | o _y  (BlH|P)
" ¥ = Xk Cnk Pk " O EE

Procedimiento de cdlculos ab initio PSHONDO-1JKL-GMCP-FOCK-CIPSI

La ejecucion del conjunto de programas acoplados inicia con el programa PSHONDO-1JKL-
GMCP-FOCK-CIPSI a partir de un archivo de entrada que se caracteriza por secciones

definidas a través de etiquetas con su respectivo conjunto de variables como se describe a

continuacién:

&HONDO: Variables generales del programa PSHONDO
IUNT= Tipo de unidad Si el valor es <=0 indica unidades atémicas; >0 para angstrom.
POP= True si el analisis de la poblacién electronica es requerido.

False de lo contrario.
GROUP=  Simbolo Schoentliesfgf§l grupo de simetria puntual. Los posibles simbolos son
C1 (Valor por Default), CS,CI,CN, S2N,CNH,CNV, DN, DNH,DND, CINFV,
DINFH, T, TH,TD, O, OH, L, IH.

NAXIS=  Orden de los principales ejes de simetria.

NPRINT= 0: Impresion normal de los resultados de todos los calculos.

: Impresién tnicamente de todas las integrales.

: Impresidn extensa solamente del conjunto de base.

: Impresion extensa del conjunto de base y datos de simetria.

: Impresion simple de 72 caracteres por linea.

: Impresion solamente de datos SCF después de cada ciclo.

: Impresion de analisis de poblacion de cada orbital molecular.

Valor default 4.

TIMLIM= Limite de tiempo interno que para el programa. El tiempo de CPU es
obtenido por el reloj del sistema y después es comparado con este valor. Valor
default 1750 segundos.

WIKL=  True si se ejecutard el programa IJKL al finalizar el PSHONDO.

False de lo contrario.
MULTIP= Multiplicidad. 1 para capa cerrada.

(o B T T R ™
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&END

&CENT: Variables con datos de las bases atdmicas y geometria de la molécula
ATOM=  Nombre atémico.
IATN= Numero atémico.
ZNUC= Carga nuclear.
NTYPG= Vector de la base Gaussiana contraida. Se define por el tipo de la capa como
sigue:
0: para capa s
1: paracapapol

2: para capa d
NCONG= Vector de primitivas contraidas en cada capa.
EXG= Vector de exponentes Gaussianos.
CSG= Vector de coeficientes de contraccion para las funciones s.
CPG= Vector de coeficientes de contraccion para las funciones p.
CDG= Vector de coeficientes de contraccion para las funciones d.
X,Y,Z= Coordenadas para cada eje respectivamente.

&END

&PSDINP:  Variables del pseudopotencial atémico. Solo si la variable PSEUDO= True
(Esta variable esta en cédigo duro en el programa PSHONDO y que por default tiene
ese valor).

NUMAT= Nimero atomico del &tomo que genera el pseudopotencial.
NBTYP=  Vector con los nimeros de términos en cada simetria.

APOT= Vector de exponentes de la parte exponencial.
CPOT= Vector de los Coeficientes.
NPOT= Vector de las potencias de R.

&END

&SCFINP: Lista de Variables para la convergencia de SCF
NPUNCH= Valor default 0. Indica orbitales de energia y orbitales ocupados.
BNAME= Siel valor es PSEUDO indica que se realizan célculos de tipo SCF Nesbet.
ANAME= VECTOR que indica que se dan vectores de prueba.

QN = Numero de orbitales ocupados (Si BNAME=PSEUDOQ). Valor default 2.
ALPHA= Coeficiente utilizado para formar la nueva matriz de densidad. Valor default
1.0.

NCONV= Criterio de convergencia. La convergencia se cumple cuando la variacion de
la energia entre dos ciclos SCF consecutivos es menor que el valor de
10.0NONV) ep valor absoluto. Valor default 6.
MAXIT=  Numero miximo de iteraciones. Valor default 30.
&END
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&VECINP:  Es requerido si los vectores de prueba se proporcionaron directamente dado
que la variable ANAME=VECTOR
IVEC= Numero positivo entero que especifica el archivo donde se leen los
Coeficientes.
&END

&IJKLIN: Variables para la preparacion de los datos que utilizard el programa ijkl
YORBF= F Indica que se ejecuté anteriormente el programa PSHONDO. El valor T es
para indicar que se ejecutd el programa PSHF que no estd considerado en el
alcance de este trabajo.
YRECSP= T Para indicar que se obtengan las degeneraciones de los orbitales, asi como
su simetria.
NTRANS= 0 Indica la transformacién de la Simetria.

YPRT= F Cuando no se requiere obtener el resumen de los célculos realizados en el
programa PSHONDO.

TDEG= Valor usado para la determinacion de las degeneraciones.

TREC= Valor usado para verificar la ortogonalizacién.

YWVECT= T si se obtiene del archivo la matriz completa de los orbitales moleculares por
representaciones irreducibles.
YFl1= T Si existe el archivo que contiene los orbitales moleculares del Calculo SCF
del programa PSHONDO.
&END

&ICINP: Variables para la preparacion de los datos que utilizard el programa CIPSI.
TITLE=  Nombre de la molécula y o dtomos involucrados en el cilculo.
METAT= Numero de estados que estdn perturbados. Valor Default 1.
NUMERO= Nombre de estados que estdn perturbados.
YION= F (valor por default) Cuando la excitacién en | no es infinita.
ISZ= 0 (valor default) Valor del estado S,
YPERTU= T Realiza calculos de perturbacién Moller-Plesset Baricéntrica.
YENVP=  F (valor default) No calcula la perturbacién Moller Plesset.
YENB= F (valor default) No calcula la perturbacion Epstein-Nesbet.
TEST= Umbral absoluto de la seleccion de determinantes por cada estado en la
perturbacion Epstein-Nesbet. Valor Default 0.5.
YKEEP= F Para no guardar en archivo los resultados variacionales de energia.
YMOYEN=F Para no escribir en archivo el Histograma de la Perturbacién.
TAU= Umbral de la seleccion en la escritura en archivo de determinantes para el
histograma. (Solo si la variable YMOYEN=T).
NCLASS= Nimero de limites del histograma, los valores se definenen la variable AVAL.
Valor default 10. (Solo si la variable YMOYEN=T)
AVAL= Valores de los limites del histograma. (Solo si YMOYEN=T)
&END

Ejemplo: Entrada para calcular estados de energia de niquel
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&HONDO
IUNT=0,
POP=TRUE.,
GROUP='CNV' NAXIS=2,
NPRINT=0,
TIMLIM=80000.,
WIIKL=TRUE.,
MULTIP=3, &END
&CENT ATOM='NI', IATN=28, ZNUC=10.0,
NTYPG=3*%0,3%1,3%2,
NCONG=1,1,1,1,1,1,3,2,1,
EXG=0.689923,0.156842,0.052230,
1.199960,0.218215,0.068306,
32.880202,9.028273,2.944905,1.039471,0.378960,0.139114,
CS8G=-0.254483,0.533751,0.637711,
CPG=-0.048703,0.535795,0.573695,
CDG=0.053138.,0.240617,0.442008,0.382806,0.200701,0.045905,
X=0.0,Y=0.0,Z=0.0,
&END
&CENT &END
&PSDINP NUMAT=28, NBTYP=0,2,14,
APOT=2%*1.021538,1.400000 4*2.738530,
CPOT=10.550132,16.418257,
-0.581050,
-1.012088.-6.353834,6.655059,-11.008880,
NPOT=-1,-2,-2,0,-1,-2,0,
&END
&SCFINP NPUNCH=-1, BNAME=PSEUDO', ANAME=VECTOR',
QN=6%1.333,1,1, ALPHA=0.8, NCONV=7, MAXIT=30, &END
&VECINP ivec=12,
&END
&IJKLIN yorbf=f, yrecsp=t, ntrans=0,
yprt=f, tdeg=1.0d-7, trec=1.0d-7, ywvect=t,
yfll=t,
&END
&MCINP nconv=4, irest=0, mspin=3, iskip=0,
idiagn=2, idp=1, iprinm=1, tdeg=1.0d-7, niter=60,
&END
&conf idoc=1,1,3,5, isoc=2,2.6.6, &end
&conf &end
&ICINP TITLE=ni',
TOCOM=2,1,3*2.1,
METAT=1, NUMERO=1,
yion=f, isz=0,
yPERTU=t, yENVP=f, yENB=f, TEST=0.01, yKEEP=f,
yMOYEN=f, TAU=0.001, nclass=9,
aval=0, 1.d-4, 1.d-3, 3.d-3, 5.d-3, 7.d-3,9.d-3, 1.1e-2, 1.,
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&END
M26

&MOYEN TAU=1.0D-3, MAXDET=30000, &end

Ejemplo: En el caso del dtomo de oro, los valores numéricos de las bases se consiguen de la

siguiente manera

” Au [Xel4f '5d"6s

FCCa=4.078 A
Atomo Configuracion Valencia Esquema. de
contraccion
Au [Xel4f' 5d"%s! (3s3p4d)/[111/21/211]
C [He] 252p? (4sdpld)/[211/211/1]
N [He] 2s72p’ (4s4pld)/[211/211/1]
0 [He] 2522p? (4sdpld)/[211/211/1]
C [He]2s?2p? Dunning d(0.75)
"N [He]2s*2p® Dunning d(0.80)
80 [He]2s?2p* Dunning d(0.85)
Bases de R.B. Ross, W.C. Ermler, P.A. Christiansen [75]

H — He Li— Ne Na - Ar
cc—pVDZ [2slp] — 5 func [3s2pld] — 14 func [4s3pld] — 18 func
cc—pVTZ [3s3pld] — 14 func [4s3p2d1£f] — 30 func [5s4p2d1f] — 34 func
cc—pVQZ [4s3p2dlf] — 30 func  [5s4p3d2flg] — 55 func [6s5p4d3f2glh] — 59 func

Bases Funciones primitivas Funciones Contraidas
cc— pVDZ 9s4p,1d4s,1p 35,2pld/2s,1p
cc— pVTZ 10s,5p,2d,11/5s,2p,1d 4s,3p,2d,11/3s,2p,1d
cc— pvVQZ 125,6p,3d,2f,1g/6s.3p,2d,1f S5s4p,3d,2f,1g/4s.3p,2d, 1f
cc— pVSZ 145,9p,4d,31,2g, 1h/8s,4p,3d.2f, 1 g 6s,5p4d,31,2g, 1h/5s,4p,3d,2f,1 g
cc— pV6Z 165, 10p,5d.4£,3g,2h, 1i/10s,5p,4d,32¢ Ih 7s.6p,5d.4f,3g,2h, 1i/6s,5p.4d, 3.2, 1h
$HONDO
IUNT=1,
GROUP='CNV', NAXIS=2,
NPRINT=0,

WUKL=.TRUE.,
TIMLIM=80000.,
MULTIP=2,

$END

$CENT ATOM='Au', IATN=79, ZNUC=11.0,
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NTYPG=3*02%1,3%2,

NCONG=1,1,1,2,1,2,1,1,

EXG=0.4409000,0.2626000,0.0617000,
0.6642000.,0.1073000,0.0319000,
1.3517000.,0.5149000.0.1994000,0.0776000,

CSG=-0.7478000, 0.8176000, 0.8113000,

CPG=-0.0459000, 0.3778000, 0.7233000,

CDG=0.4787000, 0.4582000, 0.2203000, 0.0412000,

X=0.0, Y=0.0,7=0.0,

$END

En este caso, los datos de los coeficientes de contraccidn de las funciones s, p, d y el vector
de exponentes se obtienen de la referencia [75]

5d,6s,6p Valence Space [75]

C (n=0) Exp. C (n=5) C (n=4)
(-0.2909) (-0.2927
1.2599 0.4409 -0.7478
-1.5250 0.2626 0.8176
-0.2533 0.0617 0.8113
0.6171
0.5872
(-0.1274)
0.6642 -0.0459
0.1073 0.3778
0.0318 0.7233
(-0.4516)
1.3517 0.4787
0.5149 0.4582
0.1994 0.2203
0.0776 0.0412
Pseudopotenciales

Los pseudopotenciales atdmicos se utilizan para simular los efectos debidos a los electrones
del carozo atomico, y de esta manera simplificar el problema electrénico molecular. Se
requiere de un cilculo con pseudopotenciales que reproduzca correctamente el espectro
monoelectronico correspondiente a los orbitales de valencia de atomos diferentes, los
cuales son responsables de la formacién o no de enlaces quimicos. Esto se expresa a través
de la condicién:

Flps‘f)v = eydy
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En donde FLpS es el operador monoelectrénico de Fock, ey es la energia orbital de un
célculo con todos los electrones relacionada con el orbital verdadero de valencia vy, y ¢y
es el pseudo-orbital de valencia. Con el fin de reproducir las propiedades moleculares, el
pseudo-orbital ¢y debe ser practicamente idéntico al orbital verdadero ¥y en la region de
valencia. Durand y Barthelat [76] la determinaron extendiéndose mas alld del radio del
carozo Rc que corresponde al punto de interseccién entre el orbital del carozo de la capa
inmediatamente abajo y el orbital de valencia verdadero .

{Jm ax

w = Z Wepx (6, ¢'J

£=0

En donde P, es el proyector sobre los armonicos esféricos de orden £, y la parte radial estd
dada por
n
W, = e=ar? Z Cormi £ =012
i=1

Los nombres de las variables corresponden a entradas en el programa PSHONDO tales que

NBTYP =n,
APOT =g,
CPOT = (;
NPOT =n,

Una base Gaussiana estandar en coordenadas cartesianas se optimiza sobre el estado
fundamental del dtomo con el pseudopotencial precedente. Estas bases, generalmente
formadas de cuatro primitivas, pueden contraerse.

SPSDINP NUMAT=6,8,79, NBTYP=0,7.0,0,0,7.000,14,14,14,14,
APQOT=3.81909999, 4.17320001, 6.27069998, 12.21120000,
5.35280001, 18.06680012, 51.61590004,
224790001, 2.40490001, 4.37400001, 2.18920001,
10.02859998, 34.19799995, 100.00389957,
1.22479999, 1.43359995, 1.89289999, 2.69630003, 3.9899001 1, 6.00549984, 14.58259964, 3931069946,
0.96569997, 2.29040003, 6.43839979, 16.36459923, 55.98929977, 171.10139465,
0.90640002, 1.03110003, 1.32869995, 1.90369999, 2.83640003, 4.58839989, 11.19810009, 32.29570007,
0.96569997, 2.29040003, 6.43839979, 16.36459923, 55.98929977, 171.10139465,
0.29310000, 1.03009999, 2.01859999, 3.43919992, 5.15789986, 2.51489997, 8.06239986, 41.02849960,
0.96569997, 2.29040003, 6.43839979, 16.36459923, 55.98929977, 171.10139465,
0.43349999, 0.50970000 0.57959998, 0.77109998, 2.59349990, 8.39070034, 6.92939997, 22.25889969,
0.96569997, 2.29040003, 6.43839979, 16.36459923, 55.98929977, 171.10139465,
CPOT=-4709821510,71.58925819, 4.67536402, 303797001,

40.55931300, 4.07454997, -1.43484600,

1121630394, -1634447694, 1 04294400, 2.19389099,

£0.79842000, -5.76684701, - 1.48645601,

-84 96929932, 28017764282, -354 64355469, 334.33 190918, -219 39260864, 170.85874939, 56.33872986, 640929985,
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098690200, 9.68630600, -32.57246399, -118 5308761 6, -286 25463867, -51.27423096,
-6.91 190100, 72.12546539, -114 97533417, 123.61668396, -71.13571167,79.01660156, 51.28700638, 565198278,
098690200, 9.68630600, -32.57246399, -118 5308761 6, -286 25463867, -51.27423096,
O.11365700, -2.40402508, 6258 111572, 25544717407, -161.80647278, -175 77076721, 63.62079239 6.7 5031996,
AL98690200 ., 968630600, -32.57246399, - 118 53087616, -286 25463867, -51.27423096,
-47.60779953,176 31802368, -168 67689514, 54 49244690, 37 71539307, -24.13967514, 49.1 6802216, 4.75958586,
AL98690200, 968630600, -32.57246399, - 118 5308761 6, -286 25463867, -51.27423006,
NPOT=00.1.-2,
00.-1,
0.0.-1.-2,
0.0.-1,
0.00000,-1.-2,
000001,
0.00000,-1.-2,
000001,
0.00000,-1.-2,
000001,
0.00000,-1.-2,
000001,
$END

Los valores de APOT resaltados en negritas han sido reportados en la referencia [75].
Dichos datos se mencionan enseguida

Atom nyi Exp. Cii
Gold - 5d, 6s, 6p, Valence Space

s-g 2 1.2248 -84.969303
2 1.4336 280.177643
2 1.8929 -354.643566
2 2.6963 334.331909
2 3.9899 -219.392605
2 6.0055 170.858744
1 14.5826 56.338731
0 39.3107 6.409300

p-g 2 0.9064 -6.911901
2 1.0311 72.125463
2 1.3287 -114.975335
2 1.9037 123.616682
2 2.8364 -71.135709
2 4.5884 79.016603
1 11.1981 51.287008
0 32.2957 5.651983

d-g 2 0.2931 -0.113657
2 1.0301 -2.404025
2 2.0186 62.581116
2 3.4392 255.447176
2 5.1579 -161.806480
2 2.5149 -175.770760
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8.0624
41.0285

0.4335
0.5097
0.5796
0.7711
2.5935
8.3907
6.9294
22.2589

0.9657
2.2904
6.4384
16.3646
55.9893
171.1014
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63.620792
6.750320

-47.607799

176.318029
-168.676897
54.492446
37.715395
-24.139676
49.168024
4.759586

-0.986902
-9.686306
-32.572463
-118.530878
-286.254646
-51.274231




5.2 Disponibilidad de Programas

El programa HONDO fue inicialmente desarrollado en Francia para resolver problemas de
fisica atdbmica y molecular. Uno de sus desarrolladores vino a una estancia en México, y junto
con investigadores mexicanos se desarroll6é una version muy utilizada en calculos pioneros

de catalisis.

El programa HONDO, en México se conoce como PSHONDO-IJKL-GMCP-FOK-CIPSI, y
sirve para resolver problemas de pocos dtomos. Una de sus debilidades es encontrar las bases
apropiadas al sistema en estudio que permitan credibilidad en la solucidn, y la otra es que en
México ha quedado rezagado su desarrollo en crecer a sistemas Full CI. En la Universidad
de Toulouse (en Francia), dicho programa ya ha sido extendido a cdlculos Full CI, y se
desconoce su disponibilidad. Sin embargo, quien lo aprende a utilizar artesanal y
eficientemente consigue tanto una base como una interaccién de configuraciones apropiada.
Esto se ha logrado para muchos sistemas que ya se han publicado para problemas ab-initio
de sistemas pequefios de dtomos y moléculas, y es muy ttil para comparar su solucion contra
las de otros programas mas evolucionados. Esta disponible en plataforma Linux Red Hat para
aquellos que lo conocen en algunas instituciones como: UAMA, IFUNAM y TecNM/ITT

(en México).

GAMESS es otra version del programa HONDO vy es libre, estd disponible en internet bajo
su previa solicitud. No obstante, GAMESS es usado de una manera distinta a la forma en que

se usa PSHONDO-1JKL-GMCP-FOK-CIPSI.

El programa Gaussian es uno de los mas empleados, y fue libre durante mucho tiempo: sin
embargo, ahora en un software de Licencia. Es un software muy robusto que deja resolver
problemas no solo de Fisica Atdmica y Molecular, sino también de Quimica Cuantica dados
los médulos de DFT que tiene integrados. También aparece en uno de los mddulos de
BIOVIA Materials Studio, y por ejemplo, dada su versatilidad para realizar
computacionalmente analisis espectroscopicos, sirve para estudiar oxidos metdlicos, o
interacciones oxigeno-metal; sin embargo, no se puede ejecutar como cualquier otro

programa de MS Modeling.
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El software NWChem, que es un programa alternativo a Gaussian, nos ha permitido hacer
célculos de Dinamica Molecular Born-Oppenheimer, en los que los calculos ‘single-point’
son superados imponiendo una velocidad a la particula escogida para atacar la otra, aunque
los resultados solo aparecen en funcién del tamafio de paso en femptosegundos. En el analisis
de la dindmica cudntica, cada nicleo sigue una trayectoria newtoniana debido a las fuerzas
derivadas del potencial del electron mas la fuerza electrostatica ejercida por las otras
particulas nucleares. El enfoque autoconsistente se considera convergido o terminado cuando

se obtiene una tolerancia de 0.00001 tanto para la energia como para la densidad [77].

QUANTUM EXPRESSO es un programa libre, que puede hacer lo que hace VASP aunque

no tan rdpidamente.

VASP es un programa de Licencia que es muy titil para hacer calculos entre carbono, gases
y metales. Es muy apropiado para el tipo de célculos que cualquier investigador dedicado a

cdlculos computacionales desearia tener.

BIOVIA Materials Studio es un programa (de licencia) interactivo muy versétil, con el cual
se pueden realizar calculos: semiempiricos, mesoscopicos, poliméricos, de teoria de
funcionales de la densidad (DFT), de dindmica molecular (tanto clasica como cudntica), de
dindmicas de particulas disipativas, y de estado sélido (CASTEP), al menos. Es muy
apropiado para el tipo de calculos que se desarrollan en el Instituto Tecnoldgico de Toluca,
dado que es de facil uso tanto para estudiantes como profesores. Su versatilidad incluye el
poder hacer cdlculos con computadoras de escasos recursos, y se consiguen cilculos mds
facilmente conforme el poder de computo en hardware adquiere mayores dimensiones en

recursos.
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ANEXOS

ANEXO A

Relacion Fundamental de la Termodinamica.

Se dice que un sistema es homogéneo, si sus propiedades que lo describen permanecen
invariables en toda su extension espacial. En caso contrario el sistema es inhonogéneo. Se
sabe que cantidades tales como el volumen V, la masa m, y la fraccion mole 1, de un sistema
son llamados variables extensivas ya que sus valores dependen de la cantidad de materia
presente en el sistema’, mientras que variables tales como la temperatura T, la presién p, y la
fraccién mol x; de la componente i son variables intensivas, ya que tienen valores definidos
en cada punto del sistema. El valor de una variable intensiva puede ser el mismo en todo el

sistema o cambiar de un punto a otro.

El principal objetivo de la Termodinamica en el estudio de un sistema especifico es
determinar la Relacion Fundamental de la Termodindmica (R F T). Para un sistema

unicomponente se tiene que:
S =S[U.n, V], (AD)

endonde S es la entropia, n es el nimero de moles 0 masa, U es laenergia y V es el volumen.
Si se conoce explicitamente la R F T, entonces es factible deducir el comportamiento del
sistema en cualquier punto del espacio termodindmico (generado por la Energfa, la Entropfa,
el Volumen y el nimero de moles de la especie contenida en el sistema)®. Es decir, toda la
informacion relevante acerca del sistema estudiado estd contenida en la R F T. La
especificacion de dicha R F T puede llevarse a cabo haciendo diversos niveles de descripcion,

dependiendo del interés y la complejidad del proceso que se desea estudiar.

* I Prigogine and R. Defay “Chemical Thermodynamics” Longmans Green and Co. London,New York, Toronto,
1954, Ist Edition.
* Callen HB. Thermodynamics, I. Wiley N.Y. 1966
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A continuacion, se vera de una forma muy simple como se puede deducir los
potenciales termodindmicos a partir de la R F T. Sobre la base de las dos primeras leyes de
la termodindmica para procesos reversibles: 1" dU = dQ — PdV + pdn , y 2°. dS = i_Q

Sustituyendo la primera en la segunda ley de la termodindmica se obtiene la expresion

ds = %(dU + PAV — pdn), (A2)

y como la diferencial de la entropia estd dado por

=] =) =]
ds =B au+ B av + 9 g, (A3)
au av on

entonces los pardmetros extensivos estdn relacionados a los intensivos de la siguiente

manera
[ s J =1 (Ad)
aU L] T
[ﬁ] _P (AS)
av U T
[@J = (A6)
on Jyy T

De la ecuacion (A2) se obtiene
dU =TdS — PdV + udn , (AT)

la cual es una forma alternativa de la R F T para la energia del sistema, que de manera general

se puede expresar como

U=U[S,V,n] (A8)
Cuya diferencial estd dada por
dUu :[a—U; dS+[a—UJ dav +[6—U) dn . (A9)
08 Jy OV Jsm on Jsy
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Las derivadas parciales que aparecen en la ecuacién anterior son conocidas como los

pardmetros intensivos. Dichos parametros quedan entonces definidos de la siguiente

manera
EGU} =T, la temperatura (A10)
6S V.n
- ( A P, la presion (A1)
av 5.

i, el potencial quimico . (A12)

{au
6}‘1 5V

Este conjunto de variables intensivas se puede expresar en términos de los pardmetros

extensivos independientes S, V, n, es decir, por ejemplo, para un gas ideal monoatémico

A
T:T},{V"chp[i[i—s—")]} , (A13)
Vi, R\n n,

en la cual se aprecia claramente que:

T=7(S,V,n), (Al4)
o bien también puede quedar como funcién de

P="P(S.V.n), (AI5)
0 = S,V,n), (A16)
las cuales son llamadas ecuaciones de estado. Si las tres ecuaciones de estado son conocidas,
pueden ser sustituidas en la ecuacion (A7), recuperando asi la ecuacion fundamental al
integrar dicha ecuacion. Entonces, la totalidad de las tres ecuaciones de estado es equivalente

alaR F T,y contiene toda la informacién termodindmica acerca del sistema.

Sien laecuacién (A8) para la energia U se reemplaza la entropia S por la temperatura
T bajo una transformada de Legendre, es decir de la ecuacién (A7 ) se obtiene
dU =TdS + 5dT — SdT — PdV + pdn , (A7)
d({7 —TS)=—SdT — PdV + pudn (A18)
de donde se tiene que la energia libre de Helmholtz esta dada por

F=U-TS, (A19)
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donde F=F(T.,V,n), (A20)

[
[

[GFJ =u, el potencial quimico . (A23)
on Jry

E

} =-S, la entropia (A21)
V.

2

a5
=<

J =—P, la presion (A22)
T.n

Andlogamente, sien la ecuacion (A8) de la energfa U se reemplaza el volumen V por

la presién P bajo la transformada de Legendre, se obtiene la entalpia

dH =TdS + VdP + udn

H=U+PV, donde H= H(S,P,n), (A24)

il
&) -m.

O‘S P

MY o,

(FP\P S

oH
=] TH-
on R

Una vez mas, si en la ecuacion (A8) de la energia U, y bajo la transformada de Legendre se

reemplaza tanto la entropia S por la temperatura T, como el volumen V por la presion P, se

obtiene la energia libre de Gibbs

dG = —=SdT +VdP + pudn ,

G=U-TS+PV, donde G=G(T.P.n). (A25)
(GG) =-S, la entropia (A26)
- V.
[GG =V, el volumen (A27)
aP T.n
(GG =u, el potencial quimico. (A28)
on )y
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Nétese, ademds, que de la definicion de la propiedad homogénea de primer orden se tiene

que para cualquier A

U(AS. AV, An)= AU(S .V .n).

(av(zs,zv,m)} 6(AS]+(6U(AS,AV,M)J a(zv)+{av(zs,zv,zn)J G(M):U
PYES Y] EY L, oA 018 L oA
6U(S,V,H)S . GU(S,V,H)V . 6U(S,V,n)n —u.
as ov on
TS —PV+ un=U ,
de donde G=pn. (A29)

Por 1tltimo, si en la ecuacién (A8) de la energia U se reemplaza tanto la entropia S por la
temperatura T como el niimero de moles # por el potencial quimico p bajo la transformada
de Legendre, se obtiene el gran potencial termodindmico

Q=F—n, donde Q= Q(T,V,,u) . (A30)
En este caso la diferencial de la ecuacién (A30) esta dada por

dnz[@] dr+[@] dV+[@J dut - (A31)
or )y, v ), ou ),

Por otra parte, la ecuacion (A7) se puede expresar de la siguiente manera:
dU — 8dT + 8dT =TdS — PdV + pdn — ndy + ndyt (A32)

acomodando términos adecuadamente, esto se reduce a

d[U = N —;.m] =—8dT — PdV —ndy:.- (A33)
donde Q=U-TS— un, (A34)
por lo cual

(@] =-S5, (A35)
aT V.u

[ﬂ@} =—P, (A30)
oV Jr,

[aﬂ) —n. (A37)
OH )y

En este caso, nétese que de las ecuaciones (A29) y (A30) se obtiene
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Q=F - un=-PV. (A38)

Si tuviéramos el sistema en dos fases, con interfaz de separacion, entonces

Q=-PV+A, (A39)
en donde ¥ es la tension interfacial, y A es el drea de la interfaz. Una demostracion de la
ecuacion (A39) se puede obtener considerando, ¢/ =U[S,V,A,n|., F=F(T,V,An),

G=G(T.P.y.n), H=H(S,P.y.n) y Q=Q[T,V,A, 1] de tal manera que

oQ cu oF
[_J :[_J :[_J Sy [ﬁ] _[ﬁ} —A. (AdO)
aA TV, u aA SV aA 5. V. 8}/ S.V.n 8}/ T.FPn

Ademas, cuando se efectia trabajo sobre un sistema en equilibrio:

dW = —PdV + A , (A41)
entonces el cambio en la energia queda descrito como

dU = TdS — PdV + WA + udn , (A42)
sustituyendo estd en la diferencial de la ecuacién (A19) se determina que el cambio de la
energia libre de Helmholtz esta dado por

dF = —SdT — PdV + ydA+ pdN , (A43)
definiendo ahora a la entalpfa como H = U + PV — yA se encuentra que

dH =TdS + VdP — Ady + udn (A44)
y definiendo a la energia libre de Gibbs como G = U + PV — yA—TS se encuentra que

dG = —SdT +VdP — Ady + udN . (A45)
de la definicion de la propiedad homogénea de primer orden se tiene que para cualquier A
G(T,P,y,An)= AG(T,P,y.n), (A46)

y derivando con respecto a A

6-(Z) () E) )
OAn ) s ar.py\ OA onJrp,

por lo cual

U+PV TS —yA=n, (A48)

de la cual por la ecuacion (A34) es evidente que se encuentra la ecuacion (A39).
Estos son algunos de los conocidos como potenciales termodindmicos que son

funciones transformadas de Legendre de la energia, y que también constituyen cada uno de
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ellos una R F T; es decir, de cualquiera de ellos se puede obtener toda la informacidn

termodindamica acerca del sistema.
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ANEXO B

Energia de Interaccidn de Sistemas Dipolares

Se sabe que la energia de interaccion para sistemas dipolares es

W=-—p-E (B1)
ycomo F=-VW (B2)
entonces

F=-V(-p-E)=V(p-E)

:Ex(pr)+px(VxE)+(E-Vh3+(p.v)E (B3)

Como p es constante, el primer y tercer términos desaparecen, y como E es conservativo
entonces VxE =0, por lo tanto

F=(p-V)E (B4)
Como el trabajo para llevar una particula desde un punto hasta otro en un campo conservativo

estd dado por
W =—[F dr (BS)
dicho trabajo es la misma energfa de interaccién. Entonces

W=—[(p-VIE-dr =—[(p-V)E(dxi +dy] +dzk) (B6)
En coordenadas cartesianas

(pVIE=(p-gr d)E=(p-gradE, )i +p- gra dkt, )j+ (p- gra dE e (B7)

por lo cual

W=-|lp-VE dx+p-VE dv+p-VE dz
[lo-vE, : )

oF .

=—[(p.dE, + p dE, + p dE.)

=—J.p-dE

Dado el momento dipolar inducido (ecuacién 39), se encuentra que

W= —]EaEl (B9)
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ANEXO C
Teoria de Perturbaciones Estacionarias.

Con esta teoria se trata de encontrar los cambios en los niveles de energia discretos y
eigenfunciones de un sistema cuando se aplica una perturbacién pequeiia. Se supone que el
Hamiltoniano H en la ecuacién de onda de Schrodinger se puede escribir como la suma de
dos partes. Una de estas partes H, es de estructura tan simple que su ecuacién de Schroédinger

puede ser resuelta, y la otra parte H” es tan pequefia que puede ser tratada como una

perturbacion de H,.
H=H,+H'

Hy =Wy (cn
Hyu,=E u,

Caso No-degenerado

La suposicion de que H” es pequefio sugiere que desarrollemos las eigenfunciones y
eigenvalores perturbados como series de potencias en H”. Esto se hace en términos de un
parametro A tal que las potencias cero, primera, etc., de A corresponden a los drdenes cero,
primero, etc., del calculo de perturbacion. Reemplazando H” por AH" y expresando v y W
como series de potencias en A. Suponiendo que estas dos series son analiticas para A entre
cero y uno. Se tiene que, los diferentes ordenes de la aproximacion de perturbacion son dados

por los coeficientes de las diferentes potencias de A.

La funcién de onda y el nivel de energia perturbados son escritos

W=, A A, + Ay

1 (C€2)
W =W, + AW, + PW, + ’'W, +---

y son sustituidos en la ecuacion de onda para dar

(Hn +;LH’](W0 + Ay, +"']=(Wn +W, +"'](Wn + Ay, +] (C3)
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bajo la suposicion de que la ecuacion (25.3) es vilida para un rango continuo de A4, se pueden
igualar los coeficientes de potencias iguales de A en ambos lados, para obtener una serie de
ecuaciones que representan sucesivamente érdenes superiores de la perturbacion.

Hyy, =Wy,

Hyy +Hy, =Wy, +Wy, (C4)

Hyy, +H'y, =Wow, + Wy, + Wy, etc.

La primera de las ecuaciones (C4) significa que y, es cualquiera de las eigenfunciones no-
perturbadas, como se esperaba. Por lo tanto, se pone

'?u(] = um ’ WG = Em (CS)
este estado u, es supuesto ser no-degenerado, aunque otras eigenfunciones no-perturbadas

pueden ser degeneradas.

Perturbacion a primer orden.

Esta implicito en el presente tratamiento que el estado u,, no-perturbado es uno de un
conjunto discreto (aun cuando el conjunto completo de u+ puede ser parcialmente continuo),

puesto que de otro modo no interesaria sujetarla al cilculo de la energia perturbada.

Expandiendo y7 en términos de u»
':VJ = Zar{rnun (C6)

La substitucion de la ecuacion (C6) en la segunda de las ecuaciones (C4) da

1 [ _ 1
ZanHOHn + H unr - Enrzan”’n + “]]unr
n n

Reemplazando Hou, por Eauts en el primer término, multiplicando por i, , e integrando sobre

todo el espacio,
[aYaEu,dr+ [a,Hu,dr = [ a0 E,udr+ [5,Wu,dr
y haciendo uso de la ortonormalidad de las u+ se tiene que

aE, + [ H'u,dt = a{'E, +W,o

ket
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es decir, reacomodando términos

ai]} (Em - Ek )+ ‘/V]a‘brr = jﬁi H ’“mdr = H;m (C7)

donde la integral de la derecha es el elemento de matriz km de la energia H” en la

representacién en la que el hamiltoniano H, es diagonal (H"m = jD" (r)Ho, (r)dr].

Sitomamos k = m en la ecuacién (C7), vemos que

Wi=H,, (C8)
que es el valor esperado de H " para el estado m. La ecuacién (C7) también da
H’
al) = o k#m (C9)
Em - Ek

.. . . 1 - .
entonces una solucién a primer orden en H’, excepto que a,{,,) atin no es determinada; es

obtenida debajo de la normalizacién de y.

Perturbacion a segundo orden

Las soluciones de segundo orden en H™ son encontradas de la tercera de las

ecuaciones (C4) en la que se substituye

W! = Zay{rz}an (CIO)

para dar

(2) ' , _ (2) (1)
Zan Hﬂun + H Zan H" - Em Zan H" + l/V] Zan H" + WZum
n n n n

Como antes, se reemplaza H,u, por E,u, en el primer término, se multiplica por i, y se

integra sobre todo el espacio para obtener

af (Em - Ek ) = Zar{r]}H:m - “/Jal{c” - WZCS‘AJM (Cl 1)
Siahora ponemos k = m, vemos con la ayuda de (C8) que
2
. H' H' |H.|
W. = a{]}H’ — mn” " nmo_ mn C12
? ; ! " ; EJ'H - EH ; EJ'H - EH ( )

donde la prima sobre sigma denota la omision del término # = m de la suma sobre n.
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Similarmente, si k # m en la ecuacién (C11) obtenemos

(2) ' H.:.rr H :rm H;m H:mn CEE}HL"
= — + , k # C13
ai z (Em - Ek )(Em - E:r ) (E - E}; )1 Em - E.k " ( )

I

- . (2) (1
Entonces tenemos una solucién a segundo orden en H™ excepto que tanto ¢, como d,,

alin no han sido determinadas. Para encontrarlas se debe normalizar.

Normalizacién de

Puesto que ¥/, se escoge igual a u,, , ¥ ya estd normalizada a orden cero. Entonces,
si la integral de normalizacién “'|w|zdr se pone igual a la unidad para todos los drdenes de

A,cuando i estd dada por (C2), obtenemos

j('}”nW] +@y T =0 a primer orden
j(w(, 7, + WV, + |, |2}1’r =0 a segundo orden
Esto ala vez da

m*
a, =0

m

W20 _ 2) 2)
a, + a—m =0 ’ a)) +a—}£r_j +Z

1 2 C e .
Las partes reales de a,{”} y a{"} estan fijas por estas relaciones, pero sus partes

imaginarias no lo estin. La eleccion de las partes imaginarias de estos coeficientes es
equivalente a la eleccién de una nueva fase para y en cada orden del cédlculo; esto otra vez
afecta la fase del siguiente término de orden superior en . No hay pérdida de generalidad

involucrada en hacer la simple eleccion de cero paraestas partes imaginarias, caso en el cual

2

5 1
a =0, af=-l3po

Nétese que las energias perturbadas son independientes de esta eleccidn.

La energia y la funcion de onda a segundo orden en H” son entonces (poniendo A=1)

=L
W=E,+H,,+Y ﬁ (C15)
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[#

"

B3| =

(E

"

. H ! ) H 4 H ' H ] H ]
V=u, +Z LL{J‘_F Z Z kn™ " nm _ Jon L wnm by —
k Enr - E}; k n (Em - Ek XE," — E") (Enr — Ek )
Se sigue de las ecuaciones (C8) y C(12) que el cilculo de W a un orden dado en H”requiere

el conocimiento de i solamente al siguiente orden mds bajo.
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ANEXO D

ATOMO DE HIDROGENO

Para encontrar una expresion de la funcion de onda que describa el movimiento del
nicleo y del electrén de un dtomo de hidrégeno, se necesita resolver la ecuacion de onda de
Schrdodinger de la mecdnica cudntica. Es importante comentar que la mecdnica cldsica no
puede describir el movimiento de los dtomos; sin embargo, si el sistema es suficientemente
grande y si nuestra demanda de la medicién de exactitud no es demasiado rigida, la
mecdnica cldsica deberia proporcionar una buena aproximacion al movimiento del sistema.

Esto es bien conocido como el limite cldsico de la mecdnica cudntica.

La ecuacion de onda de Schrodinger unidimensional se puede expresar como

-

Hy ()= -1V (D1)
i ot

donde wes la funcién nda que describe el movimiento del &tomo y H es un operador

cudntico hermitiano tal que el principio de correspondencia se satisface cuando dicho
operador H —como funcidn de las variables cudnticas p (momento lineal) y x (posicién)}—
es el mismo que el hamiltoniano clasico como funcion de las variables cldsicas

correspondientes. De esta manera, en realidad, H es el operador hamiltoniano:

H=L 41v(x) (D2)
2m

es decir, H es la suma de las energias cinética {T = ;}__J y potencial (V(x)).
m

Por lo tanto, el hamiltoniano del atomo de hidrégeno en tres dimensiones se puede

expresar como aquel de dos particulas de masas sz, y m,:

H:—h—_ a_j+a—_j+a—_j _ a_j+a—_j+ a_j AV, Y1 0202 X502 220 01) (D3)
2m \ ox, oy, 0z, ) 2m,\dx, 0oy, 0Oz, ST

Si ahora la energia potencial depende solo de las coordenadas relativas, tal que
V=V(x, —x,,¥, — ¥»,2, — 2, )- Ademds, si se definen las coordenadas relativas x, y, z, y las

coordenadas del centro de masa X, Y, Z por
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X=X —X,

=
I
=
|
-
(3
&
Il
ks
|
&
(3

(D4)
MX =mx, +m,x, MY =my, +m,y, MZ =mz, +m

(=
£
(=

Aqui M = m, +m, es la masa total del sistema. En términos de las nuevas coordenadas el

hamiltoniano estd dado por

H:—L 8‘1 + 6'1 + 6‘1 B + o + 8‘1 +V(x,y,2) (D5)
2M\exX- oY~ é&éZ- 24t

o’ eyt ez’

mm, .
donde g =—— es la masa reducida.
m, +m,

La ecuacion de onda de Schridinger tridimensional se puede resolver por

separacion de variables:
wlx,v.2,X. Y. Z.t)=ulx,y,2)U(X.,Y.Z)f(r) (D6)

con lo cual la ecuacion de Schrodinger se reduce a las tres ecuaciones diferenciales

2

—— NV*+Vu=Eu (D7a)
2u
M Gy~ pu (D7b)
oM
Eap=-219 (D70)
i f ot

donde los operadores laplacianos v* en la primera y segunda ecuaciones implican
diferenciacion con respecto a las coordenadas relativas y del centro de masa,

respectivamente.
La solucién de la ecuacidn diferencial (D7¢) que depende del tiempo es

Ci(E+E )

flt)=Ce 7 (D8)

La ecuacién (D7a) describe el movimiento de las dos particulas, y es la misma que la
ecuacion para el movimiento de una particula que tiene la masa reducida g en una energia

potencial externa V. La ecuacién (D7b) dice que el centro de masa del sistema de dos
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particulas se mueve como una particula libre de masa M. Expresando la ecuacion (D7b) de

la forma

v + 2ME

U=0 (D9)

n!

Notando que para una particula libre g’ = ;_ y sabiendo que p = Ak se tiene que
m

VU +kU =0 (D10)
separando variables se encuentran tres ecuaciones diferenciales ordinarias, una para cada

eje de coordenadas cuya solucion es (aparte de una constante multiplicativa)
U=e*r (D11)
parak-l‘Ik_(X+k}_}’+k‘_z y }'(3 +l'(3 +l'(3=l'(2.

Para resolver la ecuacién (D7a) es conveniente hacer la transformacién de
coordenadas rectangulares a coordenadas esféricas, esto se debe a la simetria esférica de la
energia potencial en el &tomo de hidrégeno. El operador laplaciano en coordenadas

estéricas esta dado por

2

Vlzi,i{rzi 41 ° (qeng o), 1 o (D12)
r-or or) r’senf 00 c0) r sen" 60 d¢”

con lo cual la separacion de variables debe hacerse para las partes radial y angular de la

ecuacion (D7a), esto es

u(r.0,¢)= R(r)Y(6,4) (D13)
Dividiendo entre u la ecuacion (D7a) se obtiene

LAY (RN RN I NN (R 4 N . 0
R dr dr n* Y| sen® c@ oo sen- 0 dg-

e igualando a una constante de separacion A se obtienen las ecuaciones diferenciales de las

partes radial y angular,

1 d( ,dR z,ur

-4 E-v(r)]=2 D15

Rdr[r dr) “[E-v(r)]= (D15)

_l{ 1 i[m ‘W}r ! ‘”’} P (D16)
Y| seno 06 30 )" sen’ 0 0¢
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La ecuacién (D16) se puede resolver por separacion de variables
¥(6.¢)= ©(0)0(¢)
al separar variables se obticnen las ecuaciones diferenciales

1d*d

y —{sen Qi[sen €§J+ Bsen’ 6@} =m*

donde m es otra constante usada para separar variables.

De la teorfa de momento angular clasica

L=rxp.

(D17)

(D18)

(D19)

(D20)

Cuanticamente, L se considera como la misma funcidn de las variables dinimicas cudnticas

y, por lo tanto, es un operador vectorial. En el espacio de configuracion sus componentes

rectangulares son

L= (xnr ~yp,)= ?.I[x:;— v;)

En coordenadas esféricas estas componentes resultan ser

'x
I ’ ’

L :_E{sen 0 +ctn@cosg 6)
¢ op

L, :E_ cos¢ 0 —ctnfcosg 0
T o6 &l

ho

L_ R
Y

y, por lo tanto

=D+ +1 =1 ]i{sem?i+ o
' oo senf 06 00 ) sen” 0 o¢°

Entonces, la ecuacion (D16) es equivalente a
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(D22)

(D23)

(D24)

(D25)

(D26)

(D27)




L'y = g’y (D28)
para la cual Y define un estado cuya magnitud del momento angular tiene un valor definido
iguala \/Eﬁ . La ecuacién (D18) es equivalente

LO=m'n’® (D29)
de la cual L_® = mhd (D30)

lo cual significa que ¥ = ®® también es una eigenfuncién de L: con eigenvalor mh , puesto

que las ©’s son funciones de & solamente.

De manera que la parte angular se ha reducido a un problema de eigenfunciones y

eigenvalores del momento angular.
La solucién de la ecuacion (D18) es, aparte de una constante multiplicativa, igual a

CD — .r'm.ﬁ (D3 l)
de manera que la solucion general tiene la forma

Y(6,4)=0(0)e™ (D32)
Para que esta funcién sea univaluada, se requiere que su valor sea el mismo para un punto

en la direccion ¢ o en la direccion ¢+2n; esto significa que debe cumplirse la condicion

efunp - er'm{.p+1)r} (D33)
esdecir ™™ =1 (D34)
lo que demanda que |m| =0,12,.. (D35)

por tanto, la condicién de que la funcion de onda sea univaluada respecto al dngulo azimutal,
implica que los eigenvalores de L_, fim, son ml&plos enteros positivos o negativos de
h:0,£h,£2h,... Puesto que la direccion de z es arbitraria, este resultado debe entenderse
en el sentido de que la proyeccion del momento orbital en cualquier direccion esta
cuantizada; y a m se le conoce como el nimero cudntico m.

Entonces, las funciones ¥ son eigenestados simultdneos de L’ y L..Cada uno tendra

los eigenvalores Bh* y mh asociados con L’y L, respectivamente. Se puede enfatizar

361




. . g iy e . . 2
esto poniendo subindices a las ¥’s y escribiendo las ecuaciones de eigenvalores L” y L,

como
Lzy:b’m = &EY})’JH (D363)
LY, =mhY (D36b)

2" fm o

Las ecuaciones (D36) son equivalentes a la ecuacién (D16) que a su vez es equivalente a
las ecuaciones (D18) y (D19). El problema en esta ecuacién es encontrar la eigenfunciéon ©
y los eigenvalores 3. La ecuacion (D19) es bien conocida en la literatura matemdtica como
la ecuacidn para las funciones asociadas de Legendre. Un método de solucion es substituir
x por cos@ en la ecuacién (D19) y buscar una solucidn en series de potencias de x. La
convergencia de las series en x = +1 (6’ = iyr), requiere la terminacién de la serie y da
condiciones acerca de los eigenvalores de . Otro método de resolver este problema es
aplicando la teorfa de momentos angulares con operadores de ascenso y descenso. Por

cualquiera de estos métodos se encuentra que
B=1(r+1) (D37)

donde / puede ser el maximo valor de m o también el minimo valor de m para una S dada.

Esto es, aplicando L; a la ecuacion (D36b) y restandola de la ecuacion (D36a) se tiene
([‘2 - Li }Y})’.m = (ﬁ _m2 }721/})'JH (D38)

pero L - L2 = Li + LZ\, . Puesto que los eigenvalores de Lf_ + Lz\, deben ser no-negativos, se

puede escribir

(B-m?)>0 asi - JB<m<.B (D39)

entonces, la serie completa de valores de m que corresponden al valor de  dado por la

ecuacion (D39) son ¢,/ —1,... ,—(f_—l),—f_ .

Usando los polinomios de Legendre se encuentra que la solucion de la parte angular

son los armonicos esféricos
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1
— 2!"4—](!}—‘?’?1‘) 2 mof inmg
K;rr(91¢)_|: e m} P (cosB)e (D40)

La ecuacién radial que corresponde al nimero cudntico / del momento angular es entonces

consistente con la ecuacién (D15)

) ) o\
iﬂ,i(rd—R LMz ( Tl)Rz—Z{‘ER (D41)
r-odr dr) h r re h~
para el potencial v -z ,donde Z es el nimero atémico. Definiendo p:L se tiene que
r a
1 1dfpdR —f(€+ql)R+2—ftZiR+2!fER:0, (D42)
a” p-dp dp a p- h™ ap -
y tomando a’ =—h—_ y A= 2‘“:25_(1 (D43)
SuE h-
se obtiene
1 d| ,dR A1 Hr+1
—,—[p- —J+[———— 0+ )JR:O. (D44)
p-dp\" dp) \p 4 p°
Eligiendo pR = P(p) se obtiene
. ' (e
er{i_l_'('_f)}P(p):o (D45)
dp” p 4 p

La solucidn de la ecuacion (D44) para la cual R es finita conforme r — 0y que se

comporta apropiadamente en el origen, es decir rR— oo conforme r — 0, es

e
R(p)=e 2 p'F(p) (D46)

donde F(p) es un polinomio que esta relacionado a los polinomios asociados de Laguerre.

[E1h-

Se escribe asi la ecuacion (D46) para hacer explicitas las formas asintdticas e conforme
p— o0,y p' conforme p — 0. La condicién de que esta serie de potencias en p deberia
terminar es que A es un entero

A=n n>/(+1 (D47)
o n=Ff+1+n"con n' =0,12,..

Otra vez se ha introducido un entero matematicamente.
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La solucion de la funcion de onda radial a través de los polinomios asociados de

Laguerre esta dada por

1
3 , 2
R, (r):_[[EJ M] e ¥ p I (p) (D43)

na, | 2nl(n+7)J
donde a, = h_q y p= 2z r. (D49)
)ue_ nat]

Tanto la funcién radial R como la funcién angular Y deben ser normalizadas a la
unidad. Por ejemplo, R es ahora etiquetada por dos indices n y /, de manera que R, (r) es

normalizada de acuerdo con
[ Ry(R, ()ridr=1. (D50)
asi que la funcion de onda total

Hn!m = Rnf (r)Y.fm (9"¢) (DS l)
también es normalizada. Por ejemplo
2V =
tty00 (r) = [—J 2e ™. (D52)
a

Ademais de la funcién de onda del atomo de hidrégeno, de las ecuaciones (D43),

(D47) y (D49) se obtiene la cuantizacion de la energia:

E, =-

"

22
Ze

2
2a,n

(D53)

es decir, con esta ecuacidn se obtienen los niveles de energia.
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ANEXOE

EXPANSION MULTIPOLAR

Sea una molécula que consiste en cargas puntuales g; situadas momentineamente en los
puntos r; con respecto a un origen dentro de ella. En un punto exterior, a una distancia R del
origen, esta distribucién producira un potencial

Yy 4
R—]

@ (ED)

la cual se puede desarrollar en serie de Taylor vectorial (o tridimensional)*. En forma

vectorial Lloyd® dice que la expansién miltiple en tensores cartesianos es derivada de la

., -1 . .
expansion de Taylor de |r - "r-| en términos de r;, es decir

o)=Y {1+ 0 ¥{ | Jenon): v [ S en o) w9y L.

Notando que en tres dimensiones

1 . 6. 0 1 —12x . Y. oz r

V| —1= —z+—J+—£ = 2 [—= J—ii?_:——,
= = =1 3 3 3 4 - 2 32 3 3 3
r ox oy 2 Jx‘ +y +z (x- +y + z') r r r

* Serie de Taylor vectorial:

f(r)=f(l‘u)+Vf(l‘u)'(l'—l‘u)+%vajf(l'u): (l'—l'u)r.(l'—r“)j LA

la cual en dos dimensiones se exfiigsh como

flxy)= Z L o~ Fx v M —x, ) (3= 3)"

t it
s =) nlml ax’ Q\”

-

5} 0 0
= f(xmyo)‘*_f(xus."u )("C_xo )+_f(x0=yo X)’ _J’o)"'—f(xm}’o Xx—x“)
ox dy Oxcy
1 ¢ , 187 )
+ Eé‘x—l f(xu > Yo XJC—JC“ )1 + EWJC(IU > Yo )(}’ — Yo )’ +-ee
5 Lloyd L. L. “Molecular Thermodynamics of Non-ideal Fluids,” Butterworths, London, 1988.
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~ x%(xz+_'3+zz)]’£2x—(x3+ﬂ'2+zz)3ﬁ 3y r—rt 32—y
- 2 S - 6 6
x‘+"‘+z‘) r
1 (3x? 13y 1(3z°
ro\re rrrT ro\re
y también notando que para f(x,y,z)= _ implica que
B e
of —-12y oo yile+y +22) 2x 3y
—:ﬁ de dOIlde — == " f‘} Y = ;
»  (eyre2)? Ox Oy (& +y* +27) r

entonces, el desarrollo en serie de Taylor del potencial (E1) se puede expresar de la siguiente

manera

(P:%Z% +

i

RI[%Z(}H%& zq,&,J { [”‘ IJZ o +_[ ’IJ

R

, 1(32° ,  3XY Xz
qur’yr'_+2[1aglJz iZi + ZQr X ¥ 1 ZQExr"‘Jr ZQrv‘“r:| [ ]

+--- (E2)
donde X, Y, Zy xi, yi, zi son las componentes de R en r;, respectivamente. En notacién mas

compacta (X] =X.X,=Y.X,= Z) que emplea el monopolo

9=2.4 (E3)
el vector dipolar

p=24r, (E4)

y el tensor cuadrupolar

Q qu f f" Q qu fvf ete. (ES)

se puede escribir la expansion multipolar del potencial como

1 o (1), 1 o o (1
=qg—+ — | = |+= S, E6
¥ ;P”"@XP[RJ 2!§Qﬁ”axp 6XG[RJ (F0)
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Términos superiores en esta serie incluyen multipolos superiores, que son tensores de rango
superior construible por una extension de (ES). Notese que, para una distribucion de carga
esférica simétrica, el término proporcional a R en ¢ (el asi definido término cuadrupolar)
desaparece, aunque por definicién (ES) el tensor cuadrupolar sigue finito®.

Una expansion equivalente bien conocida del potencial ¢ que incluye los polinomios

de Legendre P, estd dada por’

Z i qur,"P cm@)

1= H
(E7)
siendo @ en dngulo entre r; y R.
Siconsideramos dos moléculas como en el caso del dtomo de hidrégeno, la molécula
1 1 es una distribucién de cargas como la considerada anteriormente; mientras que la
molécula 2 es una distribucién de cargas gj, dispuesta en puntos r;. Estas coordenadas
posteriores estdn medidas desde un nuevo origen situado en la molécula 2, y R es la distancia
vectorial desde el origen del primer sistema de coordenadas localizado en 1 aquel del segundo

localizado en la molécula 2. Sicada r; < R, la energia potencial entre 1 y 2 es
W= qu.goQR+r).D (ES)
y

y desarrollando una vez mas en serie de Taylor se tiene que

op  Op) 1 , g 6249
V= quﬁ'—i—z«}[ Yax TYiay T az}rizqf[xf xR Gy )
)" 214 ,

{QE
= o LolR).
q+ Zp,ﬂ X ZQ,M X X, o(R) (E9)

Las cantidades primadas son momentos de carga para la molécula 2. Una expresidon compacta
de (E9), que ya no se va a expresar aqui, se obtiene con la ayuda de tensores irreducibles.
Los primeros términos de (E9) que son de mayor utilidad en la teorfa de fuerzas
intermoleculares, toman una forma simple si el eje-z se toma a lo largo de R para todas las

coordenadas (asi que X=Y=0, Z=R):

5 Margenau H. y Kestner N. R. “Theory of Intermolecular Forces,” Pergamon Press, Oxford, 1969,
? Margenau H. y Murphy G. M. “Physics and Chemistry,” Vol I, D. van Nostrand Company, Princeton, 1956
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W= %#’w}%qp Ri(q Wy +qwl)+ Rl4 (g'w, —qwi)+ %(q’ws +qw!)
+%ZQr‘Q](xr’xj+yr'yj 2z,2; ) qu%[f < Zr'r,?+(2xr'xj+2yr'yj —32,-2),-15,-—2),-)]
ij
%Zj:%q}. rr.lrf —55{.1:7'}.1 —Sr'r.zzjt —152fzf1 2(44, 2, XX, =YY, ) ] qu [3(r +r; )
><(4z,zj. - XX, _J’f}’;)"' S(zr.2 +z§ I3xr.xj. +3y,y; —4zr.zj)]+ O(R'ﬁ) (eje-Z a lo largo de R)

(E10)

en esta expresion se ha usado

W, -Zq r"P (cos@,)

w! -Zq’ r"P (cosé.)

Los primeros cinco términos de (E10) representan interacciones monopolo-monopolo,
monopolo-dipolo, etc. Los cuales desaparecen si ambas moléculas son neutras. Los términos
restantes proporcionales a R-3 y R-4 son conocidas como las energias dipolo-dipolo y dipolo-
cuadrupolo; hay dos componentes en R-5, la primera representa la interaccion de dos

cuadrupolos, la segunda aquella de un dipolo formado entre un octupolo con otro octupolo.
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ANEXO F
GRADIENTE DEL POTENCIAL

Esto es, la ley de Gauss en la forma de divergencia (ecuacion 142), no es suficiente para
especificar completamente las tres componentes del campo eléctrico. Se sabe que un campo
vectorial se puede especificar completamente si su divergencia y su rotacional son dados en

todo el espacio. Sin embargo, si se expresa la ley de Gauss en la forma®

E(x)sz(x’)@d:*x’ (F1)

|X—X’3

el factor vectorial en el integrando, visto como una funcién de x, es el gradiente negativo del

escalar l/‘x — X" :

(x—x') _ —v[ ! (F2)

|X—X’3 |X—X’

como el gradiente se aplica a x, pero no a la variable de integracién x’, se puede sacar de la
integral. Entonces el campo eléctrico es

E(x)=-V j pEx)

, d’x’ (F3)
|x x'

definiendo el argumento del gradiente como una funcién escalar conocida como el potencial,
entonces se obtiene la ecuacion

E=-Vo (F4)
y como el rotacional del gradiente de cualquier funcién escalar desaparece VxV® =0, por
lo tanto

VxE=0 (F5)
es la ecuacion que se necesita para poder especificar completamente las tres componentes
del campo eléctrico. Por otra parte, que el rotacional del campo eléctrico es cero [ecuacion
(16)] también es evidente si se considera el trabajo para mover una carga puntual a lo largo

de una trayectoria cerrada, lo cual implica que

8 Jackson J. D. “Classical Electrodynamics,” John Wiley & Sons, NY, 1962. Seccién 1.5
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fE-dar=0

L

ya que empleando el teorema de Stokes se obtiene
{E-di= | (VxE)-ds

en consecuencia, se obtiene la ecuacion (F5).
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ANEXO G
QUATERNIONES

Un cuaternion Q es un conjunto de cuatro cantidades escalares

Q = (90,91, 92,93)

y frecuentemente se piensa de los tltimos tres elementos (g4, q>, g3) como constituyentes de

un vector. Aqui, los cuaterniones de interés satisfacen la constriccién
2 2 2 2 _
G tqitq:tqs=1

la manera en que tal cuaternién puede representar la orientacién de un cuerpo rigido es

discutida por Goldstein [71]. En la convencidon de angulos Euler de la Figura 57

(a)

Figura 57. Angulos de Euler. (a) Sistema inicial xyz rotado un dngulo ¢ alrededor del eje z en contra de las
manecillas del reloj, resultando en los gjes EnC. (b) Los ejes EnC son rotados un angulo 8 alrededor del ¢je & en
contra de las manecillas del reloj, resultando en los ejes ¢, (¢) Los gjes §M'C" son rotados un dngulo 3

alrededor del eje £’ en contra de las manecillas del reloj, resultando en los ejes deseados x'y'z".
y la matriz de rotacién de los cosenos directores, es mds conveniente definir

1 1

qo = cos=0cos = (0 + )
2 2
1 0 1 © )

= sSen;ocos - -

q1 2 2 Ilb
1 1

gz = seniﬁseni(ﬁ — 1)
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1

qs = cos>

1
Bseni CEE))
Cuando la matriz de rotacién se convierte a

G +aqi—q;— a5 2(q1q2+q9093)  2(q1G3 — Goq2)
A=| 2(q19, = 9q) 6 —ai +3—a5 204293 +qoq)
2(q:193 + qo92)  2(9293 —q0q1) 98 —aqf — a3 + 43

Los cuaterniones de cada molécula satisfacen las ecuaciones de movimiento

4o Go —q1 ~92 —qs 0
1 —q. : w?
e LSt dy qz 42 X
42 21q2 g5 qo —q w?
qs q: —q: q1 qo wh
Estas ecuaciones de movimiento con ecuaciones resultantes para las componentes del vector
® [67], y usando la matriz de rotacion en términos de los dngulos de Euler para transformar

entre coordenadas de espacio-fijo y de cuerpo-fijo no contienen singularidades. Son un

sistema de ecuaciones diferenciales que se pueden resolver por el método predictor-corrector.
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ANEXO H
TROMPO

Para el movimiento de un trompo, consideremos uno simétrico, rotante, con un punto fijo
girando en un campo gravitacional como se ve en la Figura 58. Su energia cinética

traslacional

Figura 58. Trompo
Tomando los cosenos directores de las Figuras 41 y 57 en sus matrices B, D, y C ahora como

1 0 0
C=|0 cosf@ senf
0 —senf cosf

La matriz A=BCD de los cosenos directores con sus ¢; componentes estd dada por
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X

cos¢pcosy — sengpcosfseny)
—cos¢psenp — sen¢gcosfcosy
senfsemyp

sengcosy + cos¢pcosHcosy
—sengseny) + cosgcosBcosy
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