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Introduccion
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El presente libro no es una investigacion cientifica, sin embargo, si surge de una proble-

matica.

Problematica

Enlaactualidad, los estudiantes de la Licenciatura en Ingenieria en Sistemas Computacionales
enfrentan serias dificultades en el proceso de aprendizaje de las Matematicas Discretas, asig-
natura fundamental en la formacion profesional debido a su aplicacion directa en areas como
la algoritmia, estructuras de datos, lenguajes formales, teoria de la computacion y disefio de
software.

Una de las principales barreras detectadas radica en los materiales de estudio dispo-
nibles: la mayoria de los libros de matematicas discretas son extensos, densos en contenido
y fueron redactados con un enfoque excesivamente tedrico. Si bien cumplen con el rigor
académico, suelen resultar poco atractivos y desmotivadores para el alumnado actual; en su
mayoria, los estudiantes muestran resistencia hacia textos voluminosos y de dificil com-
prension.

Ante este panorama, se vuelve necesario disefiar un recurso didactico alternativo que
responda a las caracteristicas de los estudiantes contemporaneos, privilegiando la claridad,
la concision y la practicidad. La elaboracion de un libro sencillo, estructurado de manera
accesible y con ejemplos aplicados al &mbito de la ingenieria busca favorecer la comprension
y motivacion del alumnado, contribuyendo asi con un aprendizaje mas efectivo y significa-

tivo de las matematicas discretas.



INTRODUCCION

Justificacion

La elaboracion de un libro de matematicas discretas que sea accesible y practico se justifica
en la necesidad de adaptar los procesos de ensefianza-aprendizaje a las caracteristicas de las
nuevas generaciones de estudiantes universitarios. En un contexto donde predominan el ex-
ceso de informacion y la inmediatez, es indispensable contar con materiales que simplifiquen
la comprension de los conceptos sin perder el rigor académico que exige la disciplina.

Este proyecto pretende ser un recurso didactico innovador, disefiado con un lenguaje
claro, ejemplos aplicados y una estructura amigable que permita al estudiante avanzar de
manera gradual en el dominio de los temas. El libro busca equilibrar teoria y practica, pro-
porcionando ejercicios resueltos y actividades que favorezcan la aplicacion de los conoci-
mientos en situaciones propias de la ingenieria en sistemas computacionales. Ademas, se
alinea con el proposito de fomentar en los alumnos el desarrollo del pensamiento 16gico,
analitico y critico, competencias esenciales para su formacion profesional y para enfrentar
con €xito los retos del campo tecnoldgico. Con ello, no solo se espera facilitar la comprension
de las matematicas discretas, sino también aumentar la motivacion y el interés hacia su estu-
dio, fortaleciendo asi el desempefio académico y la preparacion integral de los futuros inge-
nieros.

Finalmente, cabe sefialar que no pretendemos abarcar en este libro la totalidad de los
temas de matematicas discretas que aparecen en la bibliografia internacional, ya que dichos
contenidos suelen ser extensos y, en ocasiones, exceden los requerimientos curriculares de
nuestra institucion. En este sentido, el material se centra exclusivamente en los temas esta-
blecidos en el programa oficial del Tecnoldgico Nacional de México (TecNM), con el obje-
tivo de ofrecer un recurso de estudio especifico, pertinente y alineado con las competencias
que demanda el plan de estudios de la carrera de Ingenieria en Sistemas Computacionales.
De esta manera, se garantiza que los estudiantes cuenten con un apoyo concreto, focalizado

y util para su formacion profesional.
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Capitulo 1. Introduccion general a las matematicas discretas
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Resumen

Las matematicas discretas constituyen un campo fundamental que se orienta al estudio de
estructuras finitas, como los conjuntos, funciones, relaciones, grafos y la logica matematica.
Su importancia radica en que proporcionan bases tedricas esenciales para disciplinas como
la informatica, las ciencias exactas y la educacion. En el &mbito informético, estas matema-
ticas son indispensables para el disefio y analisis de algoritmos, estructuras de datos, cripto-
grafia y lenguajes formales, ya que permiten comprender tanto la eficiencia de los programas
como la seguridad de los sistemas. Asimismo, su aplicacion en redes y procesos computacio-
nales posiciona a las matematicas discretas como un eje central del desarrollo tecnologico
contemporaneo. En las ciencias exactas, las matematicas discretas se utilizan para modelar y
simular fenomenos. La teoria de grafos, por ejemplo, permite analizar redes moleculares en
quimica y estudiar interacciones bioldgicas complejas, mientras que la probabilidad discreta
contribuye a la estadistica aplicada y a la optimizacion de recursos en investigaciones cien-
tificas. En el ambito educativo, su ensefianza fortalece el pensamiento légico y critico, fo-
menta la abstraccion y desarrolla competencias matematicas esenciales, ademas de preparar
a los estudiantes para el razonamiento computacional y su vinculacion con areas emergentes,

como la inteligencia artificial y la robotica.

Palabras clave: matematicas discretas, aplicacion educativa, estructuras finitas.

! Maestro en Ciencias en Ingenieria Administrativa. Jefe del departamento de Ciencias Basicas en Tecnologico
Nacional de México. Correo electronico: Jesusj.ac@itz.edu.mx

2 Maestro en Administracion. Jefe del Departamento de Actividades Extraescolares en el Tecnologico Nacional
de México.

3 Maestro en Matematica Educativa. Docente en Tecnoldgico Nacional de México.
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Importancia y aplicaciones en informatica, ciencias exactas y educacion

Las matematicas discretas constituyen un area esencial en el estudio de estructuras finitas,
tales como los conjuntos, funciones, relaciones, grafos y légica matematica. Su relevancia
radica en que proporcionan el fundamento tedrico para la informaética, las ciencias exactas y
la educacion.

En informatica, las matematicas discretas resultan indispensables para el disefio y
analisis de algoritmos, estructuras de datos, criptografia, lenguajes formales y redes. Como
sefialan Rosen y Krithivasan (2018), la logica proposicional, la teoria de grafos y la combi-
natoria permiten comprender la eficiencia de los programas y la seguridad de los sistemas
computacionales.

En el ambito de las ciencias exactas, las matematicas discretas se aplican en proble-
mas de modelacion y simulacion. Por ejemplo, la teoria de grafos se utiliza en quimica para
analizar redes moleculares y en biologia para estudiar interacciones entre genes y ecosistemas
(Martinez, 2019). Asimismo, la probabilidad discreta contribuye a la estadistica aplicada y
la optimizacion de recursos en investigaciones cientificas (Anderson, 2012).

Finalmente, en educacién, las matematicas discretas tienen un papel formativo al for-
talecer el pensamiento 16gico y critico. De acuerdo con Aranda (2020), su ensefianza favorece
el desarrollo de competencias matematicas, fomenta la abstraccion y prepara a los estudiantes
para el razonamiento computacional. Ademas, su caracter interdisciplinario vincula la ense-
Nanza con areas emergentes como la inteligencia artificial y la robdtica.

En sintesis, las matematicas discretas son un pilar en la ciencia y la educacion, pues
articulan teoria y préactica, contribuyendo tanto a la innovacion tecnoldgica como a la forma-

cion de profesionales capaces de resolver problemas complejos.

Breve historia de las matematicas discretas

El desarrollo de las matematicas discretas se remonta a la Antigiiedad, cuando las civili-
zaciones ya empleaban conceptos de aritmética y combinatoria en problemas practicos, como
el conteo, la organizacion de calendarios y el disefio de juegos de azar (Katz, 2018). En la
Edad Media, matematicos arabes y europeos realizaron aportes al estudio de las secuencias
numéricas y teoria de numeros, que mas tarde se consolidarian como pilares de esta rama

(Martinez, 2019).
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En el siglo XVII, el trabajo de Blaise Pascal en el tridngulo aritmético y el de Pierre
de Fermat en probabilidad sentaron las bases de la combinatoria y el analisis discreto. Pos-
teriormente, Leonhard Euler realiz6 aportaciones fundamentales en el siglo XVIII con la
teoria de grafos —al resolver el famoso problema de los puentes de Konigsberg— y con
avances en la teoria de nimeros (Biggs, 2002).

Durante el siglo XX, con el desarrollo de la computacion, las matematicas discretas
adquirieron un papel central. Autores como George Boole (16gica matematica), Kurt Godel
(teoria de la incompletitud) y Alan Turing (fundamentos de la computacion) consolidaron
su aplicacion en ciencias de la informacion y la informatica moderna (Rosen y Krithivasan,
2018).

Hoy en dia, las matematicas discretas son consideradas un area interdisciplinaria que
no solo sustenta la teoria de la computacidn, sino también la inteligencia artificial, la cripto-

grafia, la biologia matematica y la educacion en ciencias exactas.
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Anderson, D. R. (2012). An introduction to discrete mathematics and its applications. Cen-
gage Learning.

Aranda, R. (2020). La ensefianza de las matematicas discretas en la educacion superior: un

enfoque por competencias. Revista Iberoamericana de Educacion Superior, 11(32),

45-62. https://doi.org/10.22201/iisue.20072872¢.2020.32.588

Biggs, N. (2002). Discrete mathematics. Oxtord University Press.

Katz, V. J. (2018). A history of mathematics: An introduction (4a ed.). Pearson.

Martinez, C. (2019). Aplicaciones de la teoria de grafos en ciencias naturales. Revista Co-
lombiana de Matematicas Aplicadas, 10(2), 77-89.

Rosen, K. H., y Krithivasan, K. (2018). Discrete mathematics and its applications (8a ed.).
McGraw-Hill.

13






comunicacion-cientifica.com

Capitulo 2. Sistemas numéricos
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Resumen

Los sistemas numéricos surgieron en las antiguas civilizaciones como respuesta a la necesi-
dad de contar, medir y registrar informacion en actividades como el comercio, la agricultura
y la construccion. A lo largo del tiempo, diversas culturas desarrollaron sistemas adaptados a
sus contextos. Entre ellos destacan el sistema decimal, utilizado por los egipcios y perfeccio-
nado en la India con la notacidn posicional; el sistema babilonico de base 60, aun vigente en
la medicion del tiempo y los angulos; el sistema egipcio jeroglifico; y el sistema romano,
limitado para célculos complejos. Asimismo, el sistema maya introdujo el concepto de cero
en una base vigesimal, mientras que el sistema binario, formalizado por Leibniz, se convirtio
en la base de la informatica moderna. El sistema indoarabigo, con su notacion posicional y
uso del cero, se consolidé como el més eficiente y universal.

En la actualidad, los sistemas numéricos se definen como estructuras que permiten
representar cantidades y realizar operaciones, diferencidndose por su base y nimero de
simbolos; los principales son el decimal (base 10), el binario (base 2), el octal (base 8) y el
hexadecimal (base 16), estos ultimos ampliamente utilizados en informéatica. Ademas, es
posible convertir numeros entre distintos sistemas mediante métodos especificos,
generalmente usando el sistema binario como intermediario. Estas conversiones implican
procesos como la agrupacion de digitos y el uso de potencias o divisiones sucesivas. En
conjunto, los sistemas numéricos constituyen un elemento esencial para las matematicas, la

ciencia y la tecnologia.

! Doctora en Ciencias de la Educacién. Docente en Tecnolégico Nacional de México. ORCID: https:/or-
cid.org/0000-0003-0405-2978 ; correo electronico: elsa.ortega@itz.edu.mx

2 Maestro en Informatica Administrativa. Encargado del laboratorio de Manufactura en Tecnoldgico Nacional
de México.
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Palabras clave: sistemas numéricos, binario, octal, hexadecimal, decimal.

Sistemas historicos y contemporaneos

Los sistemas numéricos tienen su origen en las antiguas civilizaciones, puesto que necesita-
ban contar, medir y registrar informacion para actividades practicas como el comercio, la
agricultura y la construccion. Con el crecimiento de las sociedades y la complejidad de sus
actividades, surgio la necesidad de desarrollar métodos organizados y eficientes para repre-

sentar numeros (Ifrah, 2000).

1. Sistema decimal (base 10). Civilizacion mesopotamica y egipcia

Uno de los primeros sistemas numéricos adoptados ampliamente fue el decimal, basado en
diez unidades, posiblemente porque los humanos tenemos diez dedos, lo que facilita contar
con ellos. Los antiguos egipcios y babilonios usaron este sistema para representar cantidades
en sus registros (Menninger, 1992). Mas adelante, el sistema decimal fue perfeccionado en
India y transmitido al mundo occidental por matematicos arabes, quienes desarrollaron la
notacion posicional y promovieron el uso del sistema decimal como base para los calculos

(Joseph, 2011).

2. Sistema babilonico (base 60)

Hace mas de 4000 afios, los babilonios de la antigua Mesopotamia desarrollaron un sistema
numérico sexagesimal (base 60) que se sigue usando hoy en dia para medir el tiempo (minu-
tos y segundos) y los angulos (Andonegui, 2007; Ifrah, 2000). Este sistema combinaba ca-
racteristicas de las bases 10 y 60, lo cual demuestra una sofisticacion notable en el desarrollo

de sistemas numéricos (Robson, 2008).

3. Sistema egipcio (base 10 con jeroglificos)

Los egipcios empleaban un sistema decimal que utilizaba jeroglificos especificos para repre-
sentar valores como 1, 10, 100, y asi sucesivamente, sumando estos simbolos para formar
otros nimeros (Clagett, 1989). Este sistema carecia de un cero y se usaba principalmente en
registros administrativos y de contabilidad, en un formato adecuado para sus necesidades

practicas (Ifrah, 2000).
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4. Sistema romano (nimeros romanos)

Desarrollado en la antigua Roma, el sistema romano utiliza letras como “I”, “V”, “X”, “L”,
“C”, “D”y “M” para representar valores y sigue un sistema aditivo y sustractivo. Este sistema
carecia de un cero y era menos adecuado para calculos matematicos complejos, sin embargo,

se mantuvo en uso durante la Edad Media en Europa (Menninger, 1992).

5. Sistema maya y mesoamericano (base 20)

Los mayas desarrollaron un sistema vigesimal (base 20) que incorpora el concepto de cero,
uno de los primeros ejemplos en la historia de su uso, lo cual les permiti6é avances significa-
tivos en astronomia y en el desarrollo de un calendario preciso (Closs, 1986; Ifrah, 2000).
Otros pueblos mesoamericanos utilizaron sistemas similares basados en la base 20, pero

adaptados a sus necesidades culturales y practicas.

6. Sistema binario (base 2). China y Europa moderna

Aunque el sistema binario moderno fue formalmente desarrollado en Europa por el matema-
tico Gottfried Wilhelm Leibniz en el siglo XVII, sus origenes se encuentran en el antiguo
texto chino / Ching, que emplea secuencias binarias para representar conceptos (Gardner,
1983). El sistema binario es la base de la informatica moderna, ya que permite representar

datos y realizar operaciones en términos de 0 y 1 (Ifrah, 2000).

7. Sistema indoarabigo (numeros arabigos - base 10)

Desarrollado en la India antigua y difundido por matematicos arabes, el sistema indoarabigo
incluyo el concepto de cero y una notacion posicional que facilitd calculos complejos. Este
sistema se consolido como la base de la aritmética moderna y se usa en todo el mundo por su
simplicidad y eficiencia (Joseph, 2011).

Los sistemas numéricos tienen diversos origenes segun las necesidades y contextos
de cada civilizacion. Sin embargo, sistemas como el decimal y el indoarabigo se difundieron
ampliamente, demostrando ser fundamentales en matematicas, ciencia e ingenieria hasta hoy.
En la pagina de la Universidad autonoma de Ciudad Juéarez (Robledo et al., s.f.), comparten

que:
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Los sistemas de numeracion permiten representar cantidades mediante simbolos or-
ganizados de acuerdo con reglas especificas de valor posicional. En estos sistemas, el valor
de cada cifra depende tanto del simbolo utilizado como de la posicion que ocupa dentro del
numero, la cual estd determinada por una base numérica. De esta manera, el sistema decimal
utiliza diez simbolos fundamentales (0-9), mientras que otros sistemas, como el binario o
hexadecimal, emplean diferentes bases para representar informacion y realizar operaciones
matematicas (Rosen, 2012, p. 111).

De los sistemas mencionados, destacan y se siguen utilizando los sistemas de valor

posicional, donde todos se refieren a una base especifica de numeracion (Andonegui, 2007).

Definiciones de los sistemas contemporaneos

Los sistemas numéricos son estructuras fundamentales en matematicas que permiten repre-
sentar cantidades y realizar operaciones aritméticas. De acuerdo con la Universidad Nacional
a Distancia, los sistemas se diferencian por el nimero de simbolos que permiten, por ejemplo,
el sistema binario consta de dos digitos: el cero y el uno; el octal consta de ocho digitos; el
decimal, de diez digitos; y el hexadecimal, de dieciséis digitos (UNAD, s.f.). A continuacion,

se describen los principales sistemas numéricos.

Sistema decimal (base 10)
El sistema decimal es el mas utilizado en la vida cotidiana. Estd compuesto por diez digitos
0,1,2,3,4,5,6,7,8y9)y es un sistema posicional, lo que significa que el valor de cada

digito depende de su posicion en el numero (Katz, 2009).

Sistema binario (base 2)
El sistema binario es esencial en informatica y electronica. Solo utiliza dos digitos (0y 1), y

también es un sistema posicional; cada posicion representa una potencia de 2 (Knuth, 1997).

Sistema octal (base 8)
El sistema octal emplea ocho digitos (0 a 7). Aunque no es tan comun en el uso diario, ha
sido importante en ciertas areas de la informatica, especialmente en la programacion de sis-

temas antiguos (Tanenbaum, 2016).
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Sistema hexadecimal (base 16)
El sistema hexadecimal utiliza 16 simbolos: los digitos del 0 al 9 y las letras A, B, C, D, Ey
F, que representan los valores 10, 11, 12, 13, 14 y 15, respectivamente. Es muy utilizado en

programacion y desarrollo de software (Hennessy y Patterson, 2017).

Los sistemas octales y hexadecimales

Ejercicio 1. Hacer los ntimeros del 1 al 120 en el sistema octal.

1 2 3 4 5 6 7 10

11 12 |13 14 (15 |16 |17 |20

Ejercicio 2. Completar los nimeros del 1 al 120 de los siguientes hexadecimales.

1 1213 (4 |5 |6 |7 |8 |9 A |B|C|D|E|F |10

11121314 |15|16|17|18|19|1A|1B|1C| 1D |1E | 1F |20

21 (2212312425126 |27 |28|29|2A|2B|2C|2D|2E|2F |30

Conversiones entre los sistemas numéricos
Los niimeros se pueden convertir de un sistema a otro, como las monedas de cambio; en
seguida se muestra una tabla de los métodos para convertirlos. Por default se recomienda el

sistema binario como sistema de cambio.
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Binario

Octal

Decimal

Hexadecimal

Si tengo el niimero

Se agarran los

Se toma el nimero

Se toman de a 4

numero octal a 3

numeros de binario.

en octal, primero se

convierte a binario.

binario y se pone en la
tabla para calcular su

valor.

en binario. numeros de 3 en 3 del | que le corresponde nimeros y se
numero en binario y por su posiciéon de la | convierte a simbolo
se convierte a octal en | tabla de potencias hexadecimal.
individual. binarias y se suma.

Se despliega de cada | Si se tiene el nimero | Se toma el nimero Se agarra el nimero

en binario y se
agarran

de 4 en 4.

Se puede hacer por
tabla o por division.
Por division se divide
entre 2 y se va
guardando el residuo,
ya que el residuo es el
resultado, como se
muestra en el método

7 de conversion.

Se agarra del binario
de 3 en tres, como se
muestra en el método

binario a octal.

Si se tiene el numero
en decimal, primero
se convierte a

binario.

Se agarra del binario
de 4 en cuatro como
se muestra en el
método binario a

hexadecimal.

Se despliegan de cada
numero hexadecimal
cuatro digitos
binarios, de acuerdo
al simbolo que se
tenga como se
muestra en la tabla del

método 3.

Del niimero binario
setomande 3 en 3,y
se saca el nimero en
octal como se muestra
en la tabla del método

1.

Se convierte el binario
a decimal,
recomendable por

meétodo de tabla.

Si se tiene el niumero
en hexadecimal,
primero se convierte
a binario. Método
inverso de binario a

hexadecimal.
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Métodos de conversion

1. De binario a octal. Se toman 3 nimeros de los binarios y se sustituyen por el nimero que

les corresponde segun la tabla siguiente:

En binario En octal
001 1
010 2
011 3
100 4
101 5
110 6
111 7

Por lo tanto, el nimero 010100 correspondera al naimero 24 en octal.

2. De binario a decimal. Se toma un ntimero de la tabla de potencia binaria y se pone en la
tercera fila, de derecha a izquierda, como se muestra a continuacion (en morado); luego se

deben multiplicar los 1 por el nimero en rojo que le corresponde y, al final, hay que sumar

todos los valores resultantes.

210 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20
1024 512 256 128 64 32 16 8 4 2
1 0 1 0 1 0 1
128 + 32 + 8 + 2

El ejemplo de la tabla anterior corresponde al nimero 170 decimal.
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3. De binario a hexadecimal. Se toman los digitos binarios de 4 en 4 y se sustituye el nimero

de acuerdo con la siguiente tabla:

En binario En octal
0001 1
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

| m] O Al W | o] oo 9| o] v | W] o

Por ejemplo, el nimero 00110101 en binario, al tomarlo de 4 en 4 nos da 0011, que

equivale a 3, y 0101, que equivale a 5, por lo que el nimero resultante en hexadecimal es 35.

4. De octal a binario. Se toma en cuenta la tabla para cambiarlo. Por ejemplo, si tengo 734
se despliega cada niimero: 7 equivale 111, 3 equivale 011 y 4 equivale a 100. Por lo tanto

queda asi: 111 011 100.

En octal En binario
1 001
2 010
3 011
4 100
5 101
6 110
7 111
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5. De octal a decimal. Primero se pasa a binario y luego se aplica el método de binario a

decimal, mediante la tabla que se muestra en el método 7.

6. De octal a hexadecimal. Primero se pasa a binario y luego de binario a hexadecimal, como

se explica en el punto 3.

7. De decimal a binario. Se puede hacer de 2 formas: por tabla o por division.
a. Por tabla. Se coloca el nimero en la tercera linea, se va poniendo un 1 en los nu-

meros que sumados den el numero exacto. En la tabla contigua se pone un ejem-
plo del nimero 423:
Pasos:
1. Primero se elige un nimero menor o igual al nimero 423, en este caso
seria el 256, entonces pongo un 1 debajo del 256; como no es igual al
423 sigo al paso 2.
2. Después le sumo el nimero inmediato a la derecha, si no me paso de 423
pongo el 1 y se suma el 256 al 128 = 384, como es menor a 423, vuelvo
a repetir el paso 2.

3. Serepite el paso 2 hasta que la suma de los nimeros que contengan 1 nos
den 423.

4. Enel ejemplo se sumaron 256 + 128 + 32 +4 +2 + 1 =423

211 210 2° 28 27 20 | 25 | 24 | 23| 22 2t 20

2048 1024 512 | 256 128 | 64| 32| 16| 8 4 2 1

256 | 128 32 4| 2 1

b. Por division se divide el nimero entre la base, en este caso se divide entre 2, y se

anota el residuo, sies 1 o es 0.
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Numero Entre Toca a: Y sobra
423 entre 2 211 1
211 entre 2 105 1
105 entre 2 52 1
52 entre 2 26 0
26 entre 2 13 0
13 entre 2 6 1

6 entre 2 3 0
3 entre 2 1 1
1 entre 2 0 1

Luego se toma la columna de lo que sobra, de abajo hacia arriba, y nos queda:
110100111.

Ejercicio 3. Convertir el nimero 1000 en cada columna a los otros sistemas numéricos.

Binario Octal Decimal Hexadecimal

1000

1000

1000

1000

Ejercicio 4. Completar los espacios en blanco convirtiendo entre sistemas numeéricos.

Binario Octal Decimal Hexadecimal

1111000

734

823

FF

Operaciones de los sistemas numéricos

Operaciones binarias

Primero vamos a ver las operaciones con binarios, para lo cual utilizaremos lo siguiente.
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Suma en binario
1+0=1
0+1=1
0+0=0
1+1=10

La suma de 1+1 sabemos que es 2, debe escribirse en binario con dos cifras (10), por

tanto, 1+1 es 0 y se arrastra una unidad, que se suma a la posicion continua hacia la izquierda.

En la siguiente tabla se muestran siete ejercicios, uno por cada columna.

1 2 3 4 5 6 7
10101 111 110011 111000 11111 100111 11111
11100 110 111000 101010 10101 101010 11011
110001 110 1101011 111111 10010 110011 10101

10011 10100001 [ 1000110 | 10000100 | 1001111
Ejemplos. Los numeros rojos son los resultados de las sumas.
Restas con binarios
Reglas

1 1 0 0
-1 - - 1 -0
0 1 0

El nimero de arriba debe ser mayor que el de abajo.
Ejemplos. El resultado es la tercer linea.
1 2 3 4 5
1100 11011 11111 110011 111000
101 10101 1101 01101 001011
111 00110 10010 100110 101101
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Multiplicaciones con binarios

Para las multiplicaciones es muy facil, ya que cero por cualquier nimero te da cero y uno por

cualquier nimero te da el mismo numero: I x0=0y 1x1=1.

Realicemos a continuacion algunos ejercicios.

1 2 3 4 5
11101 x110 111x 110 11101 Ix1110 111000x1010 11111x10101
0 0000 000 000000 000000 11111
11101 111 111011 111000 00000
11101 111 111011 000000 11111
101011101 01 010 111011 111000 00000
1100111010(1000110000 11111
1010001011

Division de binarios

Para dividir primero debemos verificar si el dividendo es mayor que el divisor, si es asi

continuamos.
0111

11110110

11
101
11

100
11

1

Supongamos que queremos dividir el nlimero binario 10110 (22 en decimal) entre 11

(3 en decimal). El proceso seria el siguiente:

1.

2.

Dividimos el primer grupo de bits que sea igual o mayor al divisor:

o 101 (equivale a 5 en decimal, mayor que 3).

101 dividido entre 11 es igual a 1 con un residuo de 10.

Bajamos el siguiente bit (el 1), formando 101 (equivale a 5 en decimal).
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4, Repetimos el proceso:

o 101 entre 11 es 1 con un residuo de 10.

5. Bajamos el siguiente bit (0), formando 100 (equivale a 4 en decimal).
6. 100 dividido entre 11 es igual a 1 con un residuo de 1.
7. Como no hay mas bits para bajar, hemos terminado.
Ejemplos:
01 100 1001100 101101
11[1011 0 01 101 (101111111 10’W
111 101 10
1000 000111 0011
11 1 101 10
0001 01 0101 010
101 10
00011 0011
10
01

Operaciones octales

Suma octal

Para realizar sumas octales necesitamos la siguiente tabla:

+(0[ 12|34 ]|5|61|7
ojoj 121314 (|5]|6]|7
1112|134 |5|6]|7]10
2121314567 (10|11
31314567 |10|11]12
41456 |7 1011|1213
S{5(6 |7 |10[11]|12|13]| 14
6(67 1011|1213 |14 15
717(10]11 12|13 |14 |15] 16
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Entonces lo que se hace es que si quiero sumar 2 + 3, busco la interseccion: fila 2 y
columna 3 y ese es el resultado.

Ejemplo. Se suman 3 + 5y si vemos en la tabla de suma octal es 10, entonces se pone
el 0 y se acarrea 1; luego 3 + 1 de acarreo son 4, mas 4 nos vuelve a dar 10, por lo que se
vuelve a poner el 0 y se acarrea 1; luego 7 + 1 de acarreo es 10, esto mas 2 es igual a 12, se
pone el 2 y se acarrea el 1; luego 2 + 1 de acarreo da 3, més 3 nos da 6.

2733
3245

6200
En la tabla siguiente se muestran cinco ejercicios de sumas
Eji.1 Ej2 Ej3  Ej4 E.5
734 533 222 127 437
527 247 777 276 717
1463 1002 1221 425 1356

Restas con octales

Primero debemos verificar que el nimero de arriba sea mayor que el de abajo, si no lo es
intercambiamos posiciones, como se observa mas adelante en el ejemplo, y luego procede-
mos a restar los nimeros. En el ejemplo tenemos 4 menos 7, puesto que el 4 es mas pequeiio
debe pedirle prestado al 5 (disminuyéndolo a 4) y se convierte en 14; después buscamos el
nimero 14 en la tabla de suma octal, precisamente en la fila 7, y lo encontramos en la co-

lumna 5, ese nimero es el que se pone abajo; finalmente a 4 le quitamos 2 y nos quedan 2.

27 54
54 27
25

Realicemos algunos ejemplos:
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Ejemplo Ejemplo Ejemplo Ejemplo Ejemplo Ejemplo Ejemplo
1 2 3 4 5 6 7

734 533 703 276 716 100 221

527 247 576 127 437 76 167

205 264 105 147 257 002 032

Multiplicaciones octales

La multiplicacion se hace de la misma manera en que la realizariamos con los decimales,

solo que al multiplicar usamos la siguiente tabla y cuando se trata de sumar retomamos la

tabla anterior de la suma octal para no caer en errores.

Tabla de multiplicacion octal

Comencemos la explicacion con un ejemplo:

*10|1]2]|3 6|7
olololo]| 0O 0
1{of1l2]3]4 6|7
210(214|6|10]12]14]16
31036 |11|14]|17]22]25
410(4]10]14]20(24|30]|34
510|5|12]17|24]31|36]43
610(6(14(22130|36|44 |52
7101711625134 143 |52 |61
6 5 4 3 x 1 35

4 1 3 5 7
+ 2 4 0 5 1

6 5 4 3

1 1 5 6 3 6 7

Explicacion de la multiplicacion

Primera linea de multiplicacion

Comenzamos con los primeros numeros: 5 % 3 nos da 17, entonces ponemos el 7 y se acarrea

1; luego 5 x 4 es 24, pero se habia acarreado 1 y se le suma, entonces se tiene 25, se pone el

5y se acarrea el nimero 2; ahora sigue multiplicar 5 % 5, que es 31, mas 2 de acarreo son 33,
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se pone el 3 y se acarrea 3; toca multiplicar 5 x 6, que es igual a 36, mas 3 de acarreo se

suman con la tabla octal y nos da 41.

Segunda linea de multiplicacion

En la segunda linea se multiplican 3 % 3, lo que nos da 11, se pone 1 y se sube 1 de acarreo;
luego sigue multiplicar 3 x 4, que si buscamos en la fila 3 y columna 4 nos dara 14, mas 1
que llevabamos de acarreo son 15, se pone el 5y se sube el 1 de acarreo; después multipli-
camos 3 x 5, que son 17, mas 1 de acarreo tenemos 20, se pone el 0 y se sube 2 de acarreo,
sigue multiplicar 3 X 6 y nos da 22, més 2 de acarreo nos da 24, y ya se pone el 24. La segunda

linea queda asi: 24051.

Tercera linea
Se multiplica por el 1, y como todo nimero multiplicado por 1 es el mismo niimero, se pone
el nimero 6543 tal como estd. Ahora se procede a la suma de los nimeros, como se vio en el

tema de las sumas.

Divisiones octales
Como en las multiplicaciones, el proceso de las divisiones es igual que en decimal, lo que
cambia son las tablas de multiplicar y se resta en octal.
Ejemplos
211

351 | 765 45
722

043 4
351

00635
351

264
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Operaciones con nimeros hexadecimales
Al igual que los octales, para realizar todas sus operaciones se utilizan las siguientes tablas y

se suman renglon por columna.

—
S
.
—
.
N
—
(98]
—
N
.
9]
—_
(@)

17 | 18 | 19 | 1A | 1B
18 | 19 | 1A | 1B | 1C
19 | 1A | 1B | IC [ ID
1A [ 1B | IC | ID | 1E

—
—_—
—
N
—
w
—_
N
—_
()}
—
N
—
|

—
[\
—
w
—
N
—_
()}
—_
(@)Y
—
|
—
o0

+ 101 2 3 4 5 6 7 8 91 A B C D E F
00 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1A | B C D E F
1 ]11] 2 3 4 5 6 7 8 9 | A|B C D E F 10
2 (213 4 5 6 7 8 9 1 A|B|]C]| D E F 10 | 11
3[3] 4 5 6 7 8 91]A[B | C|[D E F 10 | 11 12
4 1415 6 7 8 9 1A[B | C|[D]E F 10 | 11 12 [ 13
S[5][ 6 7 8 9 |]A|B|C|D|E]|F 10 | 11 12 | 13 | 14
6 [ 6 7 8 9 1 A|B|C|DJ|E|[F|10] 11 |12 | 13 | 14 | 15
7171 8 9 |]A|B|C|DJ|EJ|F|10]11[12]13 )14 |15 ] 16
8([8[9]1A|B|C|DJEJ|JFJl10]11]12]13 )14 {15 ] 16 | 17
9({]9| A B[C | DJ|E]|F 1011 [12]13 [ 14 | 15 | 16 | 17 | 18
A|JA|B|[C | D|E]|JF (1011 {1213 (14 ] 15 |16 | 17 | 18 | 19
B(B|({C | DJ[E|F [10]1I [12]13 |14 |15 16 | 17 | 18 | 19 | 1A
C|C|D|E|F

D|DJ|E | F |10

E|[E| F 10| 11

F|F |10 ] 11 ] 12

—_—
W
—
N
—
()}
—_
N
—_
3
—
o0
—
O

Suma hexadecimal
Como en el sistema hexadecimal, también se hace por medio de la tabla correspondiente de

la suma para no confundir con la suma decimal.

Ejemplos

Ejemplo 1. En este ejemplo se suman E + E, si vemos en la tabla de suma hexadecimal, fila E
con columna E es 1C, entonces se pone C y se acarrea 1; luego B + F es fila B con columna F,
que da 1A y le sumamos 1 de acarreo, por lo que es 1B, se pone la B y se acarrea 1; luego
E + A resulta 18, mas 1 de acarreo da 19, se pone el 9 y se acarrea el 1; finalmente, B + C

nos da 17 mas 1 de acarreo es 18.

B E BE
CAFE

189 BC

Restas con hexadecimales
Primero debemos verificar que el nimero de arriba sea mayor que el de abajo, si no lo es
intercambiamos posiciones. Como se puede observar en la tabla siguiente, en la primera co-

lumna la palabra BEBE es menor que CAFE, porque el primer digito que esta en el primer
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numero, una B, es menor que C. Entonces intercambiamos posiciones, luego procedemos a
restar los nimeros: en el ejemplo tenemos E — E, y nos da cero; en seguida estd F — B, por lo
que buscamos una F en la tabla de la suma, en el renglon B, y la encontramos en la columna 4,
lo cual significa que B + 4 es F, por lo que ponemos el 4; después toca restar A — E, y obser-
vamos que A es menor que E, por lo tanto le pide prestado un nimero a C y se convierte en
1A, buscamos en la columna E el valor 1A y lo encontramos en la columna C, de modo que
ponemos la C; por ultimo, sigue restar B — B, recordemos que la C prest6 uno y se quedd

solo con B, por lo tanto B — B es igual a 0.

BE B E CAFE
CAFE BEBE
0C40

Multiplicaciones hexadecimales

Para realizar las multiplicaciones se necesita la siguiente tabla.

Multiplicacion
* 11 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F
4 6 8 A C E 10 | 12 14 16 18 | 1A | 1C | 1E
6 9 C F 12 15 | 18| 1B | 1E | 21 24 | 27 | 2A | 2D
8 C 10 14 18 | IC | 20 | 24 | 28 | 2C | 30 | 34 | 38 | 3C
A F 14 | 19 | 1E | 23 | 28 | 2D | 32 | 37 | 3C | 41 46 | 4B
C 12 18 | 1E | 24 | 2A | 30 | 36 | 3C | 42 | 48 | 4E | 54 | 5A
E 15 (1C | 23 | 2A | 31 | 38 | 3F | 46 | 4D | 54 | 5B | 62 | 69
10 18 | 20 | 28 | 30 | 38 | 40 | 48 | 50 | 58 | 60 | 68 | 70 | 78

12 | 1B | 24 | 2D | 36 | 3F | 48 | 51 | 5A | 63 | 6C | 75 | 7E | 87
14 | 1E | 28 | 32 | 3C | 46 | 50 | SA | 64 | 6E | 78 | 82 | 8C | 96

16 | 21 | 2C | 37 | 42 | 4D | 58 | 63 | 6E | 79 | 84 | 8F | 9A | AS

18 | 24 | 30 | 3C | 48 | 54 | 60 | 6C | 78 | 84 | 90 | 9C | A8 | B4

1A | 27 | 34 | 41 | 4E | 5B | 68 | 75 | 82 | 8F | 9C | A9 | B6 | C3

1C | 2A | 38 | 46 | 54 | 62 | 70 | 7TE | 8C | 9A | A8 | B6 | C4 | D2
IE | 2D | 3C | 4B | 5A | 69 | 78 | 87 | 96 | A5 | B4 | C3 | D2 | El

H o | gl w (»|lo |l ala|u|ln|w]|
Hlm | Ol W™ | Pl || |la|lu|bn]|w]|
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La forma de realizar estas multiplicaciones es la siguiente: se hace la multiplicacion
como si fuera en decimal, pero en lugar de poner las tablas de los nimeros decimales se
toman las tablas de los hexadecimales. Cuando se hacen las sumas se utiliza también la tabla

de suma, como se ve en la columna donde se suma el 4 con el 6 que nos da A.

1 F 3 2 X B 0 E
1 B 4 B C
0 0 0 0
1 5 7 2 6
1 5 8 D A B C

Divisiones hexadecimales

Para las divisiones lo primero que se hace es observar cuantos digitos tiene el divisor, y se
tantea cudntas veces cabe el divisor en los mismos digitos del dividendo; se pone el nimero
en el cociente y se multiplica por el divisor; luego se realiza la resta, y si la resta es mas
pequetia que el divisor estamos bien, si no se borra y se eleva el cociente un nimero mas. Por

supuesto, se usan las tablas de multiplicar y sumar hexadecimales.

131
9| AB CD
90
I1BC
1BO
00CD
90

3 D

Aplicaciones de los sistemas numéricos en la computacion
Los sistemas numéricos son fundamentales en el &mbito de la computacion, ya que permiten
representar y manipular datos en formatos entendibles para las maquinas. A continuacion, se

explica como se aplican los sistemas numéricos en la computaciéon moderna.
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Sistema binario (base 2) y representacion de datos

En la computacion, el sistema binario es crucial porque los dispositivos digitales operan a
través de circuitos que pueden encontrarse en un estado de encendido o apagado, represen-
tado como 1 y 0. Estos valores binarios constituyen la base de los datos en cualquier compu-
tadora, ya que toda la informacién se procesa y almacena en bits, los cuales representan di-
gitos en binario (Tanenbaum y Austin, 2013). Ademas, el sistema binario permite representar
instrucciones y datos, desde nimeros hasta caracteres y graficos, en un lenguaje que los cir-

cuitos electronicos pueden entender (Stallings, 2017).

Sistema octal y su rol en codificacion

Aunque su uso es menos comun hoy en dia, el sistema octal (base 8) fue usado en las primeras
generaciones de computadoras para simplificar el trabajo con nimeros binarios largos. Cada
digito octal representa tres bits binarios, lo que facilitaba el trabajo en sistemas de bajo nivel
como el ensamblador y en la programacion de hardware (Mano y Kime, 2013). En el caso
de algunos sistemas operativos antiguos, como UNIX, el octal también se utiliza para repre-
sentar permisos de archivos, proporcionando una notaciéon compacta y accesible para opera-

ciones de bajo nivel (Tanenbaum y Bos, 2014).

Sistema hexadecimal (base 16) y programacion de bajo nivel

El sistema hexadecimal (base 16) es ampliamente utilizado en computacion, especialmente
en programacion de bajo nivel y depuracion, debido a su capacidad para representar grandes
cantidades de datos en menos espacio. Dado que cada digito hexadecimal equivale a cuatro
bits, el sistema hexadecimal permite expresar secuencias binarias de una forma mas com-
pacta, lo cual es ttil en la lectura y escritura de direcciones de memoria y en la representacion
de colores en la programacion grafica (Hennessy y Patterson, 2017). Asi, los programadores

y técnicos pueden trabajar eficientemente en la manipulacion de datos binarios largos.

Sistema decimal (base 10) y aplicaciones de alto nivel
Aunque la computadora internamente utiliza sistemas como el binario o hexadecimal, los
resultados y datos suelen traducirse al sistema decimal para que los usuarios puedan inter-

pretarlos facilmente. Esto se debe a que el sistema decimal es el mas natural para los
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humanos, y las interfaces de usuario suelen utilizarlo para mostrar datos financieros, calculos
cientificos y otro tipo de informacion en un formato comprensible (Stallings, 2017). En este
sentido, las aplicaciones de software suelen convertir las operaciones realizadas en binario o
hexadecimal a una representacion decimal para facilitar la interaccion humana.

En resumen, los sistemas numéricos, especialmente el binario, octal, hexadecimal y
decimal, son indispensables en la computacion, ya que permiten la representacion y manipu-
lacion eficiente de datos y codigo. Esta estructura numérica es la base del funcionamiento de
las computadoras modernas, al facilitar tanto la comunicacion entre maquinas como la inter-

accion con el usuario.
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Resumen

La teoria de conjuntos constituye uno de los fundamentos esenciales de las matematicas, ya
que permite comprender y estructurar la mayoria de los objetos matematicos. Un conjunto se
define como una coleccion de elementos bien definidos y diferenciables, que pueden repre-
sentarse mediante distintas notaciones: por extension (listando elementos), por comprension
(mediante propiedades) o mediante intervalos en el caso de nimeros reales. Conceptos basi-
cos como la pertenencia (€) y la contencion (S) permiten establecer relaciones entre elemen-
tos y conjuntos, asi como entre conjuntos mismos, facilitando su organizacion y analisis.
Estas relaciones suelen representarse visualmente mediante diagramas de Venn.

Las operaciones fundamentales con conjuntos incluyen la unidén, que agrupa los ele-
mentos de dos conjuntos; la interseccion, que identifica los elementos comunes; la diferencia,
que senala los elementos que pertenecen a un conjunto, pero no a otro; el complemento, que
considera los elementos fuera de un conjunto dentro de un universo; y la diferencia simétrica,
que reune los elementos exclusivos de cada conjunto. Estas operaciones pueden extenderse
a multiples conjuntos y son clave para el analisis matematico.

Asimismo, la teoria de conjuntos se apoya en diversas propiedades que facilitan la
manipulacion y simplificacion de expresiones, como las propiedades conmutativa, asocia-
tiva, distributiva, de identidad, de complemento e idempotencia. Estas reglas garantizan con-

sistencia en los resultados y permiten un manejo mas eficiente de los conjuntos. En conjunto,
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este marco tedrico es indispensable para el desarrollo del pensamiento 16gico y la formaliza-

cion matematica.

Palabras clave: conjuntos, propiedades de conjuntos, operaciones de conjuntos.

Fundamentos de la teoria de conjuntos

Intuitivamente, un conjunto se refiere a una coleccion o agrupacion de elementos que tienen
alguna caracteristica comun y puede representarse de varias maneras, como en forma de lista
o por propiedad (Lewin, 2011).

Formalmente, un conjunto se define como una coleccion de objetos bien definidos y
diferenciables entre si, que se conocen como los elementos o miembros del conjunto. Un
ejemplo es el conjunto de los nimeros enteros pares entre el cero y diez. Casi todos los ob-
jetos matematicos son, ante todo, conjuntos. Por consiguiente, la teoria de los conjuntos es la
base sobre la cual se construyen las matematicas. La notacion y representacion de conjuntos
se realiza de las siguientes maneras:

a) Uso de llaves {}. Los conjuntos se representan generalmente usando llaves.

Por ejemplo, un conjunto de numeros naturales menores que 5 puede escri-
birse como {1,2,3,4}.

b) Notacion de conjuntos con propiedades. Esta notacion describe los
elementos de un conjunto en términos de una propiedad que comparten. Se
escribe como {x | propiedad de x}. Por ejemplo, el conjunto de nimeros pares
positivos menores que 10 se puede escribir como {x | x es par y 0<x<10}.

c) Notacion de intervalos. Se usa principalmente para representar subconjuntos
de numeros reales. Los intervalos tienen diferentes notaciones segun si inclu-
yen o no los extremos:

e Intervalo cerrado: [a,b], incluye los extremos a y b.
e Intervalo abierto: (a,b), no incluye los extremos.
e Intervalo semiabierto o semicerrado: [a,b) o (a,b], incluye solo uno de

los extremos (Lipschutz, 1991).
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Pertenencia
La pertenencia se refiere a la relacion entre un elemento y un conjunto. Cuando un elemento
pertenece a un conjunto, decimos que es un miembro de ese conjunto y usamos el simbolo
€ (Cantor, 2006).

Ejemplo:

Si tenemos el conjunto A = {1,2,3,4}, podemos decir que:

2 € A (porque 2 es un elemento de A).

5 & A (porque 5 no es un elemento de A).

Contencion
La contencion se refiere a la relacion entre conjuntos, especificamente cuando todos los ele-
mentos de un conjunto estan dentro de otro conjunto. En este caso, decimos que uno es un
subconjunto del otro y usamos el simbolo <.

Si un conjunto B es un subconjunto de A, significa que todos los elementos de B
también estan en A. Esto se expresa como B C A.

Ejemplo: si todos los elementos de A son también elementos de B, esto es si cuando
XE A, entonces x € B, decimos que A es un subconjunto de B o que A esta contenido en B y

se escribe A € B. Si A no es un subconjunto de B, se escribe A € B (véase la figura 1).

Figura 1. Contencion

A <SB A <B

Fuente: elaboracion propia.

Los diagramas, como la figura 1, se usan para mostrar las relaciones entre los conjun-

tos y se llaman diagramas de Venn en honor del 16gico britanico John Venn.
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Ejemplo:
SiA={1,2,3,45,6},B={2,4,5},C={1,2,34,5}
entonces BE€ A, BS C,CCA.

Sin embargo AZB,AZC,CZB

Operaciones basicas con conjuntos
Las operaciones basicas con conjuntos son herramientas fundamentales en teoria de conjun-
tos. Las operaciones principales son la unién, interseccion, diferencia y complemento

(Smith, 2000).

Union (V)
La union de dos conjuntos A y B se define como el conjunto que tiene todos los elementos
que pertenecen a A o B y se indica como A UB.

AUB={x|x€Aox€B)

Observe que x E AU B si x € Ao x € B o x pertenece a ambos.

Ejemplo:
SiA={1,2,3} y B={3.4,5}, entonces:

AUB = {1,2,3,4,5}

Se puede ilustrar la unién de dos conjuntos con un diagrama de Venn de la siguiente
manera: si A'y B son los conjuntos dados en la figura 2(a), entonces AUB es el conjunto de

puntos en la region sombrada, como lo indica la figura figura2(b).

Figura 2a y 2b. Union de dos conjuntos Ay B

Fuente: elaboracion propia.
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Interseccion (N)
La interseccion de dos conjuntos A y B se define como el conjunto que contiene todos los
elementos que estdn en ambos conjuntos, se denota como ANB (Smith, 2000).

Por lo tanto, AN B = {x|x €EAyx€B}

Ejemplo:

Si A= {ab,c,ef}, B={befrs}yC={atuv}

Encuentre ANB, ANCy BNC

Entonces: los elementos b, e y f'son los tinicos que pertenecen a A y B, por lo cual

ANB = {b e, f}

De igual manera,

ANC = {a}

No existen elementos que pertenezcan tanto a A como a B, por lo que
BNC

=0

Figura 3a y 3b. Interseccion de dos conjuntos Ay B

Fuente: elaboracion propia.

Es posible ilustrar la interseccion de dos conjuntos por el diagrama de Venn. SiAy B
son los conjuntos dados en la figura 3(a), entonces ANB es la region sombreada de la figura

3(b). La figura 4 ilustra un diagrama de Venn con dos conjuntos ajenos (disjuntos)

(Smith, 2000).
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Figura 4. Diagrama de Venn con dos conjuntos ajenos (disjuntos)

u

Fuente: elaboracion propia.

Las operaciones de union e interseccion pueden generalizarse para tres 0 mas conjun-
tos. Asi pues,

AUBUC:{X|XEA o xEBo xeC}

ANBNC={x|x€EAy x€By x€C}

La region sombreada en la figura 5(b) es la union de los conjuntos A, B y C mostrada

en la figura 5(a) y la region sombreada en la figura 5(c) es la interseccion de los conjuntos

A, By C (Smith, 2000).

Figura 5. Union e interseccion para tres conjuntos

(c)

Fuente: elaboracion propia.
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Ejemplo:
Sea A= {1,2,3,4,5,7},B={1,3,8,9},C={1,3,6,8}
Entonces A N B N C es el conjunto de elementos que pertenecen a A, B y C. Por tanto,

ANBNC={13}.

Diferencia (—o )
Si A’y B son conjuntos, se define el complemento de B con respecto a A como el conjunto de
todos los elementos que pertenecen a A pero no a B y se indica A — B (Smith, 2000).

Por lo tanto

A-B={x|x€Ayx B}

Si A’y B son los conjuntos en la figura 6(a), entonces A — B y B — A son los conjuntos

de puntos en las regiones sombreadas de la figura 6(b) y (c), respectivamente.

Figura 6. Diferencia

(2)

(c)

Fuente: elaboracion propia.
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Ejemplo:
SiA={1,2,3} y B={3,4,5}, entonces:
A-B={1,2} yB—A={4,5}

Complemento (A’o A)
El complemento de un conjunto A es el conjunto de todos los elementos que no estan en A,
pero si estan en un conjunto universal U (el conjunto que contiene todos los elementos de
interés en ese contexto) (Smith, 2000). Se denota como A'o A°.

Por lo tanto

A= {x |x ¢ A }

Si A es el conjunto en la figura 7, su complemento es la region sombreada.

Figura 7. Complemento de un conjunto A

Fuente: elaboracion propia.

Ejemplo:
Si el conjunto universal U = {1,2,3,4,5} y A= {1,2,3}, entonces:
A°=U-A={4,5}

Diferencia simétrica

Si Ay B son dos conjuntos, su diferencia simétrica se define como el conjunto de todos los
elementos que pertenezcan a A o B, pero no a ambos, y se indica por A®B (Bruckner, 2008).

Por lo tanto, A®B = { x| x EA y x ¢ B)o (X EByx & A)}
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Ejemplo:

A={ab,c,d} yB {ac,efg}

Entonces

A®B = {b,d.ef,g}

Si Ay B son como se indican en la figura 8(a), su diferencia simétrica es la region

sombreada en la figura 8(b). Es facil ver que A®B = (A-B) U (B-A).

Figura 8a y 8b. Diferencias simétricas

Fuente: elaboracion propia.

Propiedades de los conjuntos

Las propiedades de los conjuntos se refieren a reglas que se aplican en las operaciones de
unidn, interseccion y complemento. Estas propiedades facilitan el trabajo con conjuntos en
matematicas y ayudan a simplificar expresiones (Villanueva, 2015). A continuacion, describo

las propiedades mas importantes con ejemplos.

Teorema 1. Las operaciones con conjuntos antes definidas satisfacen las siguientes propie-

dades.

Propiedad conmutativa
Esta propiedad indica que el orden en la unidn e interseccion de conjuntos no afecta el resul-
tado.

Union: AUB = BUA

Interseccion: ANB = BNA
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Ejemplo:

SiA={1,2} y B= {23}, entonces:
AUB = {1,2,3} = BUA

ANB= {2} =BNA

Propiedad asociativa
Esta propiedad indica que al unir o intersectar varios conjuntos, el resultado no depende de
cOmo se agrupen.
Unién: (AUB)UC = AU(BUC)
Interseccion:(ANB)NC = AN(BNC)
Ejemplo:
SiA={1},B={1,2},yC={2,3}, entonces:
(AUB)UC = {1,2,3} = AU(BUC)
(ANB)NC =0 =ANBNC)

Propiedad distributiva

Esta propiedad indica como se distribuyen las operaciones de union e interseccion entre si.
Uniodn sobre interseccion: AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
Interseccion sobre union: AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Ejemplo:
Si A={1}, B={1,2}, y C={2,3}, entonces:
AUBNC)={1}uU{2}={1,2}=(AUB)N(AUC)

Propiedad de identidad
Unir un conjunto con el conjunto vacio o intersectarlo con el conjunto universal no cambia
el conjunto original.

Unién: AUQ = A

Interseccion: U = ANU=A (donde U es el conjunto universal)

Ejemplo:

Si A= {1,2}, entonces:

AUQ = {1,2}

ANU = {1,2} (s1 U es el conjunto universal)
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Propiedad de complemento
Estas propiedades describen la relacion entre un conjunto y su complemento.
Ley de complemento: AUA®=U
ANA°=0
Ley de doble complemento: (A)°=A
Ejemplo:
SiA={1,2}Ay U= {1,2,3}, entonces:
A= (3}
AUA®= {1,2,3}
ANA°=0Q

Leyes de idempotencia

Unir o intersectar un conjunto consigo mismo no cambia el conjunto.
Union: AUA=A
Interseccion: ANA=A

Ejemplo:

Si A= {1,2}, entonces:
AUA = {1,2},
ANA={1,2}

Leyes de Morgan

Las leyes de Morgan expresan como se relacionan la union e interseccion con el comple-
mento.

Primera ley: (AUB)® = A°NB°

Segunda ley: (ANB)¢ = A°UB*¢

Ejemplo:
SiA={1,2},B={2,3} y U= {1,2,3,4}, entonces:

AUB = {1,2,3}

(AUB)® = {4}

A°={3,4},B°= {14}

A°NB° = {4}
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Teorema 2. Si A y B son conjuntos finitos, entonces /AUB |=/A/+ /B/-/4 N B/ (Seymour
y Lipson, 2007).

Esta situacion para tres conjuntos es mas complicada, como se muestra en la figura 9.

Abhora se expondra el principio de adicion para tres conjuntos.

Figura 9. Interseccion de tres conjuntos

ANBEB

ANBNC

ANC

Fuente: elaboracion propia.

Teorema 3. Sean A, B y C conjuntos finitos . Entonces JAuBUC/=/A/+/B/+/C/ - ]ANB/ -
/BNC/-/AnC/+ /AnBNC/

Ejemplo:

Una compaiiia de computacion necesita contratar a 25 programadores para tareas de
programacion de sistemas y 40 programadores para la programacion de computacion, de es-
tos empleados, se espera que 10 realicen tareas de dos tipos. ;Cuédntos programadores debera
contratar?

Donde

A = Programadores de sistema

B = Programadores de aplicacion

Entonces | Al =25, | Bl =40, y| ANB| = 10. Asi pues, el namero que debemos em-
pleares | AUB|=| A|+|B| +| | -|ANB| =25+40-10 = 55.
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Relaciones entre conjuntos

Una relacion entre dos conjuntos es una correspondencia entre los elementos de un conjunto
con los elementos de otro conjunto. Se puede representar como un conjunto de pares ordena-
dos (a,b), donde el primer elemento pertenece al conjunto A y el segundo elemento pertenece
al conjunto B (Arroyo, 2018).

Suponga que R es una relacion de A a B. Entonces R es un conjunto de pares ordena-
dos donde el primer elemento proviene de Ay el segundo proviene de B. Es decir, para cada
par a € Ay b € B es verdadera exactamente una de las siguientes proposiciones:

1) (a, b) € R; entonces se dice “a esta relacionado con b”, lo que se escribe como aRb.

i1) (a, b) ¢R; entonces se dice “a no esta relacionado con b”, lo que se escribe como

aR b SiR esuna relacion del conjunto A en si mismo; es decir, si R es un subconjunto de
A% =A x A, entonces se dice que R es una relacion sobre A.
El dominio de una relacion R es el conjunto de todos los primeros elementos de los

pares ordenados que pertenecen a R, y el rango es el conjunto de los segundos elementos.

Relacion binaria

Describe una relacion entre los elementos de dos conjuntos. Formalmente, una relacion bi-
naria entre dos conjuntos A 'y B es un subconjunto del producto cartesiano A x B.

Por ejemplo, si tenemos los conjuntos A = {1,2,3} y B = {a,b}, una relacion entre A y B
podria ser el conjunto de pares {(1,a),(2,b)}.

Sean A y B conjuntos. Una relacion binaria, o simplemente una relacion de A a B, es
un subconjunto del producto cartesiano A x B (Seymour y Lipson, 2007). Por ejemplo, si
tenemos los conjuntos A= {1,2,3} y B= {a,b}, unarelacion entre A y B podria ser el conjunto
de pares {(1,a),(2,b)}.

Formalmente, una relacion R en A es un subconjunto del producto cartesiano A x A,

es decir: RC€A x 4.

Propiedades de las relaciones binarias

Dependiendo de las propiedades que cumpla R, puede clasificarse de diversas maneras:
. Reflexiva: Va€A, (a,a)€R.
. Simétrica: Va,b€A, (a,b)ER=(b,a)ER.
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. Antisimétrica: Va,b€A, (a,b)ERA(b,a)ER=a=b.
. Transitiva: Va,b,c€A, (a,b)ERA(b,c)ER=(a,c)ER

En el caso especial donde A = B se dice que R es una relacion en A.

Relaciones reflexivas
Una relacion R sobre un conjunto es reflexiva si aRa para toda a € A; es decir, si (a, a) € R
para toda a € A. Por tanto, R no es reflexiva si existe a € A tal que (a, a) ¢R.

Ejemplo 1:

Considere las cinco relaciones siguientes sobre el conjunto A = {1, 2, 3, 4}:

R1={(1,1),(1,2),(2,3),(1,3),(44);

R2={(1, 1)(1,2), 2, 1), (2, 2), 3,3), (4, 4)}

R3={(1,3), 2, 1)}

R4 = @, la relacion vacia

R5 =A x A, larelacion universal

Determine cudles de las relaciones son reflexivas.

Puesto que A contiene los cuatro elementos 1, 2, 3 y 4, una relacion sobre A es refle-
xiva si contiene los cuatro pares (1, 1),(2, 2), (3, 3) y (4, 4). Asi, solo R2 ylaR5 =A x A son
reflexivas. Observe que R1, R3 y R4 no son reflexivas porque, por ejemplo, (2, 2) no perte-

nece a ninguna de ellas (Quesada, 2021).

Relaciones simétricas y antisimétricas
Una relacion R sobre un conjunto A es simétrica si siempre que aRb entonces bRa; es decir,
siempre que (a, b) € R entonces (b, a) € R. Por tanto, R no es simétrica si existen a, b € A,
tales que (a, b) € R pero (b, a)gR.

Ejemplo:

a) Determine cudles de las relaciones son simétricas del ejemplo 1:

R1 no es simétrica porque (1, 2) € R1 pero (2, 1)¢R1.

R3 no es simétrica porque (1, 3)ER3 pero (3, 1)gR3.

Las otras relaciones son simétricas.

Observacion: las propiedades de ser simétrica y ser antisimétrica no son negaciones

entre si. Por ejemplo, la relacion R = {(1, 3), (3, 1), (2, 3)} no es simétrica ni antisimétrica.
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Por otra parte, la relacion R°= {(1, 1), (2, 2)} es tanto simétrica como antisimétrica (Quesada,

2021).

Relaciones transitivas
Una relacion R sobre un conjunto A es transitiva si siempre que aRb y bRc entonces aRc; es
decir, siempre que (a, b), (b, ¢) € R entonces (a, ¢) € R (Quesada, 2021). Por tanto, R no es
transitiva si existe a, b, ¢ € R tal que (a, b), (b, ¢) € R pero (a, ¢c)gR.

Ejemplo:

a) Determine cuales de las relaciones en el ejemplo 1 son transitivas.

La relacion R3 no es transitiva porque (2, 1), (1, 3) € R3 pero (2, 3) ¢ R3. Todas las

otras relaciones son transitivas.

Cardinalidad de conjuntos

La cardinalidad de un conjunto se refiere a la cantidad de elementos que contiene (Weisstein,
1996). Es una forma de medir el famario del conjunto, sin importar cudles son los elementos,
sino cuantos hay.

La cardinalidad de un conjunto A se representa como |A| y describe el nimero de
elementos en el conjunto.

Ejemplos:

Si A= {1,2,3}, entonces la cardinalidad de A es |A|=3, porque hay tres elementos en
el conjunto.

Si B = {a,e,i,o,u}, entonces |B|=5, ya que contiene cinco elementos.

Un conjunto vacio, @ o {}, tiene una cardinalidad de |@|=0 porque no contiene ele-
mentos.

La comparacion de cardinalidades permite determinar si dos conjuntos tienen la
misma cantidad de elementos (Weisstein, 1996). Algunas posibles comparaciones son las si-
guientes:

Igualdad de cardinalidad: dos conjuntos A y B tienen la misma cardinalidad si el nt-
mero de elementos en cada uno es igual. Esto se escribe como |A|=|B|.

Ejemplo:

C={1,2} y D = {a,b} tienen la misma cardinalidad porque |C| = |D| = 2.
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Cardinalidad de un conjunto mayor que otro: Si un conjunto A tiene mas elementos
que otro conjunto B, entonces decimos que |A| > [B].

Ejemplo:

SiE={1,2,3,4,5} y F = {x,y}, entonces |E| > |F| porque |E| =5y |F| = 2.

Cardinalidad de conjuntos infinitos: hay conjuntos infinitos, como el conjunto de los
numeros naturales N = {1,2,3,... } o el conjunto de los nimeros reales R. Aunque ambos
conjuntos son infinitos, no todos los infinitos son iguales en tamafio.

Infinitos contables: los conjuntos como los nimeros naturales N tienen una cardina-
lidad infinita contable, es decir, se pueden enumerar (cada elemento se puede asociar con un
numero natural).

Infinitos no contables: el conjunto de los nimeros reales R, por otro lado, tiene una
cardinalidad mayor, ya que no se puede enumerar de la misma manera; es un infinito no
contable.

Ejemplos:

SiG={1,3,5} yH= {ab,c}, entonces |G| = [H| = 3.

Si L = {perro, gato} y J = {manzana}, entonces |L| > [J| porque LI =2y |[J| = 1.

Conjuntos especiales
Conjunto vacio
(@): representa un conjunto sin elementos, denotado como @. Es el tnico conjunto que no

contiene ningun elemento (Bruckner, 2008).

Conjunto universal
(U): es el conjunto que contiene todos los elementos posibles en un contexto especifico. De-
pendiendo del problema o dominio, U representa el todo en el universo de discurso definido

(Christensen, 2001).

Propiedades del conjunto vacio y el conjunto universal

1.- Unidn con el conjunto vacio:
AUQ = A: la union de cualquier conjunto A con el conjunto vacio es A.
Ejemplo:
Si A= {1,2,3}, entonces AUD = {1,2,3}.
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2.- Interseccion con el conjunto vacio:
AN@=0@: la interseccion de cualquier conjunto A con el conjunto vacio es @.
Ejemplo:
SiA={1,2,3}, entonces AND=0.

3.- Union con el conjunto universal:
AUU = U: la unién de cualquier conjunto A con el conjunto universal es U.
Ejemplo:
SiU={1,2,34,5} yA={1,2,3}, entonces AUU = {1,2,3.4,5} = U.

4.- Interseccion con el conjunto universal:
ANU = A: la interseccion de cualquier conjunto A con el conjunto universal A.
Ejemplo:
SiA={1,2,3} yU={1,2,3,4,5}, entonces ANU = {1,2,3} = A.

5.-Complemento del conjunto vacio:

@°=U: el complemento del conjunto vacio es el conjunto universal, ya que todos los
elementos posibles estan fuera del conjunto vacio.

Ejemplo:

Si el conjunto universal es U = {1,2,3,4,5}, entonces el complemento de @ es

U={1,2,34,5}.

6.- Complemento del conjunto universal:

U° = @: el complemento del conjunto universal es el conjunto vacio, ya que no existen
elementos fuera del conjunto universal.

Ejemplo:

SiU={1,2,3,4,5}, entonces el complemento de U es @ = {}.

La relacion con otros conjuntos es con las leyes de Morgan, las cuales nos muestran
como se relacionan el conjunto vacio y el conjunto universal al trabajar con complementos

(Arroyo, 2018).
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Ejemplos de leyes de Morgan
Primera ley de Morgan: (AUB)*=A“NB°
Ejemplo:
SiU={1,2,34,5,6}, A= {1,2},y B={2,3,4}, entonces:
AUB = {1,234}
(AUB)° = {5,6}
A°={3,4,5,6}, B°= {1,5,6}
A°NB° = {5,6}, que coincide con (AUB)".

Segunda ley de Morgan: (ANB)° = A°UB°¢
Ejemplo:
Con los mismos conjuntos A 'y B del ejemplo anterior:
ANB = {2}
(ANB)° = {1,3,4,5,6}
A°={3,4,5,6}, B = {1,5,6}
A°UB° = {1,3,4,5,6}, que coincide con (ANB)".
Las propiedades y relaciones ayudan a simplificar operaciones y establecer relaciones

de inclusion entre conjuntos.

Conjuntos iguales y desigualdad de conjuntos
Conjuntos iguales
Dos conjuntos A y B son iguales si contienen exactamente los mismos elementos. Esto se
representa como A = B. Para que dos conjuntos sean iguales, cada elemento de A debe estar
en B, y cada elemento de B debe estar en A. No importa el orden de los elementos ni como
estén escritos, siempre que el contenido sea idéntico (Coto, s.t.).

Ejemplo:

SiA={1,23} y B={3,2,1}, entonces A = B, ya que ambos contienen los mismos

elementos.
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Desigualdad de conjuntos
Dos conjuntos son desiguales cuando no contienen exactamente los mismos elementos, es
decir, al menos uno de los conjuntos tiene un elemento que no esta en el otro. Esto se repre-
senta como A # B (Coto, s.f.).

Ejemplo:

SiA={1,23} y B={1,2,4}, entonces A # B, ya que B contiene el elemento 4, que

no estd en A, y A contiene el elemento 3, que no esta en B.

Igualdad por extension e igualdad por intension
Existen dos formas de definir y comparar conjuntos para determinar si son iguales: igualdad

por extension e igualdad por intension.

Igualdad por extension

En la igualdad por extension, se enumeran explicitamente todos los elementos del conjunto.
Si dos conjuntos tienen listados exactamente los mismos elementos, son iguales por exten-
sion (Restrepo, 2003).

Ejemplo:

SiA={1,2,3} y B={1,2,3}, entonces A = B por extension, porque ambos conjuntos

contienen exactamente los mismos elementos listados.

Igualdad por intension

En la igualdad por intension, se describe a los conjuntos mediante una propiedad o condicion
que define a todos sus elementos, sin listarlos individualmente. Dos conjuntos son iguales
por intension si cumplen la misma condicion.

Ejemplo:

SiA={x€eN| } yB={1,2,3}, entonces A =B por intension, ya que ambos conjuntos

se definen por la misma condicion (los nimeros naturales menores que 4).
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Conjuntos especiales
Los conjuntos especiales son conjuntos que tienen propiedades o caracteristicas especificas
que los hacen unicos o interesantes en el contexto de las matematicas (Arroyo, 2018). A con-

tinuacion veremos algunos ejemplos de conjuntos especiales comunes.

Conjuntos finitos
Un conjunto es finito si tiene un nimero especifico y limitado de elementos.
Ejemplo:
{1,2,3,4} es un conjunto finito porque contiene solo cuatro elementos.
Otros ejemplos de conjuntos finitos incluyen el conjunto de los dias de la semana, los

meses del afio, o los nimeros naturales del 1 al 10.

Conjuntos infinitos

Un conjunto es infinito si tiene un numero ilimitado de elementos, es decir, no tiene un final.
Ejemplo:
El conjunto de los nimeros naturales N={1,2,3,4,...} es infinito porque no hay un

ultimo nimero en la secuencia.

Distincion entre conjunto infinito numerable y no numerable
Conjuntos infinitos numerables (o contables):
Son aquellos conjuntos infinitos cuyos elementos se pueden poner en correspondencia uno a
uno con los nimeros naturales. Esto significa que, aunque el conjunto es infinito, sus ele-
mentos pueden enumerarse (Stillwell, 2010).

Ejemplo:

El conjunto de los nimeros naturales N = {1,2,3,...}.

El conjunto de los nimeros enteros Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}.

El conjunto de los numeros racionales Q (todos los numeros que pueden expresarse

como una fraccion de dos enteros).
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Conjuntos infinitos no numerables (o no contables)
Son aquellos conjuntos infinitos cuyos elementos no pueden ponerse en correspondencia uno
a uno con los numeros naturales. Esto implica que tienen mas elementos que un conjunto
numerable, en un sentido técnico (Stillwell, 2010).

Ejemplo:

El conjunto de los niumeros reales R, que incluye todos los nimeros racionales e irra-
cionales en la recta numérica.

Un subconjunto notable de los reales es el conjunto de los numeros irracionales (ni-

meros que no pueden expresarse como una fraccion, comov?2 , 7, e).

Conjuntos numerables y no numerables

Conjuntos numerables

Un conjunto es numerable (o contable) si sus elementos se pueden enumerar o poner en co-

rrespondencia uno a uno con los nimeros naturales. Es decir, si podemos asignar un nimero

natural Unico a cada elemento del conjunto, el conjunto es numerable (Stillwell, 2010).
Caracteristicas:

e Puede ser finito o infinito.

e En el caso de los conjuntos infinitos, los numerables tienen el mismo tamaino
que el conjunto de los nimeros naturales, en términos de cantidad de ele-
mentos.

Ejemplos:

Numeros naturales (N): el conjunto de los numeros naturales es numerable.
N={1,2,34,...}.

Numeros enteros (Z): incluye numeros positivos, negativos y el cero.
Z=1{...,-3,-2,-1,0,1,23,...}.

Es numerable porque se puede organizar en una secuencia que corresponde con los
nimeros naturales (por ejemplo, ordenando: 0,1,—1,2,-2,3,-3,...).

Numeros racionales (Q ): incluye todos los numeros que se pueden expresar como

fracciones de la forma %, donde a y b son enteros y b # 0.

Aunque pueda parecer que hay mas numeros racionales que naturales, es posible enu-

merarlos de manera que correspondan a los nimeros naturales. Por lo tanto, Q es numerable.
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Conjuntos no numerables
Un conjunto es no numerable (0 no contable) si no es posible contar sus elementos ni ponerlos
en correspondencia uno a uno con los numeros naturales. Esto significa que el conjunto tiene
mas elementos que cualquier conjunto numerable.
Caracteristicas:
e Siempre es infinito.
e Los elementos de un conjunto no numerable no pueden organizarse de manera
que cada elemento corresponda a un nimero natural.
Ejemplos:
Numeros reales (R): incluye todos los nimeros en la recta numérica, tanto racionales
como irracionales. Existen muchos mas niimeros reales que naturales o racionales, y no se

pueden enumerar todos en una lista que se corresponda con los nlimeros naturales.
- , . ] , . 1
Ejemplos de numeros reales incluyen: V2, 7, e, asi como numeros racionales como >

Numeros irracionales: estos son los nimeros que no pueden expresarse como fraccio-

nes, como V2 , T, e, y son un subconjunto de los nimeros reales. Los nlimeros irracionales

son no numerables, ya que no se pueden poner en correspondencia con los nameros naturales.

Tabla 1. Conjuntos y su numerabilidad

Conjunto Simbolo Numerable/No Numerable Ejemplos
Numeros naturales N Numerable {1,2,3,...}
Numeros enteros Z Numerable {...,-1,0,1,...}
Numeros racionales Q Numerable {% ,— %, 5}
Numeros reales R No numerable (V2,7 e}
Numeros irracionales - No numerable (V3 ,m}

Fuente: elaboracion propia con datos de Stilwell (2010).
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Conjuntos potencia

Los conjuntos potencia (o conjuntos de partes) son un concepto fundamental en la teoria de
conjuntos. Dado un conjunto A4, el conjunto potencia de 4, denotado como P(A), es el con-
junto de todos los subconjuntos posibles de A, incluyendo el conjunto vacio y el propio

conjunto A.

Definicion formal
Si A es un conjunto, entonces su conjunto potencia P(A) es el conjunto de todos los subcon-
juntos de A. Matematicamente: P(A) = {X : X C€ A}.

Ejemplo:

Sea A= {1,2,3} entonces P(A) se compone de los siguientes subconjuntos de:

A=0, {1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3},{1,2,3} =A

Figura 10. Conjunto A

Fuente: elaboracion propia.

Propiedades
1.- Cantidad de elementos: si un conjunto A tiene n elementos, su conjunto potencia P(A)
tendra 2" elementos.
2.- Incluye el conjunto vacio: siempre incluye el conjunto vacio (@) y el propio conjunto A
como parte de sus subconjuntos.

Ejemplo

Supongamos que A = {1,2}. Los subconjuntos posibles de A son:

0.1}, {2},{1,2}

Por lo tanto, el conjunto potencia P(A) es: P(A) = {@,{1},{2},{1,2}}

Ejemplo:
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Sea A=[{l1,2,3}, {4, 5}, {6, 7, 8}].

a) Enumere los elementos de A. El conjunto tiene tres elementos, los conjuntos {1, 2,
3}, {4,5} y {6,7, 8}.

b) Encuentre n(A). n(A) = 3.

Aplicaciones de la teoria de conjuntos
En algebra, los conjuntos desempenan un rol fundamental como base estructural para definir
y entender los conceptos algebraicos. Aqui tienes algunos aspectos clave del rol de los con-

juntos en algebra.

Definicion de estructuras algebraicas
Los conjuntos son el marco en el que se construyen las estructuras algebraicas, como grupos,
anillos, cuerpos y espacios vectoriales. Estas estructuras son conjuntos equipados con opera-
ciones (como suma o multiplicacién) que cumplen ciertas propiedades (Lang, 1976).

Por ejemplo:

Un grupo es un conjunto G con una operacion binaria que satisface propiedades como
asociatividad, existencia de un elemento neutro y existencia de inversos.

Un cuerpo es un conjunto con dos operaciones (suma y multiplicacién) que cumplen

reglas adicionales, como la existencia de inversos para la multiplicacion (excepto el cero).

Relaciones y funciones

En algebra, los conjuntos permiten definir relaciones y funciones entre sus elementos, lo que
es crucial para establecer conceptos como homomorfismos, isomorfismos y automorfismos.
Estas nociones son esenciales para estudiar como se comportan y relacionan las estructuras

algebraicas entre si (Artin, 2011).

Propiedades de operaciones

Los conjuntos permiten estudiar las propiedades de las operaciones definidas en ellos, como
cerradura, conmutatividad, asociatividad y distributividad. Estas propiedades son fundamen-
tales para caracterizar las operaciones algebraicas y las estructuras asociadas (El Proyecto

NROGC, s.f).
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Base para algebra booleana y logica
El 4lgebra booleana, que es una rama del dlgebra usada en 16gica matematica y computacion,
esta profundamente ligada a la teoria de conjuntos. Operaciones como union, interseccion y
complemento tienen paralelismos con operaciones 16gicas como el “OR”, “AND” y “NOT”
(Gonzalez, s.f.).

La teoria de conjuntos tiene una relacion estrecha con la 16gica matematica, particu-
larmente en el tratamiento de proposiciones y operaciones logicas.

Cada proposicion logica puede representarse con un conjunto de condiciones que se
cumplen o no.

Por ejemplo, la proposicion: “Los nimeros mayores que 3”.

Conjunto asociado: A = {x € N : x>3}.

Construccion de polinomios y espacios vectoriales
En élgebra, los conjuntos se utilizan para definir elementos como polinomios o vectores
(Camino, 2003).

Por ejemplo:

Los polinomios se consideran elementos de un conjunto con operaciones de suma y
multiplicacion.

Los espacios vectoriales estan formados por un conjunto de vectores, que satisfacen

axiomas sobre operaciones de suma y multiplicacion escalar.

Conjuntos finitos e infinitos
El estudio de conjuntos finitos e infinitos permite explorar propiedades como cardinalidad y
bases algebraicas. Esto es esencial, por ejemplo, en la teoria de matrices y determinantes o al

analizar si un espacio vectorial tiene dimension finita o infinita (Fontes, 2020).
Relacion entre conjuntos y logica matematica

Conjuntos como base de la logica

Los conjuntos permiten representar proposiciones y relaciones logicas.
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Por ejemplo:

Conjuntos universales y subconjuntos: un conjunto universal U puede representar to-
das las posibilidades, mientras que un subconjunto representa los elementos que cumplen
ciertas condiciones logicas (Arroyo, 2018).

Operaciones entre conjuntos: operaciones como la union, la interseccion y el comple-
mento tienen su equivalente en logica:

Uniéon (AUB) — Disyuncion (OR): representa el conjunto de elementos que estan en
A, B 0 ambos.

Interseccion (ANB) — Conjuncion (AND): representa el conjunto de elementos que
estan simultdneamente en A y B.

Complemento (A®) — Negacion (NOT): representa los elementos que no estan en A.

Relaciones logicas mediante conjuntos
Los conjuntos ayudan a visualizar conceptos fundamentales de la 16gica:

Implicacion logica: si A es subconjunto de B, esto puede interpretarse como A=B (si
X pertenece a A, entonces X pertenece a B).

Equivalencia légica: si A = B, entonces ambas proposiciones o conjuntos tienen los

mismos elementos, lo cual equivale a una bicondicional (A<B).

Diagramas de Venn
Los diagramas de Venn son una herramienta grafica basada en la teoria de conjuntos para
representar proposiciones logicas y sus intersecciones (Arroyo, 2018). Estos diagramas son
utiles para:

e Identificar relaciones entre varias proposiciones.

e Representar visualmente la validez de argumentos 16gicos.

Conjuntos como interpretacion semantica de la logica
En la logica matematica, los conjuntos se utilizan para interpretar proposiciones en términos
de verdad:

Un conjunto de elementos puede representar todas las interpretaciones para las cuales

una proposicion es verdadera.
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Los modelos 16gicos, fundamentales en ldgica de primer orden, se construyen usando

conjuntos que satisfacen ciertas propiedades (Arroyo, 2018).

Logica en la teoria de conjuntos
La teoria de conjuntos estd formalizada con herramientas de la 16gica matematica.

Por ejemplo:

Axiomas de la teoria de conjuntos: Sistemas como los axiomas de Zermelo-Fraenkel
(ZF) con el axioma de eleccion (ZFC) usan logica para definir las propiedades de los conjun-
tos (Arroyo, 2018).

Cuantificadores: en légica, los cuantificadores universales (V) y existenciales (3) se
usan para describir propiedades de conjuntos:

Ejemplo:

-Vx€EA, P(x) significa que P(x) es verdadera para todos los elementos del conjunto A.

-Ix€A,P(x) significa que existe al menos un elemento en A para el cual P(x) es ver-

dadera.

Aplicaciones prdcticas
La combinacion de conjuntos y logica es esencial para:

Sistemas de computacion: conjuntos y logica forman la base del algebra booleana y
los circuitos l6gicos digitales.

Demostraciones matematicas: las proposiciones y argumentos se representan me-
diante conjuntos y sus relaciones logicas.

Teoria de modelos: los conjuntos se usan para interpretar estructuras logicas comple-

jas, como numeros, grafos o espacios.

Paradojas y limitaciones de la teoria de conjuntos: introduccion a las paradojas

La paradoja de Russell

La paradoja de Russell fue formulada por el matematico y filésofo Bertrand Russell en 1901
y es una de las paradojas mas conocidas en la teoria de conjuntos (Arroyo, 2018). Se plantea

de la siguiente manera:
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Supongamos que existe un conjunto R que contiene todos los conjuntos que no se
contienen a si mismos.

Nos preguntamos: /R se contiene a si mismo?

Si R€ER (es decir, R se contiene a si mismo), entonces, por definicion, R no deberia
contenerse a si mismo.

Si R€R (es decir, R no se contiene a si mismo), entonces, por definicion, deberia
contenerse a si mismo.

Esto lleva a una contradiccion 16gica, lo que muestra que la teoria de conjuntos inge-

nua (que permite definir cualquier conjunto) tiene inconsistencias.

Impacto de la paradoja de Russell
La paradoja de Russell expone que la teoria de conjuntos ingenua no es un sistema consistente
para formalizar las matematicas. Esto motivo a los matematicos a desarrollar teorias de con-

juntos mas rigurosas.

Teoria axiomatica de conjuntos (ZF/ZFC)
Se introdujo la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF), que incluye un conjunto de
axiomas para evitar paradojas.

El axioma de separacion, por ejemplo, limita la posibilidad de definir conjuntos arbi-

trarios como RRR en la paradoja de Russell.

Teoria de tipos
Propuesta por Russell como una solucion, esta teoria organiza los conjuntos en fipos jerar-
quicos para evitar que un conjunto pueda referirse a si mismo.

La paradoja de Russell y otras similares llevaron al desarrollo de sistemas mas rigu-
rosos para las matemadticas, como la teoria axiomatica de conjuntos y la l6gica formal. Esto
muestra como es que las paradojas, aunque inicialmente son problematicas, han impulsado
avances significativos en la comprension y formalizacién de las matematicas (Lipschutz,

1991).
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Resumen

Las relaciones en matematicas se establecen entre elementos de uno o dos conjuntos, siendo
una relacion binaria un subconjunto del producto cartesiano. Estas relaciones poseen propie-
dades fundamentales, como ser reflexivas, irreflexivas, simétricas, antisimétricas, asimétri-
cas y transitivas, las cuales permiten analizarlas y clasificarlas. A partir de estas propiedades
surgen tipos importantes, como las relaciones de equivalencia (reflexivas, simétricas y tran-
sitivas) y las relaciones de orden (parcial y total), esenciales para estructurar y comparar
elementos en distintos contextos matematicos. Por otra parte, las funciones constituyen un
tipo especial de relacion en la que a cada elemento del dominio le corresponde un tnico valor
en el codominio. Se clasifican en inyectivas, suprayectivas y biyectivas, segun la forma en
que se relacionan ambos conjuntos. Ademas, existen diversos tipos de funciones, como las
reales, algebraicas (polinomiales y racionales), trascendentes (trigonométricas, exponencia-
les y logaritmicas) y especiales (implicitas, inversas, escalonadas e hiperbolicas), cada una
con aplicaciones especificas. Las funciones permiten modelar fenomenos en areas como la
fisica, economia, ingenieria y vida cotidiana, favoreciendo el pensamiento 16gico, la abstrac-

cioén y la toma de decisiones fundamentadas.
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Palabras clave: relaciones matematicas, propiedades de las relaciones, funciones.

Propiedades de relaciones
Las relaciones en matematicas (particularmente en algebra y teoria de conjuntos) se estable-
cen entre los elementos de un conjunto o entre dos conjuntos. Una relaciéon binaria R sobre
un conjunto A es un subconjunto del producto cartesiano Ax A \times AA x A.

Estas relaciones pueden tener diferentes propiedades que permiten clasificarlas y

comprender su estructura.

Propiedades principales de las relaciones binarias
Reflexiva

Una relacion R sobre A es reflexiva si todo elemento se relaciona consigo mismo.
Va€A, (a,a)€ER
Ejemplo: la relacion “ser igual a” en los numeros reales.

Irreflexiva

Una relacion es irreflexiva si ningin elemento se relaciona consigo mismo.
Va€A, (a,a) R
Ejemplo: la relacion “ser menor que” en los nimeros reales.
Simétrica
Una relacion es simétrica si siempre que un elemento esta relacionado con otro, el segundo

también lo est4 con el primero.
Vab€A,(abER = (b,a)eER
Ejemplo: la relacion “ser hermano de”.
Antisimétrica

Una relacion es antisimétrica si, cuando dos elementos se relacionan en ambos sentidos, en-

tonces deben ser iguales.
Va,b €A, (a,b)ERy (b,a)ER = a=b

Ejemplo: la relacion “ser menor o igual que” (<).
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Asimétrica
Una relacion es asimétrica si, cuando un elemento se relaciona con otro, el inverso nunca

Vab €A, (a, b)ER = (b, a)¢R

Ejemplo: la relacion “ser padre de”.

Transitiva
Una relacion es transitiva si siempre que un elemento esta relacionado con un segundo y el

segundo lo est4 con un tercero, entonces el primero esta relacionado con el tercero.
Va,b,c€A, (a,b)ER y (b,c)ER = (a,c)ER

Ejemplo: la relacion “ser mayor que”.
Clasificacion de relaciones segiin propiedades

e Relacion de equivalencia: cumple reflexiva, simétrica y transitiva.
Ejemplo: “tener la misma edad”.

e Relacion de orden parcial: cumple reflexiva, antisimétrica y transitiva.
Ejemplo: “ser menor o igual que”.

e Relacion de orden total: es un orden parcial en el que todos los elementos son
comparables.

Ejemplo: el orden en los nimeros reales con <.

Caracteristicas de las funciones
El concepto de funcidn es uno de los pilares méas importantes en la matematica, ya que per-
mite establecer relaciones entre variables y modelar fendmenos de la vida real. De acuerdo
con Zill y Wright (2011), una funcién puede definirse como una regla que asocia a cada
elemento de un conjunto de entrada un tnico elemento de salida. Esta definicion sencilla es
la base para comprender como se aplican las funciones en diversos campos, desde la fisica y
la economia hasta la informatica y la biologia.

Comprender las funciones no se limita a memorizar férmulas, sino a analizar como
se comportan y de qué manera reflejan procesos reales. Asi, el estudio de funciones se con-

vierte en una herramienta de pensamiento critico, modelacion y resolucion de problemas
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(Martinez, 2017). A continuacion, se desarrolla un analisis de los principales tipos de funcio-
nes, sus caracteristicas y sus aplicaciones practicas.

Las funciones se denotan generalmente como f:A—B, donde A es el dominio y B es
el codominio, y para cada a€A existe un unico bEB tal que f(a) =b.

Una funcion es un tipo especial de relacion entre dos conjuntos, donde a cada ele-
mento del conjunto de partida (o dominio) le corresponde exactamente un elemento del con-
junto de llegada (o codominio); (Arroyo et al, 2018).

En términos mas formales, una funcion f'de un conjunto A a un conjunto B se define
como una relacion tal que para cada a€A existe un tnico beB tal que f{a) = b. Las funciones
se denotan generalmente como f:A—B, donde A es el dominio y B es el codominio.

Dominio: el conjunto de todos los elementos de partida A.

Codominio: el conjunto B donde llegan los valores de la funcion.

Rango o imagen: el conjunto de los elementos de B que son imagenes de los elemen-
tos de A.

Ejemplo:

SiA={1,2,3,4} y B={ab,c.d}, yseaf={(1,a),(2,2),(3,d),(4,c)}

Entonces F es una funcién, ya que ningun elemento de A aparece como primer ele-
mento de dos pares ordenados diferentes por lo que se tiene: f(/) =a ,f(2) =a, f(3) =4,
f(4) =c.

Esta funcion es una correspondencia en la que a cada elemento del dominio A le co-
rresponde uno y solo un elemento en el codominio B (Castafeda, s.f.). El codominio de f,
Cod(f) = {a,d,c}. En algunas ocasiones se escribird el codominio de la funcién f como f(A).
Obsérvese que el dominio a€EB aparece como segundo elemento de dos diferentes pares or-
denados en f. Esto no causa conflicto con la definicion de una funcion. Por lo tanto, la funcion

puede tomar el mismo valor en dos elementos diferentes de A.

Tipos de funciones

Funciones por la relacion del dominio por el codominio

Las funciones pueden clasificarse segiin como se relacionan los elementos del dominio con
los del codominio (Universidad Tecnologica Nacional, Facultad Regional San Francisco, s.f).

Los tres tipos principales son la inyectiva, la suprayectiva y la biyectiva.
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Funcion inyectiva (inyeccion)
Una funcion f:A—B es inyectiva si asigna diferentes elementos del dominio a diferentes ele-
mentos del codominio. Por tanto, diferentes valores de A dan diferentes valores en B. Es
decir, si f(al)=f(a2) implica que al=a2.

Ejemplo:

La funcién f{x) = 2x en el conjunto de los nimeros reales R es inyectiva, ya que

diferentes valores de x dan diferentes valores de f{x).

Funcion suprayectiva (sobreyectiva)
Una funcion f:A—B es suprayectiva si cada elemento del codominio tiene al menos un ele-
mento del dominio que se le asigna. Por lo que todos los valores de B estan cubiertos por
valores de A. Es decir, para cada bEB existe al menos un a€A tal que f(a) = b.

Ejemplo:

La funcién f{x) = x* en el conjunto de los niimeros reales R no es suprayectiva sobre
R, ya que no todos los nimeros reales son cuadrados perfectos (por ejemplo, no hay un x real
tal que x> =—1). Sin embargo, si restringimos el codominio a los nimeros reales no negativos,

entonces f{x) = x* si es suprayectiva en ese conjunto.

Funcion biyectiva (biyeccion)

Una funcion f:A—B es biyectiva si es a la vez inyectiva y suprayectiva. En otras palabras,
cada elemento de A se asocia con un unico y diferente elemento de B, y todos los elementos
de B estan cubiertos. Por lo que cumple las propiedades de inyectiva y suprayectiva. Las
funciones biyectivas también se conocen como correspondencias uno a uno.

Ejemplo:

La funcién f(x) = x+1 en el conjunto de los numeros enteros Z es biyectiva, ya que
cada entero se asigna a otro Unico entero, y todos los enteros estan representados en el codo-
minio (Villanueva, 2015).

Esta clasificacion se debe a la forma en que relacionan los elementos del dominio con
el codominio. Una funcidn inyectiva es aquella en la que no existen dos elementos distintos
del dominio que tengan la misma imagen. En contraste, una funcion suprayectiva asegura
que cada elemento del codominio tenga al menos un elemento en el dominio que lo relacione.

Finalmente, una funcion biyectiva combina ambas propiedades: es inyectiva y suprayectiva
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a la vez, por lo que establece una correspondencia biunivoca entre los dos conjuntos (Zill y
Wright, 2011).

Estas distinciones tienen aplicaciones importantes en areas como la informatica, en
donde se requiere asegurar que cada dato tenga una correspondencia tnica dentro de un sis-
tema de codificacion. Segun Lopez y Hernandez (2020), “las funciones biyectivas son esen-
ciales en el disefio de algoritmos criptograficos, pues garantizan que cada mensaje codificado
tenga una Unica interpretacion posible” (p. 60).

Asimismo, la comprension de estas funciones permite entender mejores conceptos

como la existencia de funciones inversas, herramienta clave en el algebra y el célculo.

Funciones reales de variable real

Una funcidn real de variable real es aquella en la que tanto el dominio como el rango perte-
necen al conjunto de los nimeros reales. Esto significa que a cada valor real de la variable
independiente x le corresponde un valor real de la variable dependiente y (Zill y Wright,
2011). La representacion grafica de estas funciones en el plano cartesiano facilita la com-
prension de su comportamiento.

Por ejemplo, la funcion lineal f(x) = mx + b describe relaciones proporcionales, como
la velocidad constante en un movimiento rectilineo. De igual forma, las funciones cuadraticas
permiten representar trayectorias parabolicas, muy comunes en fendmenos fisicos como el
lanzamiento de proyectiles (Mora y Castillo, 2018).

Desde la educacion, este tipo de funciones es fundamental, pues permite a los estu-
diantes relacionar de forma concreta los conceptos matematicos con situaciones reales. En
palabras de Perdomo (2020), “la ensefianza de las funciones reales favorece el desarrollo del

pensamiento logico y la abstraccion matematica” (p. 92).

Funciones algebraicas: polinomiales y racionales

Las funciones algebraicas se dividen en polinomiales y racionales. Las primeras se definen
por expresiones en las que la variable aparece elevada a potencias enteras no negativas. Asi,
funciones lineales, cuadraticas, cubicas y de mayor grado son ejemplos de polinomiales. Su
importancia radica en que modelan fendmenos con gran precision, desde la trayectoria de un

objeto hasta el analisis de poblaciones (Mendoza y Rodriguez, 2019).
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Las funciones racionales, en cambio, se expresan como el cociente de dos polinomios.
Este tipo de funciones son frecuentes en la fisica y la quimica, ya que describen relaciones
de proporcionalidad inversa, como la ley de gravitacion universal o la intensidad de una reac-
cion quimica. De acuerdo con Cardenas (2019), “las funciones racionales permiten estudiar
procesos en los que una variable depende inversamente de otra, siendo esenciales en la eco-
nomia y la administracién” (p. 80).

En la educacion, estas funciones representan un reto didactico, pero también una

oportunidad para fortalecer la capacidad de abstraccion y andlisis en los estudiantes.

Grafica 1. Ejemplo de una funcion racional
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Fuente: elaboracion propia.

Funciones trascendentes: trigonométricas, exponenciales y logaritmicas
Mas alla de las algebraicas, las funciones trascendentes incluyen aquellas que no pueden
expresarse como polinomios. Dentro de este grupo se encuentran las trigonométricas, expo-

nenciales y logaritmicas.

Funciones trigonométricas
Son esenciales en la geometria, la fisica y la ingenieria. Permiten describir fendmenos perio-
dicos como las ondas sonoras o la propagacion de la luz (Salas y Pineda, 2021). La funcioén

seno, por ejemplo, modela el movimiento armdnico simple.
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Grafica 2. Funcion seno

f: y=sen(x
A = Interseca (f, Eje x, (0, 0))
— (0,0)

B = Interseca (f, Eje x, (3.1415926535899, 0)
—  (f, Eje x, (3.1415926535899, 0)

Fuente: elaboracion propia.

Grafica 3. Funcion coseno

B = Interseca (f, Eje x, (3.1415926535899, 0)
—  (1.5707963267949, 0)

C = Interseca (f, Eje x, (-607690684.128837, 0)
— (-607690684.128837, 0)

Fuente: elaboracion propia.
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Grafica 4. Funcion tangente

Fuente: elaboracion propia.

Figura S. Cotangente

Fuente: elaboracion propia.
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Grafica 6. Secante

Fuente: elaboracion propia.

Grafica 7. Cosecante

Fuente: elaboracion propia.
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Funciones exponenciales
Describen fendmenos de crecimiento o decrecimiento acelerado, como la expansion de una

poblacion, el interés compuesto en finanzas o la desintegracion radiactiva (Martinez, 2017).

Grafica 8. Funcion exponencial

Nota: f(x) = e* estd de color verde y
h(x) = e —* se encuentra de color azul.
Fuente: elaboracion propia.

Funciones logaritmicas
Son la inversa de las exponenciales y se aplican en la medicion de fendmenos que crecen de
manera rapida, pero que necesitan ser expresados en escalas mas manejables, como la mag-

nitud de los terremotos en la escala de Richter (Mora y Castillo, 2018).

Grafica 9. Funcion logaritmica
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Fuente: elaboracion propia.

En conjunto, las funciones trascendentes reflejan la riqueza de las matematicas para

interpretar fenomenos complejos y diversos.

Funciones especiales: escalonadas, implicitas, inversas e hiperbdlicas

Ademas de las funciones clasicas, existen otras con propiedades particulares. Las funciones
escalonadas, como la de Heaviside, representan sistemas de encendido y apagado, se utilizan
ampliamente en la ingenieria eléctrica y en los sistemas de control. Por otro lado, las funcio-
nes implicitas permiten representar relaciones en las que no es posible despejar una variable
de manera directa, como en el caso de las circunferencias o elipses.

Las funciones implicitas son aquellas en las que la relacion entre las variables no
aparece despejada de manera explicita, es decir, la variable dependiente y no esté aislada
en un lado de la ecuacion como ocurre con las funciones explicitas.

En lugar de eso, la relacion se presenta mediante una ecuacion que involucra a las
dos variables al mismo tiempo.

Ejemplo de funcion explicita:

Una funcion explicita tiene la forma: y = f(x)=y =2x + 3

Aqui la variable dependiente y esta aislada, y para cada valor de x se obtiene directa-
mente un valor de y.

Ejemplo de funcion implicita:

Una relacion como: x2 +y2 =25

representa una circunferencia de radio 5.

. Aqui no aparece despejado y.
. Para obtener y en funcion de x, tendriamos que manipular la ecuacion:
y=425-x2

Esto muestra que la relacion original define a y de forma implicita.

Usos de las funciones implicitas:

. En geometria, describen curvas como circunferencias, elipses o hipérbolas.

. En calculo, se estudian para derivar expresiones cuando no es posible o no

conviene despejar y. De ahi surge la derivacion implicita.
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. En modelacion matematica, muchas veces los fendmenos no se expresan con
una sola variable aislada, sino en relaciones mas complejas que requieren esta forma.

Las funciones inversas son fundamentales, pues permiten “deshacer” el efecto de
una funcién dada. Por ejemplo, la funcion logaritmica es la inversa de la exponencial. Final-
mente, las funciones hiperbolicas tienen aplicaciones en la fisica relativista y en la teoria de
hipérbolas, modelando comportamientos que no pueden explicarse con funciones trigonomé-
tricas (Zill y Wright, 2011).

De acuerdo con Ramirez (2021), “la diversidad de funciones matematicas refleja la
diversidad de los fendmenos que buscan modelarse, desde los mas simples hasta los mas

complejos” (p. 50).

Conclusion
El analisis de las funciones matematicas permite comprender que no son Unicamente herra-
mientas abstractas, sino que tienen un fuerte vinculo con la realidad. Desde la representacion
de trayectorias y el analisis de ondas hasta la prediccion de fendmenos econdmicos, las fun-
ciones constituyen un lenguaje universal de las ciencias.

La importancia de este tema, como sefalan Zill y Wright (2011), radica en que per-
mite al estudiante y al investigador crear modelos matematicos que simplifican la realidad
sin perder su esencia. Por ello, su estudio es imprescindible en la educacion matematica y en

la formacion cientifica de cualquier disciplina.

Aplicacion de las funciones
Las funciones constituyen un concepto central en las matematicas y tienen un amplio rango
de aplicaciones en distintas disciplinas. En el ambito de las ciencias naturales, permiten mo-
delar fendmenos fisicos como el movimiento, el crecimiento poblacional o la propagacion de
ondas, donde las relaciones entre variables dependen de expresiones funcionales (Mora y
Castillo, 2018).

En la economia y administracion, las funciones son fundamentales para representar
costos, ingresos, utilidades y tendencias de mercado, lo que facilita la toma de decisiones

estratégicas y la prediccion de escenarios (Cardenas, 2019).
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En la ingenieria y la tecnologia, se aplican en el disefio de estructuras, en la progra-
macion de sistemas automatizados y en el andlisis de datos experimentales, ya que permiten
establecer correspondencias entre variables de entrada y salida (Lopez y Hernandez, 2020).

En el campo de la educacion, su ensefianza desarrolla competencias en resolucion de
problemas, abstraccion y modelacion matematica, habilidades necesarias para comprender
fenémenos complejos en la vida cotidiana y en la ciencia (Ramirez, 2021).

Finalmente, en la vida diaria, las funciones se manifiestan en situaciones como el
calculo de intereses bancarios, el consumo de energia, la conversion de divisas o el andlisis

de graficos estadisticos que orientan decisiones personales y sociales (Mora y Castillo, 2018).
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Resumen

La logica matematica es una disciplina fundamental que estudia las estructuras del razona-
miento valido mediante el uso de simbolos y reglas formales. Su proposito no es definir qué
pensar, sino cémo hacerlo correctamente, favoreciendo la coherencia y evitando contradic-
ciones. Este campo tiene aplicaciones en areas diversas, como la informatica, la filosofia y
la inteligencia artificial, ya que fortalece habilidades de anélisis, abstraccion y resolucion de
problemas. Histéricamente, surge con Aristoteles y evoluciona con aportaciones clave
de Boole y Frege, quienes consolidaron la l6gica simbdlica moderna. En este contexto, la
l6gica proposicional analiza proposiciones, entendidas como enunciados con valor de verdad
(verdadero o falso). Las proposiciones pueden ser simples o compuestas, y se relacionan
mediante conectores 16gicos, como conjuncion, disyuncion, negacion, condicional y bicon-
dicional. Las tablas de verdad permiten evaluar todas las combinaciones posibles de estos
valores, lo cual facilita la verificacion de la validez de los argumentos. Ademas, existe una
relacion entre logica y teoria de conjuntos, donde operaciones como union, interseccion y
complemento corresponden a operadores l6gicos. En conjunto, estos elementos constituyen

una base esencial para el pensamiento formal y la argumentacion rigurosa.

Palabras clave: logica matemdatica, proposiciones, conectores logicos.

Proposiciones, conectores logicos y tablas de verdad
La logica matematica constituye un pilar esencial del pensamiento formal, y su estudio per-
mite desarrollar habilidades para analizar, construir y evaluar argumentos con rigor. A través

del uso de simbolos y estructuras formales, la 16gica ofrece herramientas que trascienden las
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matematicas e impacta en disciplinas como la informatica, la lingiiistica, la filosofia, el de-
recho y la inteligencia artificial.

Esta disciplina tiene como objeto principal el estudio del razonamiento vélido. Su
proposito no es determinar qué se debe pensar, sino como pensar correctamente, es decir, de
manera coherente, estructurada y sin contradicciones. En palabras de Mendelson (2010), “la
logica matematica es la aplicacion del método matematico al estudio de los principios del
razonamiento valido” (p. 1).

En este capitulo se presentan los fundamentos de la logica proposicional y de predi-
cados: los conceptos de proposicion, verdad, conectores ldgicos, tablas de verdad, inferencias
validas y reglas de deduccion. A través del analisis de estos elementos, el estudiante adquiere
las bases necesarias para representar argumentaciones en lenguaje simboélico y evaluar su
validez mediante métodos formales.

El estudio de la l6gica matematica no solo contribuye a la formacién intelectual del
universitario, sino que fortalece su capacidad de argumentacion, toma de decisiones y reso-
lucion de problemas, habilidades cada vez mas valoradas en contextos académicos, cientifi-

cos y profesionales.

Logica

La légica matematica, también conocida como logica simbolica o formal, se ocupa del estu-
dio de los sistemas formales que permiten representar el razonamiento mediante simbolos,
reglas y estructuras precisas, facilitando la demostracion de teoremas y la validacion de ar-
gumentos. En palabras de Mendelson (2010) , “es la aplicacion del método matematico al
estudio de los principios del razonamiento valido” (p. 1).

Asi, lalogica matematica es una disciplina que estudia las estructuras del pensamiento
formal, lo que permite analizar la validez de los razonamientos mediante simbolos y reglas
precisas. Es fundamental en areas como las matematicas, la computacion y la filosofia, ya
que ayuda a desarrollar habilidades de analisis, abstraccion y resolucion de problemas (Jimé-

nez, 2014).

.Donde y cuando surgio?
La logica surgié como disciplina formal en la antigua Grecia con Aristoteles (384-322 a. C.),

quien desarroll6 el silogismo como una forma de razonamiento deductivo. Sin embargo, la
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logica matematica moderna nace en el siglo XIX, con el trabajo de George Boole en Inglate-
rra 'y Gottlob Frege en Alemania. George Boole publico The laws of thought en 1854, donde
desarroll6 el dlgebra booleana, base para la l6gica digital. Por su parte, Gottlob Frege publicé
Begriffsschrift en 1879, el cual se considera el primer sistema formal completo de 16gica
matematica.

En América Latina, su ensenanza y aplicacion han cobrado fuerza en universidades y
centros de investigacion, especialmente en el contexto de la educacion matematica y la in-

formatica (Farré et al., 2013).

Principales aportes historicos
e Aristoteles (siglo IV a.C.): fundador de la 16gica clasica.
e George Boole (1854): 16gica algebraica.
e Gottlob Frege (1879): primer sistema logico formal.
e Bertrand Russell y Alfred North Whitehead (1910-1913): Principia mathematica,
obra clave para fundamentar las matematicas en la logica.

e Kurt Godel (1931): teoremas de incompletitud, limites de los sistemas formales.

Caracteristicas
La logica se divide en 5:

1. Proposicional

2 Modelos

3 Demostracion

4. Conjuntos

5 Recursion

En este capitulo se toma el estudio de la l6gica proposicional. Su objetivo es cuestio-
nar los conceptos y las reglas de deduccion que se utilizan en las matematicas.

La logica estudia las reglas de deduccion formales y el pensamiento logico se aplica
en diferentes 4reas. En las ciencias computacionales, la l6gica proposicional sirve para veri-

ficar si se escriben correctos los programas, ya que los programas solo hacen lo que se les

ponen a realizar.
Una proposicion logica es un enunciado declarativo al que puede asignarse un valor

de verdad, es decir, puede determinarse si es verdadero o falso. Las proposiciones constituyen
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la base del razonamiento logico y del analisis formal utilizado en la logica matematica y en
las demostraciones deductivas (Arroyo et al., 2018; Copi et al., 2016, p. 24).. Un ejemplo de

ello es el conjunto de valores de verdad que satisfacen una proposicion.

Caracteristicas de una proposicion logica
e Debe ser un enunciado claro y preciso.
e No debe ser ambiguo.

e Debe tener un valor de verdad unico: verdadero (V) o falso (F).

Ejemplos de proposiciones logicas simples:
Proposicion: p: “El nimero 5 es mayor que 3”.

Esta proposicion es verdadera porque 5 es mayor que 3.

Proposicion: q: “El namero 2 es par”.

Esta proposicion también es verdadera.

Ladgica proporcional
Una proposicion es un enunciado declarativo. Un enunciado es una frase de dos o més

palabras o una expresion que puede ser numérica. Los tipos de enunciados son los siguientes:

J Imperativo: es una orden.
° Interrogativo: es una pregunta.
. Exclamativo: son frases con emocion.
° Declarativo:
-- Afirmativo Proposicion
-- Negativo ) / \
Falsas Verdaderas

Pero no ambas, ni dudosas o que

no se puedan comprobar.
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Representacion con conjuntos
Las proposiciones ldgicas pueden representarse como conjuntos:
Sea A = {x€ N:x>3}, el conjunto de nimeros mayores que 3.
Sea B = {x € N:x es par}, el conjunto de nimeros pares.
Conjuncién: ANB: representa los nimeros mayores que 3 y que también son pares.
Disyuncion: AUB: representa los nimeros que son mayores que 3 o que son pares.

Complemento de A: —A: representa los nimeros que no son mayores que 3.

Clasificacion de proposiciones logicas
Proposiciones simples: son aquellas que no contienen conectores 16gicos.
Ejemplo: "Hoy es lunes."
Proposiciones compuestas: son aquellas que combinan dos 0 mas proposiciones sim-
ples mediante conectores 16gicos como "y" (A), "o" (V), "no" (—), "si... entonces" (—).
Ejemplo: “Hoy hace frio y esta lloviendo™.
En los enunciados de la tabla 1 se evaltia si es una proposicion, si es verdadera o falsa

y si solo es enunciado y de qué tipo es:

Tabla 1. Tipos de proposiciones

Enunciado Tipo
1 El Tecnoldgico de Zacatecas esta vacio de alumnos los Declarativo, afirmativo, proposicion
domingos. verdadera.
Declarativo, afirmativo, no
2 | Los marcianos nos vigilan. proposicion porque no podemos
comprobarlo
3 | Ve a comprarme dos boletos para el cine. Imperativo, no proposicion.
4 |3+4=5 Declarativo, afirmativo, proposicion,
falsa.
, . Declarativo, afirmativo, proposicion,
5 | Thalia esposa de Tomy motola naci6 en 1869. falsa
, . , Declarativo, afirmativo, proposicion,
6 | Todos los nimeros tienen un nimero de valor mayor.
verdadero
7 Los numeros primos se pueden dividir solo entre si mismos Declarativo, afirmativo, proposicion,
y la unidad. verdadero
8 | (Tienes novio(a)? Interrogativo, no proposicion
9 6>9 Declarativo, afirmativo, proposicion,
falsa.
10 | jUft, qué calor!, jhay que sudor! Exclamativo, no proposicion

Fuente: elaboracion propia.
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La logica estudia el razonamiento, analiza si el razonamiento es correcto, analiza las
relaciones entre los enunciados mas no el contenido o la veracidad del contenido, sin em-
bargo, si los dos primeros enunciados fueran verdaderos la logica garantiza el tercero
(Johnsonbaught, 1999).

Operaciones logicas: las operaciones sobre conjuntos (union, interseccion, comple-
mento) tienen paralelos en la logica:

e Union: equivalente a una disyuncion logica ("o"
e Interseccion: representa una conjuncion logica ("y").
e Complemento: relacionado con la negacion logica ("no").
Estas conexiones permiten usar la teoria de conjuntos como una herramienta para

formalizar sistemas 16gicos.

Conexion con operaciones logicas
1. Conjuncion logica ("y"):
Proposicion combinada: pAq.
Traduccion: "El nimero 5 es mayor que 3 y el namero 2 es par."
Esto es verdadero, ya que ambas proposiciones, p y g, son verdaderas.
2. Disyuncion logica ("o"
Proposicion combinada: pvr.
Traduccion: "El nimero 5 es mayor que 3 o el numero 7 es divisible por 2."
Esto es verdadero, porque al menos una de las proposiciones (ppp) es verdadera.
3. Negacion ("no"):
Negacion de r: .
Traduccion: "El nimero 7 no es divisible por 2."
Esto es verdadero, porque rrr es falsa.
4. Implicacién ("si...entonces"):
Proposicion implicativa: p—q.
Traduccion: "Si el nimero 5 es mayor que 3, entonces el nimero 2 es par."
Esto es verdadero, porque si la primera proposicion (p) es verdadera, la segunda (q)

también lo es.
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Conectores logicos

Para hablar utilizamos conectores como “y” u “0”, a continuacion se describen los operadores

mas usados con las proposiciones.

Conjuncion o AND
Es equivalente a “y”, es la unién de dos o mas proposiciones, por lo que se convierte en una
proposicion compuesta. El simbolo utilizado para este operador es: *. Se utiliza V para ver-

dadero y F para falso.

Ejemplo: si el contenido de las proposiciones es como se indica en la tabla

Proposicion Contenido Valor de verdad
p la casa es blanca Vv
q los alumnos son inteligentes v

Por su parte, las proposiciones compuestas serian del siguiente modo:
p " q = la casa es blanca y los alumnos son inteligentes. V

Nota: las dos proposiciones tienen que ser verdaderas para que el resultado sea ver-

dadero.
Ejemplo:
Proposicion Contenido Valor de verdad
r hoy es lunes F
] los lunes siempre llueve F
s = hoy es lunes y los lunes siempre llueve. F

La tabla de verdad que contiene las combinaciones ente dos proposiciones es la si-

guiente para el operador conjuncion.

Tabla 2. Tabla del operador conjuncion

P Q PrQ
\ \ \
\Y F F
F \Y F
F F F

El segundo operador es el operador disyuncion.
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Disyuncion o OR
(1A

Es la composicion de dos o mas proposiciones con el operador “0” y se denota como v.

Ejemplo: si se tiene las proposiciones anteriores se pueden unir con “v”.

Proposicion Contenido Valor de verdad
p la casa es blanca A%
q los alumnos son inteligentes A"

p v q = la casa es blanca y los alumnos son inteligentes. V
Nota: con una proposicion que sea verdadera el resultado es verdadero.

La tabla de disyuncion que contiene las combinaciones entre dos proposiciones es la

siguiente:
Tabla 3. Disyuncion
P[Q[PvQ
VIiV| V
V| F \
FIV]| V
F|F F
No o not

El tercer operador es el operador negacion, lo que realiza es contradecir la proposicion. Para
este operador solo es necesaria una proposicion. Para este operador hay diferentes simbolos
P —P ~P

Si la proposicion es:

P = Hoy es lunes

~P = Hoy no es lunes

Tabla 4. Not o negacion

— P -P-~P
F
N

| < |
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Condicional
El cuarto operador es la condicional, es una proposicion compuesta de dos proposiciones. Se

lee si p entonces q.

Tabla 5. Condicional

P Q [ P>Q ] Q>p
Y v Y %
% F F v
F % % F
F F % v

Cuando la primera proposicion es verdadera y la segunda falsa el resultado es falso.

Todas las demas opciones son verdaderas.

Bicondicional
El quinto operador es el bicondicional. Proposicion compuesta de al menos 2 proposiciones.
P si solo si q.

Tabla 6. Bicondicional

p Q PESQ
v v v
v F F
F A/ F
F F A/

Ejercicios:

Con las proposiciones de la siguiente tabla se presentan algunos ejercicios:

Proposicion | Contenido Valor de verdad
R 3>5 F
S 5>2 \Y
Q Hay un tornado en la escuela | F
P Esta nevando F
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Ejercicios de sustitucion con frase

S->R = Si 5>2 entonces 3>5. F
V>F=F
R->Q = Si 3>5 entonces hay un tornado en la escuela. \Y

Q->P = Si hay un tornado en la escuela entonces esta nevando. V
S<&—> R= 5>2 si solo si 3>5. F
V&ESF=F

Q< ~> P =Hay un tornado en la escuela si solo si estd nevando. V

Sustitucion sin el valor frase de la proposicion
Suponiendo que p y r son falsas y que q, s y t son verdaderas determine los valores de verdad

de cada una de las siguientes proposiciones:

Proposicion | Valor de verdad

H|wn|O|R |
<|<|<|=|™

P=F R=F Q=V S=V T

A%

Ejemplo 1:
p—q=F->V=V
Pasos: primero sustituir con los valores de verdad, luego hacer operaciones desde los parén-

tesis mas internos, hasta obtener el valor de verdad final.

Ejemplo 2:
p—>—q="F->"V=V-SF=F

Ejemplo 3:
“(p—q) = ~(F=>V)==(V)=F
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Evaluando expresiones
Para evaluar expresiones se tienen que sacar los valores de verdad de cada una de las propo-
siciones individuales, luego ha que sustituirlas por el valor de verdad y los operadores, y
después se realiza la operacion.

En los siguientes ejercicios represente la afirmacion de manera simbolica dado que p:

4<2F q: 7<10 V 1: 6<6 F y encontrar el valor de verdad.

Datos Simbologia
P: 4<2 F Q:7<10V
R: 6<6 F S:23+3=7 F
T: Hoy es lunes F

1.- Si 4<2 entonces 7< 10 P—->q=F->V=V
2.- Si (4<2 y 6<6), entonces 7<10 (PPR) - Q=
(FAF) > V=V
3.- Sino es cierto que (6< 6 y 7 no es menor - (R*~Q) »>R=
que 10), entonces 6<6. - (FA~V)—>F=
~(FAF) > F=V 5 F=F
4.- 7<10 si y solo si (4<2 y 6 no es menor Q&> (P "R)=
que 6) V &= (F~F)
V&> F=F
5.81(7<10y 6<6 y 23+3=7 y 4<2) entonces (Q"RAS"P) — Q
7<10 (VAFAFAF) - V
F-V=V

6. Hoy es lunes si solo si (noes ciertoque (si | T (p—1r)"(svq) =
4<2 entonces 6<6) y (23+3=707<10) | F>—~(F—>F)*"(FvV)=

F o ~(V) \(V) =

FoFV=FoF=V

7. No es cierto que( 6<6 y 4<2) sisolosi(si7 | 7(r"p) <> (@ —> 1) =
<10 entonces 6<6) —(F*"F) & (V- F)=

~(F) < (F) =

Ve F=F
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Tablas de verdad

Una tabla de verdad es una herramienta fundamental en l6gica matematica que permite
representar todas las posibles combinaciones de verdad (verdadero o falso) de una o mas
proposiciones, y mostrar el resultado 16gico de una expresion o enunciado compuesto.

2" ntim. de proposiciones = nim. de renglones = 23 PP= § renglones: la mitad verda-

deros y la mitad falsos. En este ejemplo 4 verdaderos y 4 falsos.

Ejemplos:

Para sacar la tabla de (P"Q) v R)>P se observa que solo hay 3 proposiciones que

son P, Q y R. Se tiene que respetar el orden alfabético.

P 1 Q| R | P"Q | (PQ|PQWR | ((PQVR>P
VI iv ]V \ F \ \
V|V |F \ F F \
VvV F Vv F Vv Vv V SOLUCION
V|F|F F \ \ \
F | V]|V F \ \ F
F |V |F F \ \ F
F|F |V F \ \ F
F | F|F F \ \ F
2

" q P—q

\ \ \

A F F

F \ \

F F \
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2" ntiimero de proposiciones = niimero de renglones = 2° = 4

p—q
3
—q
p Q p p—q
Vv Vv F F vV
Y% F F Y vV
F Y Y F F
F F Y Y vV
4
p q (p—9q) ~(p—q)
Vv vV vV F
Vv F F Vv
F Vv vV F
F F vV F

Equivalencias logicas y leyes de inferencia

Equivalencias logicas

Las equivalencias légicas son relaciones entre proposiciones que, aunque se escriban de

manera distinta, significan lo mismo (tienen las mismas tablas de verdad).

Ejemplo:
p—q="pVq="pVq

Esto significa que decir “si p entonces q” es lo mismo que decir “nop o q”.
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Ejemplo en lenguaje cotidiano
- Proposicion: “Si estudio, entonces apruebo”.
- Equivalente: “No estudio o apruebo”.

Ambas expresiones siempre tienen el mismo valor de verdad.

1. Demuestra con una tabla de verdad que:

~(pAq) = pV—q
(Ley de Morgan)

2. Reescribe en forma equivalente:
o “Si hace frio, entonces llevo chamarra”.

o Usando p = “Hace frio”, ¢ = “Llevo chamarra”.

.Qué son las leyes de inferencia?
Las leyes de inferencia son reglas que nos permiten deducir nuevas proposiciones
verdaderas a partir de proposiciones conocidas como verdaderas. Es decir, nos dicen como

razonar léogicamente.

Nombre de Equivalencia
Doble negacion —(—P)=P
Conmutativa PAQ=QAP;PVQ=QVP
Asociativa PAQAR=PA(QAR)
Distributiva PAQVR)=(PAQ)V(PAR)
De Morgan “PAQ="PV—-Q;~(PVQ=—PA—Q
Condicional P->Q=-PvVvQ
Bicondicional PoQ=P->QA(Q—P)

Leyes de inferencia

1. Aplica Modus Ponens:

o Si estudio, entonces apruebo.
o Estudié.
o (Qué concluyes?
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2. Aplica modus tollens:
o Si corro, entonces sudo.
o No sudé.
o (Qué concluyes?
3. Identifica la regla usada:
o Si hoy es lunes, entonces hay clase.
o Hoy es lunes.
o Conclusion: hay clase.

Logica de predicados y cuantificadores

Logica de predicados

La légica de predicados, también conocida como logica de primer orden, es una extension de
la 16gica proposicional que permite representar afirmaciones mas complejas mediante el uso
de predicados, variables y cuantificadores. Esta ldgica es fundamental en matematicas,
filosofia, informadtica y lingiiistica, ya que permite formalizar razonamientos sobre objetos y

sus propiedades (Miquel, 2019).

Elementos de la logica de predicados

Predicados

Un predicado es una funcidn que asigna un valor de verdad a una o més variables. Por ejem-
plo, el predicado P(x) puede representar “x es par”. Los predicados pueden tener una o mas

variables, y se combinan con conectivos logicos como —, A, V, —, <.

Variables y términos
Las variables representan elementos del dominio de discurso. Los términos pueden ser va-
riables, constantes o funciones aplicadas a otros términos. Por ejemplo, en la aritmética de

Peano, el término s(s(0)) representa el nimero 2 (Miquel, 2019).
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Cuantificadores
Los cuantificadores permiten expresar afirmaciones generales o particulares sobre los ele-

mentos del dominio.

Cuantificador universal (V)
Expresa que una propiedad se cumple para todos los elementos del dominio.
. Ejemplo:

VxEN, x+0 = x (“Para todo nimero natural x, x mas 0 es igual a x”).

Cuantificador existencial (3)
Indica que existe al menos un elemento que cumple cierta propiedad.
. Ejemplo:

Ax€Z, x2=4 (“Existe un niimero entero cuyo cuadrado es 4”).

Existencia unica (3!)
Afirma que existe exactamente un elemento que cumple la propiedad.
. Ejemplo:

3!x€eR, x = 0 (“Existe un Uinico nlimero real igual a cero”).

Negacion de cuantificadores
Negar una proposicion con cuantificadores implica cambiar el tipo de cuantificador:
. —(Vx P(x)) = 3x ~P(x)
. —(3Ix P(x)) = Vx P(x)
Ejemplo:
Negar: “Todos los estudiantes aprobaron”

Se convierte en: “Existe al menos un estudiante que no aprobd”.

Formulas abiertas y cerradas
Una féormula abierta contiene variables libres, mientras que una formula cerrada tiene
todas sus variables ligadas por cuantificadores. Las formulas cerradas pueden evaluarse

como verdaderas o falsas en un modelo (Miquel, 2019).
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Ejemplos practicos
1. Universal:

VXEN, x+1>x (“Todo numero natural es menor que su sucesor”).
2. Existencial:

IxeZ, x2 =9 (“Existe un nimero entero cuyo cuadrado es 97).
3. Negacion:

—(Vx€ER, x2>0) = Ix€ER, x2<0

Conclusion

La logica de predicados permite una representacion mas rica y precisa del razonamiento ma-
tematico que la logica proposicional. Gracias a los cuantificadores y predicados, es posible
formalizar teorias completas como la aritmética de Peano o la teoria de conjuntos de
Zermelo-Fraenkel, fundamentales en el desarrollo de las matematicas modernas (Miquel,

2019).

Aplicacion de la logica

La logica matematica constituye una herramienta fundamental en distintos campos del cono-
cimiento. En el ambito de la informatica, se utiliza para el disefio de algoritmos, lenguajes
de programacion y circuitos digitales, ya que permite establecer estructuras formales para la
resolucion de problemas computacionales (Mendoza y Rodriguez, 2019).

En las ciencias exactas, la 16gica facilita la construccion de demostraciones rigurosas
y el andlisis de estructuras abstractas, asegurando la validez de los razonamientos matemati-
cos (Martinez, 2017).

En la educacion, su ensefanza contribuye al desarrollo del pensamiento critico, la
argumentacion y la capacidad de andlisis de los estudiantes, al favorecer la identificacion de
falacias y la construccion de razonamientos solidos (Perdomo, 2020). Asimismo, fomenta
competencias metacognitivas que fortalecen la resolucion de problemas en distintos
contextos.

Finalmente, en el campo de la filosofia y las ciencias sociales, la 16gica matematica

se aplica en la modelacion de procesos de decision, la teoria de juegos y la inteligencia
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artificial, lo que refleja su carécter transversal y su impacto en la sociedad contemporanea

(Salas y Pineda, 2021).
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Resumen

En el campo de los sistemas de control se distinguen dos categorias fundamentales: los ser-
vomecanismos y los sistemas de conmutacion, cada uno con funciones especificas en el ma-
nejo de sistemas dinamicos. Los servomecanismos son dispositivos que integran un motor,
sensores y un sistema de control con retroalimentacion, permitiendo posicionar con precision
un actuador. Su funcionamiento se modela mediante ecuaciones diferenciales, lo que posibi-
lita analizar y predecir su comportamiento ante distintas condiciones. Por otro lado, los sis-
temas de conmutacion se enfocan en establecer y mantener conexiones entre dispositivos,
basandose en principios de ldgica formal para gestionar estados de encendido y apagado,
esenciales para la comunicacidon y coordinacidon entre componentes. Estos sistemas operan
con sefiales binarias, es decir, valores discretos representados como 0 y 1, lo que da origen a
los circuitos logicos. Este enfoque se fundamenta en el algebra booleana, desarrollada por
George Boole, quien establecio que los procesos 16gicos pueden representarse matematica-
mente mediante variables binarias. Posteriormente, Claude Shannon aplico estos principios
al disefio de circuitos digitales, consolidando su relevancia en la informética y la electronica.
El dlgebra booleana se basa en funciones ldgicas elementales como AND (Y), OR (O) y NOT
(NO), que permiten modelar condiciones y decisiones. Asimismo, incluye postulados, teore-

mas y propiedades que facilitan la simplificacion de expresiones logicas. Herramientas como
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las tablas de verdad permiten verificar resultados al analizar todas las combinaciones posibles
de variables. En conjunto, estos elementos constituyen la base del disefio y analisis de siste-

mas digitales y de control.

Palabras clave: dlgebra booleana, propiedades del dlgebra booleana, funciones logicas.

Fundamentos y propiedades

En el ambito de los sistemas de control, se identifican esencialmente dos categorias funda-
mentales que cumplen funciones especificas en el control de sistemas dindmicos. La primera
categoria se refiere a la teoria de los servomecanismos. Un servomecanismo es un dispositivo
que integra un motor, un sistema de control y un sensor de retroalimentacion, cuya funcion
es posicionar con precision un eje o actuador. Este tipo de sistema se basa en una relacion
matematica descrita a través de ecuaciones diferenciales, las cuales modelan la dinamica del
sistema y permiten predecir su comportamiento y respuesta ante diferentes condiciones de
entrada.

La segunda categoria se enfoca en los sistemas de conmutacidon, cuyo proposito es
establecer y mantener interconexiones efectivas entre dispositivos. A diferencia de los servo-
mecanismos, los sistemas de conmutacion dependen de las leyes de la 16gica y del razona-
miento logico, que permiten gestionar los estados de conexion y desconexion entre distintos
elementos del sistema, facilitando asi la comunicacion y coordinacion entre ellos. La imple-
mentacion de estos sistemas requiere un analisis estructurado de los principios de la logica
formal para asegurar la integridad y continuidad en el flujo de informacién y control entre
los dispositivos interconectados.

En conjunto, estas dos categorias abordan aspectos complementarios en el control de
sistemas, contribuyendo tanto a la precision en la accion de control como a la eficiencia en
la comunicacion y coordinacion entre dispositivos autonomos o interdependientes. En los
sistemas de conmutacion las informaciones o sefales de entrada y salida varian de modo
discontinuo o, al menos, asi se pueden considerarse. Cada una toma dos valores distintos,
entonces los dispositivos y sefiales se les conoce como binarios. Debido a su principio de

funcionamiento los circuitos que forman parte de este sistema, reciben el nombre de circuitos
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logicos pues su funcionamiento es muy similar a el raciocinio de la logica filosofica (Barcelo,
2012; Jasso y Rivlin, 2023).

Esta logica se conoce como algebra proposicional o algebra booleana, en honor a
George Boole (1815-1864), filosofo y matematico inglés que dio un fuerte impulso a las leyes
del razonamiento l6gico. Sus obras fundamentales, tituladas Un andlisis matematico de la
logica e Investigacion de las leyes del pensamiento, establecen que mediante leyes matema-
ticas los procesos logicos del pensamiento, relacionados con la verdad o la falsedad, son
expresados en proposiciones o enunciados, y pueden considerarse como variables binarias
(Boole, 2023; Enciclopedia Herder, 2023).

Un siglo después, Claude E. Shannon desarrollo las bases para la teoria del disefio de
circuitos digitales mediante la relacion logica numérica de los circuitos electronicos con el
algebra booleana (Enciclopedia Herder, 2023).

Con el uso de funciones elementales y una serie de féormulas fue posible desarrollar
un algebra en la que se aplican solamente dos valores posibles: verdad o falsedad, a las que
se les llama variables binarias, y que en los procesos conmutativos tienen una importancia
capital, pues un contacto puede estar abierto o cerrado, una bobina puede estar alimentada o
sin tension, o un dispositivo electronico pueda conducir energia o no, en fin, existen una gran
cantidad de elementos en dos estados posibles.

Se puede considerar que el estado de cada uno de elementos mencionados es una
variable binaria en la que se puede asignar un valor de 1 a un contacto cerrado y 0 a un
contacto abierto. Asi la expresion del contacto si estd cerrado serd considerado como A =1,
y si esta abierto entonces A = 0.

Para desarrollar un lenguaje basico en el dlgebra booleana es necesario considerar tres

funciones clasicas, llamadas funciones logicas elementales.

La funcién “Y”
Esta funcion implica la satisfaccion de dos o més condiciones para lograr un resultado final,
como simbolo se pueden usar un punto, paréntesis o el signo X, que indica producto o sim-

plemente AB. Si consideramos las variables A y B con sus respectivos valores tenemos:
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La funcion “O”
Se considera que indica dos o mads alternativas para lograr un mismo resultado, se representa
por el signo +, que corresponde a la suma. Tomando los valores las variables A y B los valores

de 0 y 1 tenemos:

A+B

r—dr—AOOD>
— o= o |W

—_ == o

La funcion “NO”
Es la llamada funcién complemento, se considera como la negacion de los dos estados posi-

bles. Asi, para los valores de 0 y 1 tenemos:

A
0
0
1
1

— o= |Oo |

oo-:>|
o~o~m|

En el dlgebra de Boole, la negacion de una variable o funcion 16gica recibe el nombre
de complemento y se representa mediante una barra horizontal sobre la variable. Por ejem-
plo, el complemento de Ase expresa como A. Esta operacion logica indica el valor opuesto
de la variable original: si A = 1, entonces A = 0; y si A = 0, entonces A = 1.

El complemento también puede aplicarse a expresiones booleanas completas me-
diante las leyes de De Morgan. En términos generales, el complemento de una suma logica
(+) se transforma en un producto ldgico (-), mientras que el complemento de un producto

logico se transforma en una suma légica. Asimismo, el complemento de 1 es 0 y el
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complemento de 0 es 1. Otra propiedad importante es la ley de involucion, la cual establece

que el complemento del complemento de una variable devuelve la variable original:

X=x

Por ejemplo, el complemento de la expresion:

1-A+BC+0
se obtiene aplicando las leyes de complemento y las leyes de De Morgan, dando como resul-
tado:
(0+A)B+0C)-1

El 4lgebra de Boole constituye una herramienta fundamental en la l16gica matematica y en el
diseno de sistemas digitales, ya que permite representar y simplificar funciones 16gicas utili-
zadas en circuitos electronicos y sistemas computacionales (Riofrio y Rodriguez, 2023).

Generalizando, se considera que la presencia de algo recibe el valor de 1 y su ausencia

recibe 0, asi se pueden establecer los siguientes postulados del algebra booleana (Barcelo,

2012; Lifeder, 2023):

a)yl-1=1 2)0+0=0
b)1:0=01=0 b)0+1=1+0=1
c)0-:0=0 cH)l+1=1
d)T=0 d)0=1

e)l=1 e’)0=0

Con el uso de estos postulados se pueden desarrollar teoremas que simplifican las
expresiones.

Se llama el dual de una expresion booleana al proceso de obtencion del complemento,
en el que no se complementan las variables y es utilizado como una herramienta matematica
para ampliar ciertos teoremas y para efectuar simplificaciones. De manera que si se tiene una
funcidn que sea igual a uno, el hecho de obtener el dual de la funcién no implica que dicha
funcion sea cero, como en el caso del complemento, si no que puede ser igual a uno a cero.

Asi, por ejemplo, el dual de 1-A + BC + 0 seria (0+A) (B+C) -1
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Teoremas y sus duales

1.2) 0-X =0

2.2) 1'’X=X

3a) X X=X

4.2) X-X=0

5.a) XY =YX

6.2) X-Y-Z=X-(Y-Z)=(XY) Z
Ta)xyz=X+Y++Z
8FX,Y, ", Z,+)=FX)Y, "z +,)
9.2) XY + XZ =X (Y + Z)

10.2) XY+XY = X

11.2) X+XY = X

12.a) X+XY = X+Y

b 1+X=1

2b)0+X=X

3D X+X=X

4b)X+X=1

5b)X+Y=Y+X
6b)X+Y+Z=X+(Y+Z)=(X+Y)+Z

8. FX,Y)=X+Y

9b) (X+Y)(X+2Z)=X+YZ
10.b) (X + Y)(X +Y) = X
11.b) X(X+Y) =X

12.b) X (X+Y) = XY

13.a) XY +XZ+YZ=XY +XZ
14a) XY +XZ=(X+Z2)(X+Y)

3D X+Y)X+Z)NY+2)=X+Y)X+2)
14b) X+ )X +Z)=XZ + XY

Para demostrar un teorema o comprobar una igualdad se deben probar todas las posi-
bilidades de los estados de las variables, esto es lo que se llama una tabla de verdad, es un
esquema en el cual se enlistan sistematicamente los valores de las variables independientes
y los subsecuentes valores de las variables dependientes, en donde las posibles combinacio-
nes de un sistema binario son 2" donde n es el nimero de variables independientes.

Ejemplos.

1. Realice la tabla de verdad del teorema 2a.

Solucién

Puesto que se tiene una variable tenemos 2!' = 2 el niimero de renglones o filas sera
de dos.

X - X=X
1 1-1=1
0 1-0=0

106



ALGEBRA BOOLEANA

2. Use la tabla de verdad para comprobar A+ AB + AC=A
Solucion
Puesto que se tiene una variable tenemos 2 = 8 el niimero de renglones o filas sera

de ocho.

A B C | AB| C | AC | A+AB+AC]|
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0
1 0 0 0 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1
1 1 1 1 0 0 1

3. Aplique los teoremas 7a (teorema de de Morgan) a la expresion:

ABCZ=A+B+C+7
Sea: A=B =C=Z=1, entonces: [TTT=1+1T+1T+1
[=0+0+0+0
0=0
4. Simplifique: (A +B) (A+C)
Solucion:
AA+AC+BA+BC

Del teorema 3a: AA=A
A+AC+BA+BCA(1 +C+B)+BC
Del teorema 1b:

1+C+B)=1

A(1)+BC=A+BC
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Formas canénicas

Una expresion como: (A + B+ C + D) (A + B + C+ D) esta formada por dos términos y cada
término contiene todas las variables, entonces se puede decir que una forma candnica es
aquella que esta compuesta por una suma o multiplicacion de dos o més términos, los cuales
contienen varias literales, en donde los términos estan formados por todas las variables, com-
plementadas o sin complementar. También la expresion: ABCDE + ABCD E + A BC DE es

canonica.

Minitérminos

Cuando se tiene una expresion candnica cualquiera y se desea expresar como una suma de
productos, entonces a cada uno de los términos se le llama minitérminos, si una funciéon no
esta en forma canodnica, al pasarla como una expresion en forma de minitérminos se aplica el
teorema 10a invertido. Asi, si X puede indicar una o més variables y Y solo una variable

entonces:

X=X(Y+Y)=XY+ XY
Donde: X =ABC y Y=D
ABC =ABC(D + D)=ABCD + ABCD
Maxitérminos
Se considera maxitérminos a una expresion canonica que estd formada por producto de su-

mas, es decir:

X=X+Y)(Y+Y)
Donde: X=A+B+C 'y Y=D
A+B+C=(A+B+C+D)(A+B+C+D)

Simplificacion de funciones booleanas
Existen basicamente los siguientes métodos basicos de simplificacion:

1.- Método de simplificacion algebraico, que se realiza aplicando las leyes y los teo-
remas del algebra de Boole.

2.- Métodos tabulares y graficos.
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A) Mapa de Karnaugh. Es aplicable para funciones de dos a cinco variables.

B) Tablas de Quine-Mc Cluskey. Es aplicable para funciones de cinco o mas
variables.
Mapa de Karnaugh

Este método, conocido también como el método de mapas, matrices logicas, es un método
grafico para simplificar y representar a las expresiones booleanas partiendo del reconoci-
miento usual de los implicantes o connotantes primos.

Se considera que el método requiere que las expresiones booleanas se encuentren en
forma canonica, se desarrollan cuadros o casillas a cada uno de los minitérminos, es decir a
cada una de las posibles combinaciones. Para el caso de una expresion de dos variables es
necesario 22 = 4 casillas, de manera que cada minitérmino tendra solo un cuadro, que se

ocupard un determinado lugar en el arreglo de los cuatro cuadros o casillas (Gonzélez, 2016).
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Ejemplo:

1. Construya el mapa que representa la siguiente funcion: F = A + AB + ABC

AB
00|01]|11]10
C|0 1 |1 |=A
1 1 |1
AB
00|01 1110
01 _
C =A
1
AB
0001|1110
0] 1 =ABC
C
1
AB
0001|1110

2. Construya el mapa que representa la siguiente funcion: F =xy + z + xyz

XY
00| 01| 11|10
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3. Obtenga la forma candnica en funcion de minitérminos de la siguiente expresion:

F=AB+C

AB
0001 ]11]10
0] 1 - AB
C
1|1
0001 ]11]10
ol 1|1 ]1]1 B
C =C
1
AB
0001 ]11]10
ol 1|1 ]1]1 o
C —AB+C
11

De la lectura de la tabla por fila: F = 000 + 010 + 110 + 100 + 001 entonces:

F=ABC+ ABC+ ABC+ ABC + ABC
4. Obtenga la forma candnica por dos métodos de: F =A + ABC + BC

Primer método

F=AB+B)C+C(C)+ABC+(A+A) BC
F=(AB+AB)(C +C)+ ABC + ABC + ABC
F=ABC +ABC+ABC + ABC + ABC + ABC +
Eliminando: ABC

La forma candnica es F = ABC + ABC + ABC + A
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Segundo método. Usando los mapas:

AB
00|01 1110
0 111

De la lectura de la tabla anterior:

F=ABC +ABC +ABC + ABC+ ABC + ABC

Simplificacion de funciones
Como se dijo lineas arriba, los mapas de Karnaugh se utilizan para simplificar ecuaciones
booleanas.

Ejemplos

1. Simplifique la siguiente expresion: F = AB + AB

Primer método:

F=B(A+A)pero: A+A=1

Asi: F=B

Segundo método:

Los términos de los unos adyacentes, ya sea en forma horizontal o vertical, de manera
que sea constante o comun a los dos valores contiguos, serd el resultado de la reduccion:

F = B, término de la variable que permanece constante.
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2. A partir del mapa, halla la funcidon que le corresponda.

a.-
A
0| 1
B|oO
1 k) F=B
b.-
A
0| 1
B|oO [1\
1 \1] F=A
C.-
A
0| 1
B|0 (1\ F=4
B
d.-

>
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3. Reduzca: F=ABC+ ABC+ABC+ AB
AB
00 01 11 10

O] @

C F=A B+AC+BC

Nota: en este ejemplo se observa que los cuadros externos de un mapa, que son adya-
centes, pueden visualizarse formando un cilindro imaginario con el mapa, con respecto a un

eje vertical, o, en su caso, teniendo un eje horizontal.

Aplicaciones en circuitos logicos

Estas compuertas, también conocidas como operadores logicos, son pequeiios circuitos digi-
tales integrados cuyo funcionamiento esta de acuerdo con el algebra de Boole en sus opera-
ciones y postulados, las cuales se muestran en la figura 1 (Blogspot, s.f.; Morris, 2013; Morris

et al., 2015).

Figura 1. Funciones logicas bdsicas

NOMRE AND - Y OR-0 BOB. NOT NAND NOR
O-exclusiva Inversor

b il b b b ! b

o a.— a—=>1 a——= 4 @ 2
siMBOLO & : : | = | 1.2 & ==t
B—{ |& b 1% |~ = b z b X

|a|b|z |2 |b]| 2] alb|z| [a|b]|z| [a|b]|z]

olofo o|o|o o|ofo i b olo|1 ofof1
TARLADE 0|10 ol1]1 ol11 K 0|11 0|10
VERDAD ilole 1ol 1]ol1 10 1|01 1{o|o

111 111 1110 1/1]0 110
EQUIVALENTE] a P a b z

K
EN R, e S a 7 = a b z
CONTACTOS b _ i b g

AXIOMA z=a.bh z=a+bh z=a.b+a.b z=1 z=a.b Sarath
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Capitulo 7. Teoria de grafos
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Resumen

Un grafo es una estructura matematica que permite representar relaciones entre distintos ele-
mentos mediante vértices (nodos) y aristas (conexiones). Los vértices simbolizan entidades
como personas, ciudades o dispositivos, mientras que las aristas representan los vinculos en-
tre ellos, como rutas, comunicacién o relaciones sociales. Las aristas pueden ser dirigidas o
no dirigidas, tener peso o no, incluso pueden formar lazos o multiples conexiones. Asimismo,
los vértices poseen propiedades como el grado, que indica cudntas conexiones tienen, y pue-
den clasificarse como adyacentes, aislados o terminales. Dentro de los grafos también se
estudian los caminos, que son secuencias de vértices conectados; los ciclos, que inician y
terminan en el mismo punto; y la accesibilidad entre nodos, lo cual permite analizar la co-
nectividad de la red. Los grafos pueden clasificarse segin sus caracteristicas en diversos ti-
pos, como grafos simples, dirigidos, ponderados, completos, bipartitos o conexos, entre otros,
lo que permite modelar diferentes situaciones reales. Para su estudio y aplicacion, existen
varias formas de representacion, como conjuntos, matrices de adyacencia, matrices de inci-
dencia y listas de adyacencia, cada una con ventajas en términos de almacenamiento y efi-
ciencia en el andlisis. Estas estructuras son fundamentales en multiples aplicaciones practi-
cas, como redes de transporte, sistemas eléctricos, bases de datos y redes digitales, donde
facilitan la organizacion, analisis y optimizacion de conexiones complejas. En sintesis, los
grafos constituyen una herramienta esencial para comprender y modelar sistemas interconec-

tados en diversos dmbitos cientificos y tecnologicos.

! Maestro en Administracion con especialidad en Comercio Internacional. Docente en Tecnoldgico Nacional de
Meéxico. Correo electronico: oliver.ba@itz.edu.mx
2 Maestro en Administracion. Docente en el Tecnoldgico Nacional de México.
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Palabras clave: grafos, elementos de los grafos, tipos de grafos.

Conceptos basicos y representaciones
Definicion
Un grafo es una representacion grafica de conexiones o relaciones entre objetos, entidades,

cosas, etcétera.

Elementos, caracteristicas y componentes de los grafos
Elementos de un grafo
Basicamente un grafo puede estar formado por dos elementos o componentes:

1. Vértices o nodos: son los puntos que representan los elementos de una rela-
cion. Por ejemplo: personas, ciudades, teléfonos, etc.

2. Aristas o enlaces: son las lineas que conectan a los vértices y representan la
relacion que hay entre dos o mas vértices. Por ejemplo: carreteras entre dos ciudades, amistad
entre dos personas, etc.

En la figura 1 se muestra un grafo donde los vértices so: Bety, Mary, Luis y Lalo,
mientras que las aristas pueden ser relaciones de amistad. Por ejemplo, se observa que hay
relacion de amistad entre Bety y Mary, ya que hay una arista (linea) entre ellos dos, pero no

hay relacion de amistad entre Bety y Lalo, ya que no hay ninguna arista (linea) entre ambos.

Figura 1. Grafo entre personas

ey <

Fuente: elaboracion propia.
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Consideraciones sobre las aristas
Si la arista carece de direccion se denota indistintamente {a, b} o {b, a}, donde a 'y b son los
vértices que une.

Si {a, b} representa una arista, a los vértices a y b se les llama sus extremos.

Aristas adyacentes: se dice que dos aristas son adyacentes si convergen en el mismo

vértice.
Por ejemplo, en la figura 2 las aristas (Zac, SLP) y (Ags, SLP) son aristas adyacentes.

Aristas paralelas: se dice que dos aristas son paralelas cuando estdn asociadas al

mismo par de vértices.
Por ejemplo, en la figura 2, las aristas (Zac, SLP) y (SLP, Zac) son aristas paralelas.

Aristas ciclicas: también llamada lazo. Es una arista que sale y entra en un mismo

vértice.

Por ejemplo, en la figura 2 el vértice Ags tiene una arista que sale y entra en si mismo,
por lo tanto, esa arista es un lazo.

Cruce: son dos aristas que se cruzan en un punto.

Por ejemplo, en la figura 3 las aristas (a, d) y (b, c) son aristas que se cruzan.

Figura 2. Tipos de aristas Figura 3. Cruce de vértices

(> D O
)
i) (e—>

Fuente: elaboracion propia. Fuente: elaboracion propia.

Consideraciones sobre los vértices
Se llama grado de un vértice al nimero de aristas de las que es extremo. Ademas, se dice que

un vértice es par o impar segun lo es su grado.
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Vértices adyacentes: si tenemos un par de vértices de un grafo (a, b) y si tenemos una

arista que los une, entonces a y b son vértices adyacentes y se dice que “a” es el vértice inicial
y “b” el vértice adyacente.

Por ejemplo, en la figura 4 Ags y SLP son vértices adyacentes y se dice que Ags es el
vértice inicial y SLP el vértice adyacente.

Vértice aislado: es un vértice de grado cero, es decir, un vértice que no es punto final

de ninguna arista.
Por ejemplo, en la figura 4 Zac es un vértice de grado cero.

Vértice terminal: es un vértice de grado 1, es decir, que solo esta conectado a una

arista.

Por ejemplo, en la figura 4, Ags es un vértice terminal.

Figura 4. Tipos de vértices

Fuente: elaboracion propia.

Caminos
Sean x, y € V, se dice que hay un camino en G de x a y si existe una sucesion finita no vacia
de aristas {x,vl}, {v1,v2},..., {vn,y}. En este caso x e y se llaman los extremos del camino.
El nimero de aristas del camino se llama la longitud del camino.
Por ejemplo, en la figura 5, en el camino (a, b, c, d) la longitud es 3.
Si los vértices no se repiten en el camino se dice que es un camino simple o propio.
Por ejemplo, en la figura 5, en el camino (a, b, c¢) los vértices no se repiten.
Si hay un camino no simple entre dos vértices, también habra un camino simple entre

ellos.
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Por ejemplo, en la figura 5, un camino simple del vértice “a” al vértice “b” seria (a,
b) pero se puede también tener el camino no simple (a, b, ¢, d, b).

Se llama ciclo, circuito o camino cerrado a un camino simple, que comienza y termina
en el mismo vértice.

Por ejemplo, en la figura 5 el camino (c, d, b, ¢) es un ciclo.

Un vértice “a” se dice accesible desde el vértice “b” si existe un camino entre ellos.
Todo vértice es accesible respecto a si mismo.

Por ejemplo, en la figura 5 los vértices b, ¢ y d son accesibles desde el vértice “a”,
pero el vértice “a” no es accesible desde algin vértice. Otra forma de decirlo es que hay
caminos de “a” a los vértices b, ¢, d, pero no existe ningun camino de los vértices b, c, d, al

[P 4]

vértice “a”.

Figura 5. Caminos

Fuente: elaboracion propia.

Caracteristicas de los grafos
Puede haber uno o mas vértices; por ejemplo en la figura 5 se tienen 4 vértices.
Puede que el grafo no tenga aristas (con lo cual no hay relacion entre vértices). Por

ejemplo, en la figura 2 se aprecia que no hay arista (relacion) entre Pedro y Paty.

Figura 6. Grafo sin aristas

Pedro @

Fuente: elaboracion propia.
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Las aristas pueden ser bidireccionales (como en la figura 7) o direccionales (como en

la figura 8), donde solo van en un sentido.

Figura 7. Grafo bidireccional Figura 8. Grafo dirigido

Fuente: elaboracion propia. Fuente: elaboracion propia.

Puede haber aristas que salen y entran al mismo vértice, a las cuales se les llama lazo;

por ejemplo, en la figura 9 el vértice 1 tiene un lazo.

Figura 9. Grafo con lazo

1

Fuente: elaboracion propia.

Las aristas pueden tener peso (valor), a lo cual se le llama grafo ponderado; por ejem-

plo la figura 10 tiene una arista con peso 2.
Figura 10. Arista con peso
OO
Fuente: elaboracion propia.
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La forma de las aristas no es relevante (pueden ser lineas rectas o curvas), en la figura

11 se tienen ambos tipos de lineas.

Figura 11. Aristas rectas y curvas

Fuente: elaboracion propia.

La posicion de los vértices no es relevante; por ejemplo, las iméagenes 11 y 12 mues-

tran el mismo grafo, pero acomodando los vértices y aristas en diferente posicion.

Figura 12. Grafo con cuatro vértices

Fuente: elaboracion propia.

Tipos de grafos
Mas que tipos de grafos, se dan clasificaciones de grafos, de acuerdo con ciertas condiciones
que cumplen; algunas de estas caracteristicas no son mutuamente excluyentes, por el contra-

rio, un grafo puede presentar varias de ellas.

123



MATEMATICAS DISCRETAS

Grafo simple
Es un grafo donde existe una unica arista entre cualquier par de vértices, no hay lazos, las

aristas no estan dirigidas. Por ejemplo, véase los grafos de la figura 1y 7.

Grafo no dirigido
Es un grafo donde las aristas entre cada par de vértices no tienen direccion (la relacion va en
ambos sentidos). Por ejemplo, los grafos de las figuras 1, 7 y 9. Son usados cuando la relacién

entre vértices es bidireccional como una carretera entre dos ciudades.

Grafo dirigido
Es un grafo donde las aristas entre cada par de vértices tienen direccion (como una flecha
que va del vértice A hacia el vértice B). Por ejemplo, véase los grafos de las figuras 2, 3, 4,

5,8,10,11y 12.

Grafo no ponderado
Es un grafo donde no existe ninglin valor representado en las aristas. Por ejemplo, véase los

grafos de las figuras 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, 11 y 12.

Grafo ponderado
Es un grafo donde las aristas tienen un peso o valor, que puede representar distancia, tiempo,

costo, etc. Por ejemplo, véase el grafo de la figura 10.

Multigrafo
Es un grafo que puede tener multiples aristas entre el mismo par de vértices y puede tener
bucles. Por ejemplo, véase el grafo de la figura 2. Aplicacion: un sistema de transporte con

varias rutas entre dos estaciones.

Pseudografo

Es un grafo que permite tanto multiples aristas como bucles.

124



TEORIA DE GRAFOS

Subgrafo

Es un grafo cuyos vértices y aristas son subconjuntos de otro grafo.

Grafo conexo
Un grafo no dirigido es conexo si existe un camino entre cualquier par de vértices. Por ejem-

plo, véase los grafos de las figuras 1,2, 7y 9.

Grafo completo
Cada vértice esta conectado con todos los demas vértices. Tiene exactamente [n(n-1)]/2 aris-

tas, donde n es el nimero de vértices del grafo. Por ejemplo, véase el grafo de la figura 13.

Grafo bipartito

Sus vértices pueden dividirse en dos conjuntos disjuntos, de forma que todas las aristas co-
nectan un vértice de un conjunto con uno del otro. Si, ademas, todos los vértices de un con-
junto estan conectados con todos los del otro, se llama bipartito completo. Ejemplo: relacio-

nes entre estudiantes y los cursos que toman.

Grafo plano

Un grafo plano es aquel que puede dibujarse en el plano sin que ninguna arista se interseque.

Grafo regular

Es un grafo donde todos los vértices tienen el mismo grado.

Grafo nulo

Es un grafo donde los vértices no estdn conectados, esto es, no hay aristas.
Grafo isomorfo

Dos grafos son isomorfos cuando existe una correspondencia biunivoca (uno a uno) entre sus

vértices, de tal forma que dos de estos quedan unidos por una arista en comun.
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Representacion de los grafos
Conjuntos
Un grafo (G) se define como un conjunto de vértices (V) no vacio y un conjunto de aristas
(A), donde G = {V, A}.

En este capitulo, el conjunto de aristas A se escribiran como pares ordenados, donde
vliyv2 e Vy(vl,v2) e A.

Ejemplos:

a) Se tiene el grafo no dirigido.

Figura 13. Grafo no dirigido

La representacion en forma de conjuntos del grafo de la figura 13 seria la siguiente:

Fuente: elaboracion propia.

El conjunto de vértices (V) que forman al grafo.

V={a,b,c}

El conjunto de pares ordenados (A) que forman las aristas representadas con enlace
doble.

A= {(a,b)(b,a)(a,c)(c.a)(b,c)(c,b)}

El conjunto de pares ordenados (A) que forman las aristas representadas con enlace
simple.

A= {(a,b)(a,c)(b,c)}

La diferencia de la representacion con enlace doble y enlace sencillo es que en un

grafo no dirigido las aristas son bidireccionales, entonces en enlace doble se ponen dos pares
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ordenados para cada arista. Mientras tanto, en el enlace sencillo solo se pone un par ordenado
y se sobreentiende que va hacia cualquier sentido.

b) Se tiene el grafo dirigido.

Figura 14. Grafo dirigido

Fuente: elaboracion propia.

La representacion en forma de conjuntos del grafo de la figura 13 seria la siguiente:
El conjunto de vértices (V) que forman al grafo.
V={a,b,c,d}
El conjunto de pares ordenados (A) que forman las aristas del grafo.

A= {(a,:a)(a,b)(a,c)(b,d)(c,a)(d,a)}

Matrices
Matriz de adyacencia
Sea G=(V.,E), con V # ¢, se llama matriz de adyacencia de G a la matriz nxn, A = (ajj), donde

aij=1 si (vi,vj)€E y ajj= 0 si (vi,vj)¢E

Ejemplos:
a) Para el grafo de la figura 13, la matriz de adyacencia es la siguiente:
a b c d
a 1 1 1 0
b 0 0 0 1
c 1 0 0 0
d 1 0 0 0
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Para un grafo no dirigido, su matriz de adyacencia siempre es simétrica.

a|Bjc
al0|1]|1
b|{1]0]|]1
c|1|1]0

Para el grafo de la figura 14, su matriz de adyacencia es la siguiente:

Matriz de incidencia
Sea G un grafo de n vértices, la matriz de incidencia A del grafo G, es una matriz
A = ajjeMn(R), que cumple:

- Las columnas de la matriz representan las aristas del grafo.

- Las filas representan a los distintos vértices.

- Por cada vértice (vi) unido por una arista (ajj), se tiene que:

ajj = 1, si v es adyacente a ¢; y ajj = 0, si v no es adyacente a e;.

Ademas, si ajj es entrada de vi entonces aij = -1
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a) Para el grafo de la figura 13, su matriz de incidencia es la siguiente:

e3
0
1
1
b)
a el
el e2 e3 e4 e5 eb
el
l a 2 1 1 0 -1 -1
o C 0 0 -1 0 0 1
Listas

Lista de adyacencia
Cada vértice tiene una lista de vértices, los cuales son adyacentes a €. Esto causa redundancia
en un grafo no dirigido (ya que A existe en la lista de adyacencia de B y viceversa), pero las

busquedas son mas rapidas.

a) Para el grafo de la figura 13, su lista de adyacencia es la siguiente:

o = Nodo Adyacentes
a b, c

b a, c

c a,b
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b) Para el grafo de la figura 14, su lista de adyacencia es la siguiente:
6’ Nodo Adyacentes
l a a,b,c
o ——
c a
d a

Lista de incidencia
Las aristas se representan con un vector de pares (ordenados, si el grafo es dirigido), donde
cada par representa una de las aristas. Las listas de incidencia son ttiles para:

- Representar grafos de manera compacta.

- Realizar algoritmos en grafos, como busqueda de caminos.

- Implementar estructuras de datos para grafos en software.

a) Para el grafo de la figura 13, su lista de incidencia es la siguiente:

Arista Pares de
incidencia
el (a,b)
e2 (a,c)
e3 (b,c)
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b) Para el grafo de la figura 14, su lista de incidencia es la siguiente:
Arista Pares de
incidencia

el (a,a)

e2 (a,b)

e3 (a,c)

e4 (b,d)

e5 (d,a)

e6 (c,a)

Tabla 1. Comparacion entre algunas de las diferentes representaciones de grafos
Representacion Espacio || Blisqueda de adyacentes Ver si hay conexion

Lista de adyacencia  ||O(V + E) ||Répido Lento (hay que buscar en la lista)
Matriz de adyacencia (|O(V?) Lento (recorrer la fila) Répido (acceso directo)
Matriz de incidencia ||O(V x E) |[Poca usada Poca usada

Aplicaciones de los grafos

Red de carreteras, donde los nodos son las ciudades y las aristas son las conexiones entre

ellas.

Red eléctrica.

Red de drenaje de una ciudad.

Red de paginas de Wikipedia.

Circuitos eléctricos.

Cronogramas de proyectos.

Rutas mas cortas.

Analisis de relaciones sociales .

Modelado de paginas web y enlaces en internet .

Representacion de redes con direccionalidad, como interacciones en redes sociales.

Organizacion de estructuras de datos como arboles y listas enlazadas.

Resolucion de problemas en algoritmos.
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Resumen

Los arboles son estructuras fundamentales dentro de la teoria de grafos, caracterizadas por
ser grafos no dirigidos, conexos y sin ciclos, donde existe un tinico camino entre cada par de
vértices. Estas estructuras permiten representar relaciones jerarquicas de manera eficiente,
siendo ampliamente utilizadas en informatica para organizar datos, optimizar busquedas y
estructurar sistemas como bases de datos y archivos. Un arbol puede tener una raiz a partir
de la cual se derivan nodos en relaciones padre-hijo, definiéndose conceptos clave como ni-
vel, altura y grado, los cuales influyen en la eficiencia de los algoritmos que operan sobre
ellos. Ademas, los arboles tienen aplicaciones en diversos campos como la biologia, la lin-
giiistica y contextos cotidianos como los torneos deportivos o arboles genealdgicos. En tér-
minos estructurales, un arbol con n vértices contiene n—1 aristas, lo que garantiza una cone-
xi6n minima sin redundancias. También destacan los arboles de expansion, que son subgrafos
que conectan todos los vértices de una grafica, y los arboles de expansion minima, cuyo
objetivo es minimizar el peso total de las conexiones. Para construir estos arboles se utilizan
algoritmos como la busqueda en anchura (BFS), la busqueda en profundidad (DFS), y méto-
dos como Prim y Kruskal, que siguen estrategias para optimizar recorridos y conexiones.
Estas técnicas son esenciales en el andlisis de redes, rutas y estructuras complejas. En con-
junto, los arboles representan una herramienta clave para modelar, organizar y procesar in-
formacion en multiples areas, desde la informatica hasta la inteligencia artificial y la toma de

decisiones.
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Palabras clave: drboles, algoritmos de busqueda, analisis de rutas, arboles de expansion.

Conceptos basicos y representaciones de arboles

Los arboles constituyen una de las estructuras mas fundamentales en la teoria de grafos y
tienen multiples aplicaciones en diversas areas del conocimiento, desde las ciencias de la
computacion hasta la biologia evolutiva. En términos formales, un arbol es un tipo de grafo
no dirigido, conexo y sin ciclos, lo que significa que todos sus vértices estdn conectados por
caminos Unicos y que no existen trayectorias cerradas en su estructura (Johnsonbaugh, 1999).

Desde un punto de vista préctico, los arboles ofrecen una forma eficaz de organizar
datos. En ciencias de la computacion, por ejemplo, son esenciales para la buisqueda eficiente
de informacion, el almacenamiento ordenado de datos, la composicion de imagenes digitales
y la estructuracion de sistemas jerarquicos, como bases de datos o sistemas de archivos. Con-
ceptualmente, un arbol con raiz es aquel en el que uno de los vértices es designado como
punto inicial o raiz, y a partir de ¢l se derivan subestructuras llamadas subarboles, con rela-
ciones de padre e hijo entre nodos (Johnsonbaugh, 1999).

El nivel de un vértice se define como la distancia desde la raiz hasta dicho vértice,
mientras que la altura del arbol es el mayor nivel presente en la estructura. Estas nociones
son clave en el andlisis del rendimiento de algoritmos basados en arboles, ya que inciden
directamente en la eficiencia de operaciones y en la bisqueda o la insercion.

Mas alla de la informatica, los arboles tienen aplicaciones en campos como la filoge-
nia, donde se utilizan para representar relaciones de parentesco evolutivo entre especies, o en
la lingtiistica historica, para reconstruir el origen comun de las lenguas. Incluso en contextos
cotidianos, como los torneos deportivos de eliminacion directa, las estructuras arbdreas mo-
delan el avance de los competidores, donde el equipo ganador aparece en la raiz del arbol.

En suma, los arboles no solo constituyen una herramienta formal de gran elegancia
matematica, sino que también poseen una enorme potencia practica en la modelizacion de
relaciones jerarquicas, optimizacion de estructuras y analisis de procesos evolutivos.

Un grafico de arbol es una estructura especial dentro de la teoria de grafos que se
caracteriza por ser aciclica y conexa, es decir, no contiene ciclos y permite que todos sus
vértices estén enlazados entre si mediante caminos Unicos. En este sentido, el arbol es la

forma mas eficiente de conectar todos los puntos de un grafo sin redundancias. Como senala

134



ARBOLES

Johnsonbaugh (1999), los arboles son fundamentales en matematicas discretas porque esta-
blecen la conexion mas simple y directa entre nodos dentro de una red.

En un grafo compuesto por n vértices, un arbol contara con exactamente n—1 aris-
tas, lo cual refleja su estructura minima de conexion. Ademas, la cantidad total de arboles
distintos que se pueden formar con esos vértices es de n" 2", lo que evidencia la enorme
variedad estructural posible dentro de esta categoria de grafos. Esta propiedad fue formali-
zada en la férmula de Cayley, y es ampliamente utilizada en areas como la computacion y la
combinatoria (Rosen, 2012).

Desde el punto de vista formal, un arbol T se define como un grafo simple que cum-
ple con la condicidon de que para cada par de vértices v y w, existe un tinico camino simple
que los conecta. Ademas, si se selecciona un vértice especifico como punto de inicio, se ob-
tiene un arbol con raiz, donde ese nodo central sirve como referencia para establecer rela-
ciones jerarquicas dentro de la estructura (Johnsonbaugh, 1999).

Una de las aplicaciones mas practicas de los arboles es en la organizacion de datos
dentro de bases de datos, ya que permiten establecer relaciones jerarquicas entre los ele-
mentos, facilitando su clasificacion y recuperacion. En este contexto, los arboles sirven como
modelos para representar estructuras que requieren eficiencia y orden, como los indices en
bases de datos relacionales (Johnsonbaugh, 1999).

Mas alla de la informaética, los arboles también tienen gran utilidad en areas como la
biologia evolutiva, donde se emplean para representar procesos de filogenia. En este caso,
los arboles muestran como es que diferentes entidades estan vinculadas por lineas de descen-
dencia, lo que permite trazar relaciones de parentesco entre especies u otros sistemas como
las lenguas humanas. Como afirman Semple y Steel (2003), los arboles filogenéticos consti-
tuyen herramientas clave para el estudio de la evolucion.

En el campo de la informatica, el concepto de arbol también se utiliza como una
estructura de datos abstracta que refleja una jerarquia natural. Cada arbol contiene una
raiz, que es el nodo principal, y a partir de esta se ramifican subarboles, cuyos nodos estan
conectados a través de relaciones padre-hijo. Esta representacion se ha vuelto esencial en
algoritmos de busqueda, estructuras organizativas y almacenamiento de datos eficientes

(Knuth, 1998).
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Al representar con una grafica cualquier torneo deportivo de eliminacion se obtiene
un arbol, y el equipo ganador serd la raiz del arbol.

Dentro de los usos mas comunes de los arboles se encuentra el de almacenar un dato
de tal modo que su busqueda sea eficiente, que tenga listas ordenadas de datos y que haya
una composicion de imagenes digitales.

El nivel de un vértice v es la longitud del camino simple de la raiz a v. La altura de
un arbol es el nimero maximo de nivel que aparece en el arbol. Los hijos de la raiz son los
vértices subsecuentes unidos a la raiz. Un vértice padre es un vértice que esta por encima de

un vértice hijo y mas cerca de la raiz.

Partes de un arbol

Figura 1. Partes de un arbol

Fuente: elaboracion propia.

Si 1 es la raiz,

entonces 2 y 3 son hijos de 1,

3 espadre de 5 yde 7; y 2 es padre de 4.
4, 5y 7 solamente son hojas.

El grado de un vértice mide lo retirado que esté de la raiz. Por ejemplo:

9]
3

Vértice 1 2 3 4
Grado 0 1 1 2 2 2

El grado del arbol es el grado maximo de un vértice, en este caso es 2.
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Los organigramas son ejemplos de arboles. A este tipo de arboles se les denomina
arboles jerarquicos, se emplean para representar como se relacionan logicamente los distintos
registros dentro de una base de datos, donde se muestra el control o administracion de una
determinada empresa, institucion u organizacion.

Los arboles familiares también son un tipo especial de arbol jerarquico. Se reco-
mienda realizar un arbol genealogico de la familia donde se incluya por lo menos 25 inte-

grantes.

Arboles de expansion

El desafio consiste en encontrar una subgrafica T dentro de una grafica G, tal que T sea un
arbol que incluya todos los vértices de G; a esta estructura se le conoce como arbol de ex-
pansion. Una grafica tiene arbol de expansion siempre y cuando sea conexa, es decir que

todos sus vértices estén interconectados (Johnsonbaugh, 1999).

.Qué es un arbol de expansion minima? Es un subconjunto de las aristas de un grafo
que:

1. Conecta todos los vértices del grafo (sin ciclos).

2. Tiene el menor peso total posible.

Un algoritmo de busqueda encuentra la inica ruta mas corta entre dos puntos, utili-
zando una heuristica que ayuda a agilizar el proceso de busqueda.

Existen varios métodos para encontrar arboles en expansion.

A) Busqueda a lo ancho. Consiste en explorar todos los vértices que se encuen-
tran en un mismo nivel antes de avanzar al siguiente. La busqueda en anchura es una técnica
que permite recorrer de forma sistematica todos los nodos de un grafo. Es especialmente ttil
en la resolucion de problemas de optimizacion, donde se requiere identificar la mejor alter-
nativa entre varias. El proceso comienza en un vértice inicial v, considerado la raiz, el cual
se activa primero. Luego se marcan como visitados todos los vecinos de ese vértice que aun
no hayan sido explorados. A continuacion, se repite el proceso con los vecinos de los hijos
de v, asegurandose de no visitar ningiin nodo mas de una vez. Como resultado, se genera una

estructura sin ciclos, es decir, un arbol.
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B) Busqueda en profundidad (DFS, por sus siglas en inglés) es un algoritmo
disefiado para recorrer todos los vértices de un grafo finito, siguiendo una estrategia que
prioriza explorar lo mas profundo posible un camino antes de retroceder. El proceso co-
mienza seleccionando un vértice inicial o raiz, desde el cual se visitan primero sus descen-
dientes directos, luego los hijos de estos y asi sucesivamente, hasta llegar a un nodo que no
tenga vecinos no visitados.

A diferencia de la busqueda en anchura, DFS se caracteriza por investigar completa-
mente una rama antes de considerar otras, lo que implica que atraviesa los niveles inferiores
del grafo antes de regresar a los superiores. Para gestionar esta secuencia de pasos, general-
mente se utiliza una pila, ya sea de forma explicita o mediante recursién que emplea la pila
del sistema, lo que permite regresar a vértices anteriores cuando no se encuentran mas cami-
nos disponibles desde el nodo actual.

Cuando ya no es posible avanzar desde un vértice activo, el algoritmo retrocede a
través de los vértices previamente visitados hasta localizar uno con una conexién pendiente
por explorar. Desde alli se reinicia el proceso de avance, repitiendo este patron de descenso
y retroceso hasta que se hayan examinado todos los nodos alcanzables. Este enfoque hace de
DFS una herramienta fundamental en diversos algoritmos aplicados sobre grafos, como los
de ordenamiento topoldgico o los que evaliian propiedades como la conectividad o la plani-
tud de una estructura grafica.

O) Busqueda por menor costo (arbol de expansion minima). Es una subgrafica
que se construye a partir de una grafica conexa, que tiene un Unico camino simple de un
vértice a otro y cuya suma de pesos sea minima.

En el ambito de la informadtica, estos algoritmos se emplean ampliamente para reco-
rrer grafos y buscar rutas entre puntos conocidos como nodos. Su objetivo principal es
encontrar trayectos viables de manera eficiente, lo que los convierte en herramientas clave
para el analisis de redes y estructuras conectadas. Se destacan por su precision y buen
desempeiio, lo que ha llevado a su uso extendido en multiples aplicaciones computacionales.

No obstante, en contextos reales como los sistemas de navegacion o enrutamiento
de viajes, suelen ser superados por otros algoritmos més avanzados que permiten preproce-
sar el grafo, optimizando asi la velocidad y eficiencia en la resolucion del problema

(Kurose y Ross, 2020).
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Métodos para sacar arboles de expansion minima

Algoritmo de PRIM

El algoritmo en cuestion construye un arbol de expansion minima incorporando aristas de
forma progresiva. En cada paso, selecciona la arista con menor peso que no genere un ciclo
dentro del subgrafo en desarrollo. Este procedimiento pertenece a la categoria de algoritmos
codiciosos, ya que en cada iteracion toma la mejor decision disponible en ese momento, sin
considerar el impacto de decisiones anteriores (Cormen et al., 2009).

El principio que guia este método puede resumirse como una estrategia de optimiza-
cion local, en la que se elige la mejor opcion inmediata —una sola arista con el menor peso
posible— con la intencidon de construir una solucion eficiente. Sin embargo, este tipo de op-
timizacion no siempre garantiza que la solucion final sea dptima en términos globales. Si
durante el proceso no se encuentra una conexion valida hacia los vértices restantes, el algo-
ritmo retrocede al vértice previo para verificar si existen otras conexiones posibles que atn

no se han evaluado (Cormen et al., 2009).

Algoritmo de Kruskal

El algoritmo de Kruskal es un método greedy (codicioso) que se utiliza para encontrar un
arbol de expansion minima (MST, por sus siglas en inglés) en un grafo no dirigido, conectado
y ponderado.

Consideremos un grafo dirigido y ponderado con N nodos, ninguno de ellos aislado.
Sea x el nodo de inicio y un vector D de tamafio N que almacenara, al finalizar el algoritmo,
las distancias minimas desde x a cada uno de los demas nodos. El procedimiento se desarrolla
de la siguiente manera:

1. Inicialmente, todas las entradas del vector D se asignan un valor infinitamente
grande para representar distancias desconocidas, excepto la distancia desde x a si mismo, que
se establece en cero, dado que no existe distancia alguna para llegar a si mismo.

2. Se define a = x, donde a es el nodo actual que se esta evaluando.

3. Se examinan todos los nodos adyacentes a a que no hayan sido marcados como

visitados; a estos los denominamos vi.
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4, Si la distancia almacenada en D para llegar a vi desde x es mayor que la suma
de la distancia desde x a @ mas la distancia desde a a vj, entonces el valor en D para v; se
actualiza con esta suma menor.

5. El nodo a se marca como completo o visitado.

6. Se selecciona como nuevo nodo actual aquel con el valor més pequefio en D
entre los nodos no visitados (esto se puede gestionar eficazmente utilizando una cola de prio-
ridad). Se repite el proceso desde el paso 3 hasta que todos los nodos estén marcados.

Este método es una implementacion tipica del algoritmo de Dijkstra, ampliamente

utilizado para encontrar rutas 6ptimas en grafos ponderados (Cormen et al., 2009).

Pasos del algoritmo de Kruskal

1. Ordena todas las aristas del grafo de menor a mayor peso.
2 Inicializa el MST como vacio (sin aristas).

3. Recorre la lista de aristas en orden creciente de peso:

4. Si agregar la arista NO forma un ciclo, agrégala al MST.
5 Si forma un ciclo, descartala.

6. Repite hasta que el MST tenga exactamente (n — 1) aristas, donde n es el na-
mero de vértices.
En la tabla 1 se observa la comparacion de los diferentes algoritmos en cuanto a rutas

cortas y arboles en expansion.

Tabla 1. Comparacion de algoritmos

_ (Sirve para rutas mas | ;Sirve para arbol de )
Algoritmo ) Acepta pesos negativos
cortas? expansion?
Bellman-Ford Si X No Si
Dijkstra Si X No X No (sin modificar)
Kruskal/Prim X No Si A\ Solo pesos positivos
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El siguiente es un codigo de arbol en expansion a lo ancho en Java.
import java.util. *;
public class BFSExpansionTree {
// Numero de vértices
private int V;
// Lista de adyacencia
private LinkedList<Integer>[] adj;
// Constructor
public BFSExpansionTree(int vértices) {
this.V = vertices;
adj = new LinkedList[vértices];
for (int 1 = 0; 1 < vértices; ++1)

adj[i] = new LinkedList<>();

// Método para agregar aristas (no dirigido)
void addEdge(int v, int w) {

adj[v].add(w);

adj[w].add(v); // Porque es grafo no dirigido

// Método para construir e imprimir el arbol de expansion por BFS
void bfsExpansionTree(int start) {
boolean[] visited = new boolean[V];
int[] parent = new int[V]; // Para registrar el "padre" de cada nodo en el arbol
Arrays.fill(parent, -1);
Queue<Integer> queue = new LinkedList<>();
visited[start] = true;
queue.add(start);
System.out.println("Aristas del arbol de expansion (BFS):");
while (!queue.isEmpty()) {
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int current = queue.poll();
for (int neighbor : adj[current]) {
if (!visited[neighbor]) {
visited[neighbor] = true;
parent[neighbor| = current;
queue.add(neighbor);

System.out.println(current + " - " + neighbor);

// Ejemplo de uso
public static void main(String[] args) {
BFSExpansionTree g = new BFSExpansionTree(6);
g.addEdge(0, 1);
g.addEdge(0, 2);
g.addEdge(1, 3);
g.addEdge(1, 4);
g.addEdge(2, 5);
g.bfsExpansionTree(0); // Comienza desde el nodo 0

Ahora el codigo de expansion minima con Kruskal
import java.util.*;
/I Clase para representar una arista
class Edge implements Comparable<Edge> {
int src, dest, weight;
public Edge(int s, int d, int w) {

Src =s;
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dest=d;

weight = w; }

// Para ordenar por peso
public int compareTo(Edge other) {

return this.weight - other.weight;

// Clase para representar un subconjunto (para Union-Find)
class Subset {

int parent, rank;

public class KruskalMST {
int vertices;

List<Edge> edges = new ArrayList<>();

public KruskalMST(int v) {

this.vértices = v;

// Afiadir arista
void addEdge(int src, int dest, int weight) {
edges.add(new Edge(src, dest, weight));

// Encontrar conjunto con compresion de caminos
int find(Subset[] subsets, int 1) {
if (subsets[i].parent !=1)

subsets[i].parent = find(subsets, subsets[i].parent);
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return subsets[i].parent;

// ' Unir dos conjuntos por rango
void union(Subset[] subsets, int X, int y) {
int xroot = find(subsets, x);
int yroot = find(subsets, y);
if (subsets[xroot].rank < subsets[yroot].rank)
subsets[xroot].parent = yroot;
else if (subsets[xroot].rank > subsets[yroot].rank)
subsets[yroot].parent = xroot;
else {
subsets[yroot].parent = xroot;

subsets[xroot].rank++;

/I Método principal para construir el MST
void kruskal() {
List<Edge> result = new ArrayList<>();
Collections.sort(edges); // Ordenar aristas por peso
Subset[] subsets = new Subset[vertices];
for (int 1 = 0; 1 < vertices; i++) {
subsets[i] = new Subset();
subsets[i].parent = i;
subsets[i].rank = 0;
H
for (Edge edge : edges) {
int x = find(subsets, edge.src);

int y = find(subsets, edge.dest);
if(x!=y){
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result.add(edge);

union(subsets, X, y);

}

System.out.printIn("Aristas del Arbol de Expansion Minima:");
int totalWeight = 0;
for (Edge e : result) {
System.out.println(e.src +" - " + e.dest + " : " + e.weight);
total Weight += e.weight;

b
System.out.println("Peso total del MST: " + total Weight);

h
// Ejemplo de uso
public static void main(String[] args) {
KruskalMST g = new KruskalMST(4);
g.addEdge(0, 1, 10);
g.addEdge(0, 2, 6);
g.addEdge(0, 3, 5);
g.addEdge(1, 3, 15);
g.addEdge(2, 3, 4);
g.kruskal();

Aplicaciones de los arboles

Los arboles, como estructuras de datos jerarquicas, poseen una amplia aplicacion en contex-
tos reales debido a su capacidad para representar relaciones de dependencia, clasificacion y
organizacion escalonada de informacion. Su utilidad no es meramente tedrica; por el contra-
rio, constituyen uno de los fundamentos operativos de multiples sistemas tecnoldgicos con-

temporaneos (Cormen et al., 2022; Goodrich et al., 2014).
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En el ambito de los sistemas de archivos, por ejemplo, la organizacion de carpetas y
subcarpetas en sistemas operativos como Windows, macOS o Linux responde a una estruc-
tura arbérea. Cada directorio funciona como un nodo que puede contener otros nodos (sub-
directorios o archivos), formando una jerarquia que facilita la localizacion eficiente de infor-
macion. Esta estructura permite busquedas organizadas y rapidas, especialmente cuando se
implementan variantes como arboles balanceados para optimizar tiempos de acceso.

En el campo de las bases de datos, los arboles son esenciales para indexar informa-
cion. Estructuras como el B-tree y sus variantes permiten que sistemas gestores de bases de
datos encuentren registros en grandes volimenes de informacidn en tiempos logaritmicos.
Sin estos mecanismos, consultas en bancos, hospitales o plataformas de comercio electrénico
serian considerablemente mas lentas. La eficiencia en la recuperacion de datos se traduce
directamente en mejor desempefio organizacional y experiencia del usuario (Cormen
et al., 2022).

Otra aplicacion significativa se encuentra en los motores de busqueda en internet.
Algoritmos como PageRank, desarrollado por Larry Page, utilizan estructuras relacionadas
con grafos y arboles para jerarquizar paginas web segin su relevancia. Aunque conceptual-
mente se apoyan en grafos, la organizacion jerarquica de resultados y la estructuracion del
contenido digital mantienen principios analogos a los arboles, particularmente en la clasifi-
cacion y recuperacion de informacion.

En el ambito de la inteligencia artificial, los arboles de decision constituyen herra-
mientas fundamentales para el aprendizaje automatico y la toma de decisiones automatizada.
Modelos como el C4.5 permiten clasificar datos y predecir comportamientos a partir de reglas
jerarquizadas. Estos modelos se emplean en diagnostico médico, evaluacion crediticia, de-
teccion de fraudes y sistemas de recomendacion. La estructura arbdrea facilita la interpreta-
cion de resultados, lo que aporta transparencia en entornos donde la explicabilidad es crucial.

Asimismo, en el desarrollo de compiladores y lenguajes de programacion, los arboles
sintacticos abstractos representan la estructura gramatical del cddigo fuente. Cada instruccion
se descompone en nodos que reflejan operaciones y operandos, permitiendo que el sistema
interprete y ejecute correctamente los programas (Goodrich et al., 2014).

Desde una perspectiva mas amplia, los arboles modelan fendmenos sociales y natu-

rales: genealogias familiares, estructuras organizacionales, taxonomias biologicas y
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esquemas curriculares pueden representarse mediante estructuras arboreas. Su fortaleza ra-
dica en representar relaciones jerarquicas sin ambigiiedad y con eficiencia computacional.
En sintesis, los arboles no son Uinicamente una abstraccion matematica, sino una he-
rramienta estructural indispensable para organizar, buscar, clasificar y procesar informaciéon
en multiples &mbitos de la vida cotidiana. Su aplicacion transversal confirma que la teoria
algoritmica se materializa en soluciones concretas que sostienen la infraestructura digital

contemporanea.
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Capitulo 9. Principios de conteo y combinatoria
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Resumen

Los principios fundamentales de conteo constituyen reglas basicas de la combinatoria que
permiten determinar el nimero de formas en que pueden ocurrir ciertos eventos sin necesidad
de enumerarlos. Entre ellos destacan el principio aditivo, que se aplica cuando las opciones
son mutuamente excluyentes y se suman las posibilidades, y el principio multiplicativo, que
se utiliza cuando un proceso ocurre en etapas sucesivas, multiplicando las opciones de cada
paso. Asimismo, el principio de inclusion-exclusion amplia el conteo cuando existen inter-
secciones entre conjuntos, evitando duplicidades. Estos principios son esenciales para el es-
tudio de técnicas mas avanzadas como las permutaciones y combinaciones. Las permutacio-
nes corresponden a los arreglos u ordenamientos de elementos donde el orden si importa,
mientras que las combinaciones se refieren a selecciones en las que el orden no es relevante.
Ambeas se calculan mediante formulas basadas en el factorial y tienen aplicaciones en diver-
sas areas como la probabilidad, la estadistica y la informatica. Ademads, existen variantes
como las permutaciones con repeticion, que ajustan el conteo cuando hay elementos iguales.
El principio de inclusidon-exclusion también se aplica a multiples conjuntos, sumando los
elementos individuales, restando intersecciones dobles y agregando las triples, lo que permite
un conteo preciso. En conjunto, estos conceptos tienen amplias aplicaciones en campos como

la ingenieria, la biologia, la economia y la informatica, especialmente en problemas de

! Maestro en Informatica Administrativa. Docente en Tecnoldgico Nacional de México. ORCID: https://or-
cid.org/0009-0001-3656-8293 ; correo electronico: alfredo.garcia@itz.edu.mx

2 Licenciado en Informatica. Docente en Tecnoldgico Nacional de México.

3 Ingeniero en Materiales. Docente en Tecnolégico Nacional de México.
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optimizacion, analisis de datos y toma de decisiones. Su estudio fortalece el razonamiento

logico y la capacidad para resolver problemas complejos.

Palabras clave: principios de conteo, permutaciones, principio de inclusion-exclusion.

Principios fundamentales de conteo

Los principios fundamentales de conteo son reglas basicas de la combinatoria que permi-
ten calcular el nimero de formas en que pueden ocurrir ciertos eventos, sin necesidad de
enumerar cada posibilidad una por una. Se utilizan en situaciones de conteo y probabilidad,

y constituyen la base para técnicas mas avanzadas como permutaciones y combinaciones.

Principio aditivo (o de la suma)
Siun proceso puede realizarse de dos maneras mutuamente excluyentes (no pueden ocurrir
al mismo tiempo), entonces el nimero total de maneras de realizarlo es la suma de ambas
posibilidades.

Ejemplo:

En una heladeria puedes elegir entre 3 tipos de paletas o 4 tipos de nieves. Como no
puedes elegir ambas a la vez, hay:

3 +4 =7 posibilidades.

Principio multiplicativo (o de la multiplicacion)
Si un proceso se compone de dos pasos sucesivos y el primero puede hacerse de m formas y
el segundo de n formas, entonces el nimero total de formas de realizar ambos pasos es la
multiplicacion: m x n.

Ejemplo:

Para vestirte, tienes 4 camisas y 3 pantalones. Cada camisa se puede combinar con
cada pantalon, entonces hay:

4 x 3 =12 formas de vestirte.

Principio de inclusion-exclusion (extension del aditivo)
Cuando las opciones no son mutuamente excluyentes (pueden coincidir), se debe restar la

interseccion.
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Ejemplo:
Si en una fiesta hay 20 personas que saben inglés, 15 que saben francés y 5 que saben

ambos idiomas, el total de personas que saben al menos un idioma es: 20 + 15 — 5 = 30.

Importancia

Estos principios permiten contar de manera eficiente y constituyen la base para:

. Permutaciones (ordenamientos).
. Combinaciones (selecciones sin orden).
. Variaciones y problemas de probabilidad.

Permutaciones y combinaciones

La combinatoria es una rama de la matematica que estudia el conteo de objetos y sus posi-
bles disposiciones sin necesidad de enumerar cada caso. Dentro de este campo, las permu-
taciones y combinaciones constituyen herramientas esenciales que permiten calcular el nu-
mero de formas en que se pueden ordenar o seleccionar elementos de un conjunto. De
acuerdo con Camacho y Gomez (2018), el dominio de estas técnicas facilita la resolucion de
problemas en probabilidad, estadistica, informatica y teoria de decisiones. Una permutacion
es un arreglo u ordenamiento de todos o parte de los elementos de un conjunto, donde el

orden si importa (Martinez, 2017).

Formula general de permutacion

La cantidad de permutaciones de n elementos tomados de r en r se expresa como:

(n—r)!

P(n,r)

donde n! (factorial de n) representa el producto de todos los nimeros enteros positivos
desde 1 hasta n.

Ejemplo:

En una repisa hay 5 libros distintos y queremos saber de cuantas maneras se pueden

ordenar 3 de ellos:
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50 120
(5-3)! 2

P(5.3) = =60

Respuesta: 60 formas distintas de ordenar 3 libros de un total de 5.

Permutaciones con repeticion

Cuando algunos elementos se repiten, el nimero de permutaciones se reduce, ya que no todos
los ordenamientos son unicos.

Ejemplo:

En la palabra “MAMA” hay 4 letras en total, con 2 “M” y 2 “A”.

C(@2'x2)

Respuesta: 6 formas distintas de ordenar las letras.

Combinaciones

Definicion: una combinacion es una seleccion de elementos de un conjunto, donde el orden

no importa (Mendoza y Rodriguez, 2019).

Formula general de combinacion

n!
Cln,r) :r!(n—r)!)

Ejemplo:
De un grupo de 8 estudiantes, queremos elegir 3 para formar un comité. Como el

orden de eleccidon no importa:

8!

C(8,3)= 3!(8—'_3)!2 56

Respuesta: hay 56 maneras de elegir a los 3 integrantes.
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Tabla 1. Diferencias clave entre permutaciones y combinaciones

Aspecto Permutacion combinacion
Orden Importa No importa
, (n—r)! =
Férmula P(n,r) = = C(n,r) (-1
Ejemplo Ordenar 3 libros de 5 Elegir 3 estudiantes de 8
Resultado del ejemplo 60 formas 56 formas

Principio de inclusion-expulsion
El principio de inclusion—exclusion es una técnica de conteo usada para determinar el nu-
mero de elementos que pertenecen a la unién de varios conjuntos, evitando la sobreconta-
bilizacion.

En su forma basica, para dos conjuntos A y B:

|[AUBI|=|A[+IBI-|ANBJ se suman los elementos de cada conjunto.

. Se resta la interseccion porque fue contada dos veces.

Para tres conjuntos A, B, C:

IAUBUCI=|A|+|BI+ICI-IANBI-IANCI|-IBNC|+|ANBNC]

La idea es: sumar las partes individuales, restar las intersecciones dobles y
agregar las triples.

En general, para n conjuntos, el principio sigue el mismo patréon de sumar y restar
alternadamente las intersecciones.

Ejemplo 1: dos conjuntos

En un grupo de estudiantes:

. 20 saben programar en Python (A).

. 15 saben programar en C++ (B).

. 8 saben ambos lenguajes (ANB).

(Cuantos estudiantes saben al menos un lenguaje?

|AUBI=|A+IB|-|ANBI=20+15-8=27

27 estudiantes saben al menos un lenguaje.

Ejemplo 2: tres conjuntos

En una clase de ingenieria:
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. 25 estudiantes aprobaron Matematicas (A).
. 18 aprobaron Fisica (B).

. 20 aprobaron Quimica (C).

. 10 aprobaron Matematicas y Fisica.

. 7 aprobaron Matematicas y Quimica.

. 5 aprobaron Fisica y Quimica.

. 3 aprobaron las tres materias.

(Cuantos aprobaron al menos una?
|JAUBUC|=25+18+20—(10+7+5)+3
|JAUBUC|=63-22+3=44

44 estudiantes aprobaron al menos una materia.

Importancia en ingenieria

El principio de inclusion-exclusion es clave en:

o Teoria de conjuntos y probabilidad: calcular probabilidades de eventos compuestos.
o Andlisis de datos: evitar duplicados al contar elementos en bases de datos.

e Optimizacion y computacion: algoritmos de conteo y combinatoria.

Aplicaciones

o Estadistica y probabilidad: calculo de probabilidades.

o Informatica: generacion de contrasefias, algoritmos de cifrado.
o Biologia: combinaciones genéticas.

e Economia y administracion: toma de decisiones.

e Educacion: desarrollo del razonamiento 16gico-matematico.

Conclusion

El estudio de las permutaciones y combinaciones constituye una base fundamental para com-
prender el conteo en matematicas. Al distinguir entre situaciones donde el orden es impor-
tante y aquellas donde no lo es, se construye un marco analitico aplicable en numerosos cam-
pos. Su aprendizaje contribuye al desarrollo de competencias 16gicas y de resolucion de pro-

blemas, esenciales en la formacion académica y profesional.
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Capitulo 10. Induccion y recursion
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Resumen

Las demostraciones por induccién matematica constituyen una herramienta fundamental para
verificar proposiciones que involucran niimeros naturales. Este principio permite determinar
si una afirmacion es valida para todos los valores de n a partir de dos pasos esenciales: com-
probar que la proposicion es verdadera para un valor inicial (caso base) y demostrar que, si
se cumple para un valor k, entonces también se cumple para k + 1 (paso inductivo). De esta
manera, se garantiza la validez de la proposicion para todos los nimeros naturales a partir de
n inicial. Este método ha sido ampliamente utilizado desde el siglo XVII, aunque fue forma-
lizado posteriormente, y resulta clave para demostrar formulas como la suma de niimeros
naturales o la suma de cuadrados, asi como para analizar desigualdades. Por otro lado, los
algoritmos recursivos representan un enfoque complementario en matematicas y programa-
cion, basado en la idea de resolver problemas mediante su reduccion a casos mas simples del
mismo tipo. La recursividad se expresa a través de relaciones de recurrencia, que definen
cada término de una sucesion en funcion de términos anteriores, junto con condiciones ini-
ciales que permiten iniciar el proceso. Este método es ampliamente utilizado para modelar
fendmenos en diversas areas, como la economia, donde se aplica en el calculo de intereses
compuestos. Ademas, existe una estrecha relacion entre induccidn y recurrencia, ya que mu-
chos resultados pueden demostrarse mediante ambos enfoques. En conjunto, estos conceptos
fortalecen el razonamiento 16gico y la resolucion sistematica de problemas matematicos com-

plejos.
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Palabras clave: induccion matematica, algoritmos recursivos.

Demostraciones por induccion

Cuando trabajamos proposiciones que involucran a los nimeros naturales y que, ademas, se
satisfacen para una cantidad particular de elementos, la primer pregunta que nos podemos
formular es la siguiente: ;podemos generalizar este resultado para cualquier valor natural
n = 1,2,3,...7 De no ser asi, ;para qué valores de n se satisface la proposicion?

El principio de induccion matematica es una herramienta usada ampliamente en ma-
tematicas, que usualmente se enuncia a través de alguna afirmacion P(n) para n € N. Este
principio es la principal herramienta para responder las preguntas iniciales que nos formula-
mos. Podria darse el caso de que P(n) sea satisfecha para algunos valores de n y completa-
mente falsa para otros (Velasquez, 2010). Para ilustrar esto, consideremos las afirmaciones
siguientes:

1. n? =n. Podemos notar que esta afirmacion se cumple para el valor 1, es decir,
P (1) es verdadera. Por otro lado, P(n) es falsa para cualquier n > 1.

2. n? > 0. Claramente, el cuadrado de cualquier niimero natural es positivo, es de-
cir, P(n) es verdadera para toda n.

Definicion (principio de induccion matematica): Sea ngy un numero natural fijo y sea
P(n) una propiedad definida para cada numero natural n > ny. Ademdas, supongamos que
se satisfacen las condiciones siguientes:

i) P(ngy) es verdadera.

ii) Si para todo natural k = n,, P(k) es verdadera, entonces P(k + 1) también
lo es.

Entonces decimos que para todo enteron = ngy, P(n) es verdadera. A ii) le [lamamos
hipotesis de induccion o hipotesis inductiva (idem).

Este principio fue usado inicialmente en trabajos de Francesco Maurolico en 1575.
Afos después, Pierre de Fermat y Blaise Pascal utilizaron esta técnica, pero fue hasta 1883
que Augustus de Morgan describié de manera rigurosa esta técnica y la nombr6 Induccion

matematica (“Induccion matematica”, 2024).
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Ejemplo 1. Para ilustrar mejor este principio, partamos de un ejemplo cldsico: supongamos

100
que buscamos la suma (S;¢) de los primeros 100 numeros naturales, es decir, S;go = ). i
i=1

Este problema fue resuelto por Carl Friederich Gauss y después generalizado en la formula
siguiente:

, _ n(n+1)

> (Chavez y Gonzalez, 2018; De Néapoli, 2020).

Para demostrar esto, notemos que P (1) es verdadera, ya que paran = 1 tenemos que

10+ — 1. Ahora supongamos que para cada entero k > 1, P(k) es verdadera. Demostre-

mos que P(k + 1) es verdadera, es decir,

C(k+ Dk +2)
k+1 — 2

Dado que P (k) es verdadera, tenemos que

_k(k+1)
T2
Luego, consideremos
k+1
Sk+1 = Z L
=1

i ==§i+(k+1)
i=1

ii =8k + (k+ 1) « Aplicamos hipoteis de induccion,

RN

k(k+1)+2(k + 1)

_(k+ 1) (k+2)

2

Por lo tanto, la férmula se satisface para cualquier n € N.

Sk+1

Ejemplo 2. Demuestre que la suma de los cuadrados de los primeros n niimeros
naturales esta dada por la formula
no nn+1)(2n+1)
= 6
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Primero, notemos que P (1) es verdadera, ya que
11+1D)2-1+1) (2)(3)
1= 6 G

Ahora asumimos que para todo k = 1, P(k) es verdadera, esto es

ko k(k+1)(2k+1)
Sk = _Z = 6

=1
Nuestro objetivo ahora es demostrar que

_(k+ 1)(k + 2)(2k +3)

k+1 = 5
Tenemos que
k+1
Sk+1 = Z i?
i=1
k
i = Yi%?+ (k+1)? « Aplicamos hipétesis de induccién,
i=1
..... k(k+1)(2k+1
_k(k+ 1)k +1) +6(k + 1)°
HTTH -_ 6
- _(k+1)(k(Zk+1) +6(k+ 1))
HTTH -_ 6
_ (k+1)(2k? + k + 6k + 6)
..... = g
_ (k+1)(k+2)(2k + 3)
..... = z

Por lo tanto, la férmula es verdadera para cualquier n € N.

Ejemplo 3. Ahora encontremos para que valores de n se satisface la desigualdad
2" >2n+1
Notemos que para n = 1,2 no se satisface, pues 21 < 2(1)+1 =3y 22<2(2) +
1 = 5. Por otro lado, para n = 3 tenemos que 23 > 2(3) + 1, es decir, P(3) es verdadera.
Ahora, supongamos que para todo k = 3 se satisface que P(k) es verdadera, es decir, se
satisface
2k >2k+1
Ahora, nuestro objetivo es demostrar que P(k + 1) es verdadera, es decir,

2k+1 > 2k + 3
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Tenemos que 2%*1 = 2% . 2, por lo tanto, tenemos que para 2k + 2 > 3 se cumple

2kt1 = 2.2k >20k+1)=4k+2=2k+(k+2)>2k+3

Tl+1_1

n .
Ejemplo 4. Demuestre que Y r' = . paratodon € Nyr # 1.

i=1 r—1
Notemos que P(n) esta dado por

% ; T'n+1—1
rt=——

Por un lado, tenemos que

Por otro lado, tenemos

Yri=e— =1

0 T
=0 r—1

i
Concluimos que P (0) es verdadera. Seguimos con el paso inductivo, es decir, asumi-

mos que P (k) es verdadera para algiin entero k > 0, es decir, se satisface que
k+1 _ 1

k T

0 r—1

l

Veamos que P(k + 1) es verdadera. Tenemos que

k+1 k.
Z ri = Z ri + T'k+1
i=0 i=0

Luego, dado que P (k) es verdadera, se sigue que

k+1 k+1 _

i I S
»r = +r
i=0 r—1

rk— 14+ (r—1D@E*Y
r—1
k1 _q 4 pkt2 _ kel

r—1
k+2_1

r

r

r—1

Concluimos que P(n) es verdadera para todon > 0.
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Algoritmos recursivos

Uno de los aspectos mas importantes de la programacion es la recursividad, un concepto que
aparece infinidad de veces en la naturaleza. Tales problemas consisten en resolver de manera
directa un problema para algun conjunto de datos, y usar estos ultimos para resolver el pro-
blema para el resto de datos. Una de las maneras de abordar problemas recursivos es a traveés
de sucesiones (Ugarte, 2016).

Se puede definir una sucesion a través de su n-ésimo término, es decir, dar una for-
mula para obtener el término a,, de la sucesion. De esta manera, podemos conocer cada tér-
mino de la sucesion de manera inequivoca. De manera alternativa, se puede definir una su-
cesion a través de la recursividad, que es el proceso de definir una funcion que sea llamada a
si misma para de manera repetitiva (recursiva) hasta obtener una soluciéon. En muchas oca-
siones, esta funcion se denomina relacion de recurrencia, y define cada elemento en términos

de los elementos anteriores de la sucesion (Benitez, 2019).

Definicion (relacion de recurrencia)

Para una sucesion de términos ag, a4, a,, . .., se define la relacion de recurrencia como una
formula que relaciona para cada k, el término a; con los términos a,_1, Gy_5,-.., Qr—; (para
k —i > 0). Las condiciones iniciales determinan los valores de ag, a4, ..., a;,, para algin

entero fijo m = 0 (UNAM, s.f.; Doerr y Levasseur, s.f.).

Ejemplo 5. Consideremos una sucesion ¢y, ¢4, C, ... de manera que para k > 2,

Cr = Ck-1 + ka_z +1

Para encontrar los términos c,, c3yc, hacemos

Cy =C1+2C0+1

i o =24+2()+1
Cy =5
3 =¢Cy+3c1+1
PP =5432)+1
C3 =12
€, =c3+4c,+1
PP o=12+405)+1
Cy =33
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Sin embargo, una relacion de recurrencia no es unica, sino que se puede expresar de
distintas maneras, y aun asi para cada k > 0 obtener el mismo resultado para el término ay.

Para ilustrar esto, consideremos la sucesion dada por las relaciones de recurrencia:

Sk = 3Sk_1 — 1lpara k =1,y
Sk+1 =3Sk — Lpara k=0

Cabe destacar que, a pesar de que la recurrencia y la induccion son procedimientos
distintos, se pueden demostrar algunos resultados por medio de induccién o de recurrencia,

o incluso por medio de ambos procedimientos. Ilustramos esto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5. Demostremos que el n-ésimo nimero impar (a,) mayor que cero esta
dado por 2n — 1. Para esto, consideramos el primer término, es decir, n = 1. Tenemos que
a,=2(1)—-1=1

Supongamos que P (k) es verdadera para algun k > 0. Tenemos que
a, =2k—-1
El objetivo es demostrar que P(k + 1) es verdadera. Notemos que a,q = ax + 2,

ya que a; + 1 es un nimero par. Luego, consideremos

Ak 41 = ag + 2
= (2k—1) 42
=2k+2-1

Ay, =2(k+1) -1

Para este resultado usamos induccion al asumir que la relacion de recurrencia era
cierta para algiin entero positivo k.

Ademas, podemos definir la recurrencia para conjuntos, que es una forma de cons-
truir cualquier elemento de un conjunto A a partir de un subconjunto B € A de elementos

ya construidos (llamados base).

Ejemplo 6. Consideremos al conjunto de los nimeros naturales. La base B de este

conjunto es B = {1}, y la relacion de recurrencia esta dada por a,, = n + 1.
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Ejemplo 7. Uno de los ejemplos mas comunes donde la recurrencia es extremada-
mente util es en economia y finanzas, en particular en el calculo de intereses compuestos

con una tasa de impuestos periodica i. Para esto, definimos

n = n-ésimo periodo
a, = Cantidad de dinero a finales del periodo n
a = Cantidad inicial de dinero.

De esta manera, para cada periodo inicial, n = 1, tenemos que
a, = ag +iag
En general, para cualquier periodo k, se tiene que
Ay = A—q + k1
Notemos que el conjunto base es B = {a,} y la relacion de recurrencia es

ap = Ap-1 ti0n_4
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Ejercicios de sistemas numéricos

Ejercicios

Ejercicios de conversion entre los sistemas numéricos

Respuestas

Ejercicio 5

Binario Octal Decimal Hexadecimal
110011
532
123
AA
Ejercicio 6
Binario Octal Decimal Hexadecimal
100010
23
64
Al
Del ejercicio 5
Binario Octal Decimal Hexadecimal
110011 63 51 33
101011010 532 346 15A
1111011 173 123 7B
10101010 252 170 AA
Respuesta del ejercicio 6
Binario Octal Decimal Hexadecimal
100010 42 34 22
10011 23 19 13
1000000 100 64 40
10100001 241 161 Al
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Ejercicios de sumas en binario

1 2 3 4 5 6 7
10101 111 110011 111000 11111 100111 11111
11100 110 111000 101010 10101 101010 11011
110001 110 1101011 | 111111 10010 110011 10101

101000 1000010
10011 01 1000110 0 1001111

Ejercicios de restas en binario

1 2 3 4 5
1100 11011 11111 110011 111000
101 10101 1101 01101 001011
111 00110 10010 100110 101101

Multiplicaciones en binario

1 2 3 4 5
11101 x110 111x 110 11101 1x1110 111000x1010 11111x10101
00000 000 000000 000000 11111
11101 111 111011 111000 00000
11101 111 111011 000000 11111
1010111 | 1.0 1 01
111011 111000 00000
0 0
110011101 100011000
11111
0 0
1010001011
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Divisiones en binario

Ejercicios
101 000 111111 0111010
101 m 100 ‘ 1mriiritl 101 | 100100100
101 100 101
00101 111 1000
101 100 101
000100 011 1 0110
100 101
0111 00110
100 101
011 | 00 10
100
0111
100
11
Sumas octales
Ei.l  Ej2 Ej.3 Ej.5
777 423 752 567
547 647 476 413
Restas octales
Ej. 1 Ej. 2 Ej.3 E. 4 E.5 Ej. 6 Ej.7
736 333 443 556 544 111 333
423 244 666 227 373 777 167
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Multiplicaciones octales

1 2
6543x 135 32341x567 4 325 x
41357 2710 4 2 6 5 1
+2 4051 + 236506 17065
6543 2041 45 74325
1156367 2327262 1 6 26 4
Divisiones en octal
4 36 6543
152 [ 732 54 135 1156367
1056
650 0100 3
62 5 721
47 6 00626
12 74 564
11 74 0427
0100 427
000
5134 4620
100 [ 51347 6 73’W
500
13 4 56 1
100 542
034 7 17 1
300 166
0476 0037
400
076
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Sumas hexadecimales

Realizaremos algunos ejercicios de sumas:

Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3 Ejemplo 4 Ejemplo 5
FEOO 7234 2A2B2C 127CEO0 437
CAFE 1644 1F3E4C 333FEI 717
1CS8FE 8878 496978 45BCC1 B4 E
Restas hexadecimales
Se muestran siete ejemplos de restas:
Ej1 Ej.2 Ej. 3 Ej.4 Ej. 5 Ej. 6 Ej.7
CEO ABC B10 BECA FOCA FECA CABE
527 247 999 127 437 769 167
7B9 875 177 BDA3 EC93 F761 C957
Multiplicaciones hexadecimales
E 1 Ej 2 Ej 3
DEDOZXxXT FEDO CAFExFO0OCA B ECAXBEBE
00 7 EDEC A6 F O0C
+ C2F60 + 9 8 3 E 8 + 1 8 3 2 AE
DOE30D0 0 00O A6 F 0 C
DD1 26 00 4 E 2 2 7 8 3 2 AE
EE4 C6 C 8 E2 7 8 5 EC
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Divisiones hexadecimales

14AB CEFA23
ABC | DDDB% 47 | 396 7 5FB5
ABC 354
32 1B 0427
2AFO0 3E2
072B9 0455
6B58 4209
7614 02 CF
7614 2 C6
0000 0 09B

Ejercicios de conjuntos
Operaciones con conjuntos
Dado:

e A={1,2,3,4}

e B=1{3,45,6}

e U={1,2,3,4,5,6,7,8}

Encuentra:
1. AUB
2. ANB
3. A-B
4. A

Soluciones:
1. AUB={1,2,34,5,6}
2. ANB={3,4}
3. A-B={1,2}
4. A°={5,6,7,8}
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Sea U = el conjunto de los numeros reales A = {x | x es una solucion de x2 — 1 = 0}
B = {-1,4}, responda si lo siguiente es verdadero o falso.

a) x EANBNC

b) yeANC

¢) y € AUBUC

d) xeBNC

)

Soluciones

a) verdadero b) verdadero c) falso d) falso

Ejercicios sobre diagramas de Venn

En el diagrama de Venn de la figura a) se muestran los conjuntos A, By C.

AR
N

a)

Sombree los siguientes conjuntos:

a) A-(B U C) AN BUC)  ¢)AN (C-B).
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Solucion

: :
aa [N

a) b) ¢)

Ejercicio de conjunto finito

Determine cudles de los siguientes conjuntos son finitos:
a) Rectas paralelas al eje x

b) Letras del alfabeto espafiol

c¢) Enteros multiplos de 5

d ) Animales vivientes

Soluciones

a) Infinito; b) finito; c) infinito; d ) finito.

Ejercicio de Conjunto potencia:

Dado A=[{a, b}, {c}, {d, e, f}].

a) Enumere los elementos de A.

b) Encuentre nimero de elementos n(A).
¢) Encuentre el conjunto potencia de A.
Solucion

a) Tres elementos: {a, b}, {c},y {d, e, f}.
b) n(A) =3.

¢) P(A) tiene 2° = 8 elementos como sigue:

P(A) = {A, [{a, b}.{c}]. [{a, b}.{d, e, f }],[{c}.{d, e, £ }], [{a, b}], [{c}]. [{d, e, T }], B}
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Ejercicio de tipos de relaciones

Considere las cinco relaciones siguientes sobre el conjunto A = {1, 2, 3}:
R={(1,1),(1,2),(1,3),3,3)} @ = relacién vacia
S={(1, 1)(1,2), (2, )2, 2), (3, 3)} A x A = relacion universal
T={1,1),(1,2),(2,2),(2,3)}
Determine si cada una de las relaciones indicadas sobre A es:

a) reflexiva; b) simétrica; c¢) transitiva; d) antisimétrica.

Solucién

a) R no es reflexiva puesto que 2 € A pero (2, 2) ¢R. T no es reflexiva puesto que (3,3) ¢T
y, en forma semejante, @ no es reflexiva. S y A x A son reflexivas.

b) R no es simétrica puesto que (1, 2) € R pero (2, 1) ¢ R, y en forma semejante, T no es
simétrica. S, @ y A X A son simétricas.

¢) T no es transitiva puesto que (1, 2) y (2, 3) pertenecen a T, pero (1, 3) no pertenece a T.
Las otras cuatro relaciones son transitivas.

d ) S no es antisimétrica porque 1 # 2 y ambos (1, 2) y (2, 1) pertenecen a S. En forma

semejante, A X A no es antisimétrica. Las otras tres relaciones son antisimétricas.

Ejercicios de funciones
En el ejercicio A = {a,b,c,d} y B = {1,2,3}. Determine si las relaciones R de A en B es una
funcion. Y si lo es, dé su codominio.

a)  R={(a,1),(b;2),(c,1),(d,2)}

b)  R={(a,3),(b,2),((c,)}

Solucion:
a) Observemos R:
. a—1
. b—2
. c—1
. d—2
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Cada elemento de A (a,b,c,d) tiene exactamente una imagen en B. Por lo tanto, R es

una funcion.

Determinar el codominio

El codominio es el conjunto B, pero la imagen de la funcion es el subconjunto de B con los
valores que realmente se usan: Im(R) = {1,2} por lo que podemos afirmar que el codominio
= {12}

a) Observemos R:

o a—3
o b—2
° C—)l

En este caso:

Cada elemento de A relacionado en R (a,b,c) tiene una Unica imagen en B.

Sin embargo, el elemento dEA no esta relacionado con ningtn elemento de B.

Una relacion R es una funcion si cada elemento de A estéd relacionado exactamente

con un unico elemento de B, la relacién R no es una funcién.

Ejercicios de tipos de funciones

Sea funa funcion de A en B. Determine si la funcidn f es inyectiva, suprayectiva o biyectiva.

A=B=1Z;
f(a) = a-1
Solucion

Verificar si f es inyectiva

Supongamos que f(ar) = f(a2).

Esto implica: aj— 1 =ax— 1

Simplificando: a; = az

Por lo tanto, f es inyectiva, ya que valores diferentes de a producen valores diferentes
de f(a).
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Verificar si f es suprayectiva

Para que f sea subyectiva, todo b€Z debe ser alcanzado por algun a€Z.
Sea beZ. Queremos encontrar un a€Z tal que: f(a) =b
Sustituyendo f(a) =a — If, tenemos:a— 1 =b = a=b+ 1
Como b + 1€Z, existe un a€Z para cada beZ.
Por lo tanto, f es suprayectiva.
La f'es biyectiva ya que la f es inyectiva y suprayectiva.
Ejercicio A=R, B= {x[x esreal y x> 0}
F(a) = |al

Solucién

Analisis de la funcion:

Verificar si es inyectiva:

La funcidn no es inyectiva, ya que f(ar) = f(a2) no implica que a; = a.

Por ejemplo, f(3) = {(—3) = 3, pero 3 # 3.

Verifica si es sobreyectiva:

La funcidn es sobreyectiva, porque para cada bEB (es decir, b > 0), siempre existe un
a€ R tal que f(a) = b (por ejemplo, a=b o a=—b).

Por lo que la funcién no es inyectiva, pero es sobreyectiva y no es biyectiva.

Ejercicio de cardialidad
Encuentre el numero cardinal de cada conjunto:
a)A=1{a,b,c,...,y, 2},
b)B={x|x€N,x2=5},
Solucion
a) |A| =29, puesto que en el alfabeto espafiol hay 29 letras.
b) |B| = 0 puesto que no existe ningiin entero positivo cuyo cuadrado sea 5; es decir,

B es vacio.
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Ejercicio de proposiciones
Sean p “Hace frio” y q “Esta lloviendo”. Proporcionar una oracidon coloquial sencilla que

describa cada una de las siguientes proposiciones:

a) p

b)pVvq
c)pAq
d)qVv—q

Solucién
En cada caso, A, V y ~ se traducen por “y”, “0” y “es falso que” o “no”, respectivamente, y
luego se simplifica la oracion en lenguaje coloquial.

a) No hace frio.

b) Hace frio y esté lloviendo.

c¢) Hace frio o esta lloviendo.

d ) Esta lloviendo o no hace frio.

Problemas avanzados: ejercicios que incluyen aplicaciones practicas y tedricas de los

conceptos aprendidos.

Propiedades de conjuntos
Ejercicio: se hace una encuesta de los medios de transporte urbano mas comunes. A cada
persona se le pregunta si el CAMION, el METRO o el AUTOMOVIL es el medio mas usado
para ir al trabajo. Se permite mas de una respuesta. El resultado de la encuesta se da a conti-
nuacion:

a) 30 personas escogieron el CAMION

b) 35 personas escogieron el METRO

c) 100 personas escogieron el AUTOMOVIL

d) 15 personas escogieron el CAMION y METRO

e) 15 personas escogieron el CAMION y AUTOMOVIL

f) 20 personas escogieron el METRO y AUTOMOVIL

g) 5 personas escogieron los tres medios de transporte
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(Cuantas personas respondieron a la encuesta?

[
vg

Solucion. Sean A, By C los conjuntos de las personas que escogieron CAMION, METRO y
AUTOMOVIL, respectivamente, (véase la figura). Se sabe que |A|= 35, | Bl = 30, |C|=
100, | ANB| =15, ANC| =15, BNCl =20, | AUBUC | = 5. Asi pues, el numero total de

personas que respondio es

| AUBUC | = (30 + 35+ 100) — (15 + 15 +20) + 5 =120

Conjuntos finitos
En una universidad cada estudiante de humanidades debe acreditar un curso A de matemati-
cas y un curso B de ciencias. En una muestra de 140 estudiantes de segundo afo se observo
lo siguiente:

C) 60 acreditaron A

d) 45 acreditaron B

e) 20 acreditaron tanto A como B

Use un diagrama de Venn para determinar el nimero de estudiantes que acreditaron:
a) Por lo menos uno de Ay B;

b) exactamente uno de A o B;

c) ni AniB.

Al escribir los datos anteriores en notacion de conjuntos se obtiene:

|A] =60,|B| =45, AN Bl =20, Ul =140
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Se dibuja un diagrama de Venn de los conjuntos A y B, como en la siguiente figura.

Luego, se asignan niimeros a las cuatro regiones:

N
=]

55

20 acreditaron tanto A como B, de modo que | A N B| = 20.

60 — 20 = 40 acreditaron A pero no B, por lo que | A-B| = 40.

45 — 20 = 25 acreditaron B pero no A, por lo que | B-A| =25.

140 — 20 — 40 — 25 = 55 no acreditaron A ni B.

Por el diagrama de Venn:

a) 20 +40 + 25 =85 acreditaron A o B. Ahora, por el principio de inclusién-exclusion:
|AuBl =|Al +IBl -|ANBl =60+45-20=85

b) 40 + 25 = 65 acreditaron exactamente uno de los cursos. Es decir, | A &b Bl = 65.
¢) 55 no acreditaron ninguno de los cursos; es decir,

| A°NBY| =] (A U B)“| =140 — 85 = 55.

Ejercicios de logica
Ejercicios de sustitucion

Ejercicios:
P=F R=F Q=V S=V T=V

I-(p =9 " (@ =R)=(F=V) * (V=F) =(V) * (F)=F
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EJERCICIOS

2-(p—q) —»R= (F»V)->F=(V)»F =F
3-P— (q—>R)=F—>(V->F) =F—(F) =V
4- (s—(p "~ R) " {[p—(RV q)] s} =

(V= (FAZR)A(F —(Fv V) AV)
(V=ENME=(V)AV) =
(V=2BME-VAV) =
FA(VAV)= FAV= F

3- (P ~)—(q"R))—(sV—q) =

(FA=V)—=(VAF)—(Vv—V)=
(F»F)— (V)= (F>F)—>»(V)=V->V=V
6- (p"R) < (rvs)) —q=

(FAF)<— (F vV))—>V=

=(F<—>V)»>V=F->V=V
7- ((@"s)V(R —q)) < (9 "R) = (VAV)V(F-V)) « (VF) = (VvV) & (F) =V oF =F
8- (@q"R s *p)—q=(V"F'V'F)->V=F=>V=V
9- ((p "@v(p "R)v(p” 5)) & R= ((F *"V)v(F "F)v( F* V)) & F

(F)V(EWV(F) < F=V

10-  ~(p—((q —9)'1)= ~(F>((V-oV)'F)= ~(F=>(V)'F))= ~(F~>(~(V)'F))=
~(F—F)=—(V)=F

11- ~(q »0)"(s =p)= (V->F)"V-F)=~(F)F)=V F=F
12-  —(r"p) < (q —=1)= ~(F'F) & (V>F)=—(F) < (F)=Ve F=F

13- (Te~(p—1)*(svq))= (Veo(F-F)NVvV)=f
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EJERCICIOS

Ejercicios de tablas de verdad

L- (p—Ng—1) =

P Q R P—Q (Q—r) (p—9"(q—r1)
v % % % \% %
v vV F vV F F Solucion
v F \% F % F ]
v F F F % F
F % \% \% % %
F % F % F F
F F % % v %
F F F \% % %
2.- (p—q)—r
P | Q R | P-Q | (p—q) —r
v [ v]v v v
A4 M F \ F Solucién
V| |F |V F v
V | F| F F v |
F |V ]V \% \%
F | V]| F % F
F | F| V v v
F | F| F v F
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EJERCICIOS

3.- p—(q—r) = si fuera todo verdadero seria tautologia.

Solucion

p—(q —r)

q—r

4.- (s—(pA1)M(p—(rVq))As) = cuando son todos falsos se llama contradiccion.

)As)

/\5)

p—(V | (p—=(VQ) | (s—=(PAD))M(p— (Vg

)

s—(pA—

r)

p/\—|

F
F

F
F

F
F
F
F
F
F
F
F

-/

rv

VIVIV|V|V |F

VIVIVIF|V |F

VIVIF|IV| V|V V

VIVIF|IF| V|V V

VIF|V|V|V |F

VIF|V|F|V |F

VIF|F|V|F |V|V

VIF|F|F|F |V|V

F|V|V|V|V|F

F|V|VIF| V |F

F|VIF|V]| V|V
F|V|IF|F| V|V
FIF|V|V]|VIF
FIF|V|F|V |F

FIF|F|V|F |V
F|IF|F|F|F |V
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EJERCICIOS

2%=16 renglones 8 verdaderos y 8 falsos

5.~ (PM)—=(qrr)—(sV—q)

sV—q | (pA~q)—(qAr))—(sV—q)

F
F
F
F
\Y
\Y
A%
\Y
F
F
F
F
F
F
F
F

=q | pAq | g/t | (pAq)—(g”r))

S

r

q

P

VIV|V|V]F

VIV|V|F|F

VIV|IF|V]|F

VIVIF|F|F

VIF|V|V |V

VIF|V|F |V

VIF|F|V |V

VIF|F|F |V

FIV|V|V|F

F|V|V|F|F

FIV|F|V|F

FIV|F|F|F

FIF|V|V|V

FIF|V|F|V

FIF|F|V |V

F|IF|F|F|V
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EJERCICIOS

6.-((pA1)<—=(r vs))—q

\%
A%

A%
A%

\Y%
F
F

v
F

F
F
F
F
F
F
F
F
F

S| PAT | RVS [ (pAr) <= (r vs)) | (pA1) <= (r vs))—q

r

q

p

VIV IVIV] V
VIV|V|F

VIV|F|V

V|IVI|F|F

VIF|V|V|V
VIF|V]|F
VIF|F|V
V|IF|F|F

F|V|V |V
F|V|V|F

F|V|F |V

F|V|F|F

FIF|V|V
F|F|V]|F

F|F|F |V
F|F|F|F

7. ((q")V(r —q)) < (q 1) =

F

N

F

\Y%

F

QR[S |g*"S|R—=Q)|(@"R) | (g*s)v(R—q)) | ((q*s)v(R—q)) < (q"R)

ViV V]| V

VIF|V]| V

F|V]|V

F|F|V
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EJERCICIOS

8.-(q"'r"s"p)—q

Tautologia

Cuando todo sale

verdadero

\'A%

F
F
F
F
F
F
F
F
F
F
F
F
F
F
F

S | (@"R"s"p) | ("R"s"p)—q

r

q

P

VIVIV |V
VIV|V|F

VIV|IF |V

VIVI|F|F

VIF|V |V
VIF|V|F
VIF|F |V
VIF|F|F

FIV|V |V
F|V|V|F

F|V|F |V

F|V|F|F

FIF|V |V
F|F|V|F
F|F|F |V
F|F|F|F

9- (P v (p'r) v (p7s)) &1

F

®*q) | ") | (p™s) | (P PV(p r)v(p”s)) | Resultado

N

N
F

F
F

S

r

q

p

VIiV|iV|V] V
VIV|V|F

VIV|F|V]| V
VIVI|F|F

VIF|V ]|V
VIF|V|F

VIF|F |V
VIF|F|F
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EJERCICIOS

F
F
F
F
F

F

FIV|V |V
F|V|V|F

F|V|F |V
F|V|F|F

FIF|V |V
F|F|V|F

F|I|F|F |V
F|F|F|F

Contingencia

16 renglones

= 4=

10 .- =(p—(=(q —s)"1))

“(P—=(=(Q —=S)"R))

~(Q =8)"R | P=((Q —S)"R)

~(Q—9)

v
F
v
F
v
v
v
v
v
F
A%
F
v
v
v
v

P[Q[R[S[Q—S

VIV|IV |V
VIV|V|F

VIV|F |V

VIV |F|F

VIF|V |V
VIF|V]|F

V|IF|F |V
V|IF|F|F

F|V|IV]|V
F|V|V]|F

F|V|F|V
F|V|F|F

F|F|V]|V
F|F|V|F

F|F|F|V
F|F|F|F
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EJERCICIOS

11.- ~(q —1)"(s —p)

~(q —=1)"*(s —p)

~(g—1) | (s —p)

F

S | gq—or

r

q

VIiV|V] V

VIF|V

F|v v V

FIF|V| V

VIiVIV] V

VIF|V]| V

F|(V|V| V

FIF|V| V

\Y%

\Y%

\Y%

N

F

F

F

F

23= 8 renglones : 4 verdaderos y 4 falsos

12.- =(r *p) < (q —1)

~(r *p) < (q —r1)

~(R"P)

\Y%

N

F

PIQ[R|R"P[(Q—R)
viviv] v

\Y%

VIF|V] V

F|V|V

F|F |V
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EJERCICIOS

32 renglones: 16 verdaderos y 16 falsos

5 proposiciones. 2°

13.- (to>—(p = 1)\ (s v Q)

(to=(p = Rr(s v

Q)

“(p—=1)(sv

Q)

(sV

q)

(p—1)

)
N
A%
A%
A%
F
F
F
F
v
v
v
v
F
F
F
F
A%
\%
A%
A%
\%
A%
A%
v
A%
A%

VIV|IV V]V
VIV|V|V|F
VI|V|V|F |V
VIV|V|F|F
VIVIF |V ]|V
VIVIF|V|F

VIVIF|F|V
VIVIF|F|F

VIF|V |V |V
VIF|V|V|F

VIF|V|F|V
VIF|V|F|F

VIF|F|V|V
VIF|F|V|F

VIF|F|F |V
VIF|F|F|F

FIV|IV|V|V
FIV|V|IV|F

FIV|V|F |V
F|V|V|F|F

FIVIF|V|V
F|V|F|V|F

F|V|F|F |V
F|V|F|F|F

FIF|V|V|V
FIF|V|V|F
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EJERCICIOS

1| || || ™| ™| ™
| || ™| ™| ™| T
| | oo <] <
ml o < <| =
m| < m| o<l | <
<l < < <€ < <
1| || || ™| || T
m|om| < <) ™| o
1| || || ™| || T
<| = <| = <| =

Ejercicios de cuantificadores
Traduccion logica
“Todo niimero par es divisible por 2”
Vx€Z, P(x)—D(x)
1. Negacion
Negar: Ix€N, x<0
Resultado: VxEN, x>0\forall x \in \mathbb{N},\ x \geq OVXEN, x>0

2. Evaluacion de verdad
(Es verdadera la proposicion Ix€N, x<0?

Respuesta: Falsa, porque no hay nimeros naturales negativos.

3. Traduccion natural

Vx€eZ, x#0—1xeQ “Todo niimero entero distinto de cero tiene inverso racional”.

Ejercicios de Algebra booleana
1.- Usando las compuertas l6gicas AND y OR construya el circuito 16gico de la funcion:

F=AB+CD
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EJERCICIOS

Circuito légico

2.-De acuerdo con la funcion l6gica: F = ABC + ABC + ABC + ABC + ABC desarrolle la
reduccién logica y represente el circuito 16gico que le corresponda.

F=ABC +AB(C+C)+ AB(C+C)
F=ABC+AB+ AB
F=ABC +A(B+B)
F=ABC+A
CIRCUITO LOGICO

_
A
>—

L
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EJERCICIOS

3.- Usando la tabla de verdad para: F = ABC + ABC + ABC + ABC + ABC, hallar el mapa

de Karnaugh y el circuito l6gico que corresponda.

Tabla de verdad
A|B|C| F
00|10 O
0|01 O
0j1{0 O
oOj1]1| 1
110]0| 1
1joj1| 1
1110} 1
1|11} 1

Mapa de Karnaugh
AB

00 01 11 10

0 o o i (1 =

© o T )1 |F-ATEC

Circuito loégico

A A+BC
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EJERCICIOS

Ejercicios de arboles

1. Ejercicio: con la siguiente grafica sacar un recorrido en profundidad si la raiz es A:

Si el punto inicial es A:

a | b c | d | e f | g | h 1 ] k l | m | n | 0D

2 5 4 4 5

[\
W
—
[\
—
W
—
(9]
o0

Costo total =47

2. Sacar 3 recorridos diferentes iniciando en A:
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= ste libro surge como una respuesta pedagdgica a las
dificultades recurrentes que enfrentan los estudiantes de
Ingenieria en Sistemas Computacionales en el aprendizaje de las
matematicas discretas. Lejos de constituirse como un tratado
exhaustivo o una obra de investigacion cientifica el texto se
orienta como un recurso didactico accesible, claro y funcional,
alineado con las necesidades y caracteristicas de los estudiantes
contemporaneos.

A diferencia de los enfoques tradicionales, frecuentemente den-
sos y altamente teoricos, esta propuesta privilegia la comprension
progresiva mediante un lenguaje sencillo, ejemplos contextualiza-
dos en el ambito de la ingenieria y una estructura organizada que
facilita el aprendizaje autonomo. El contenido equilibra adecua-
damente la teoria esencial con ejercicios resueltos y actividades
practicas, ademas, promueve que se apliquen estos conceptos en
situaciones reales relacionadas con la algoritmia, estructuras de
datos y desarrollo de software.

Asimismo, el libro Matematicas discretas: comprension facil y paso a
paso se encuentra estrictamente vinculado con el programa
académico del Tecnolégico Nacional de México, lo que garantiza su
pertinencia y utilidad como herramienta de apoyo en el proceso
formativo. Su enfoque no busca abarcar la totalidad del campo
disciplinar, sino centrarse en los contenidos fundamentales que
fortalecen el pensamiento logico, analitico y critico del estudiante.

En suma, esta obra representa una alternativa innovadora que
favorece la motivacion, mejora la comprension y contribuye
al desarrollo de competencias clave en la formacién de futuros
ingenieros.

Elsa Ortega de Avila es doctora y cuenta con una trayectoria am-
plia en educacién superior y basica con enfoque interdisciplinario. Ha
ejercido la docencia, dirigido tesis y participado en investigacion. Su
productividad incluye 13 articulos, dos libros y dos capitulos publica-
dos; en ellos integra investigacion, innovacion tecnolégica y desarrollo

académico con impacto social.
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